Quelques nouvelles déformations du groupe symétrique

Julien Bichon

Université Grenoble 1. Institut Fourier, Mathématiques. 100 rue des maths, BP 74, 38402 Saint-
Martin d’Heéres. E-mail : bichon@ujf-grenoble.fr

Résumé. On présente de nouvelles algebres de Hopf, qui sont des déformations du groupe symétrique
par des 2-cocycles.
Some new deformations of the symmetric group

Abstract. We use the 2-cocycle twisting method to construct new Hopf algebras deformations of
the symmetric groups.

La méthode de déformation d’une algebre de Hopf par un 2-cocycle est issue d’une idée de
Drinfeld [3]. Elle a été utilisée avec succes par Enock-Vainerman [4, 9] puis Nikshych [5] pour
construire de nouvelles algebres de Hopf de dimension finie. En particulier, Nikshych construit pour
chaque groupe symétrique S, (n > 4) une algebre de Hopf non commutative et non cocommutative
possédant une catégorie de représentations monoidalement équivalente a celle de S,,. Dans cette
note on construit une famille de déformations du groupe symétrique qui contient strictement celle
de Nikshych. On présente également un énoncé qui généralise un résultat classique de théorie des
invariants pour le groupe symétrique.

On se place du point de vue dual de celui de [3, 4, 5, 9] : une algebre de Hopf est vue comme
’algebre des fonctions sur un groupe quantique, et on déforme le produit des algebres de fonctions
usuelles. On obtient ainsi pour nos algebres un description analogue & celle des quantifications des
groupes de Lie classiques [6]. Dans ce contexte une représentation est un comodule (& droite).

Notations. On fixe un corps k de caractéristique différente de 2. Soit n un entier supérieur ou égal
a 2. Soit 7 € {1,..,2n} (pour simplifier les notations on ne considére que les groupes Sz, voir en
fin de note). On pose si 4 est pair i’ =i —1et i* =i/2;siiest impairi' =i+ 1eti* =i'/2. On a
NE]

i"* = i*. On considére également une matrice p = (p;;) € My, (k) telle que p;; = 1 et p;; = pj; = £1
pour tous i et j.

Définition 1 L’algébre Op(San) est l'algébre universelle avec génerateurs (x;5)1<i,j<2n €t soumise
auz relations (1 <1i,j,k,1 <2n) :

2n 2n
TijTik = OjkTij 5 TjiThi = OjkTii E Ty =1= E Ty - (1)
=1 =1

(3 + pirj)Trjzii + (1 — pirjr ) ki + (1 — Pin e )Thj i + (Pisj+ — V) Tijr Tiar =
(B + prer+)ztixrj + (1 — prews)xvirhy + (L — prope )T1iThrj + (Proge — 1)TviTrrj (2)
Quand p;; = 1 pour tous ¢ et j, alors Op(S2,) n’est autre que l'algébre des fonctions sur Say,
(voir [10]). On vérifie directement que Op(S2,) est une algebre de Hopf avec coproduit A(z;;) =

Tik ® Trj, counité e(x;;) = J;; et antipode S(x;;) = x;;. Notre but est de montrer le résultat
k J J J J J
suivant :



Théoréme 2 On a une équivalence de catégories monoidales entre la catégorie des représentations
de dimension finie de Say, et la catégorie des Op(Sa2y,)-comodules de dimension finie.

On va décrire Op(Say,) comme la déformation de O(S2,,) par un 2-cocycle. Soit H le sous-groupe
de Sy, engendré par les transpositions t; = (2i—1,2i) avec 1 < i < n (H = (Z/2Z)™). A la maniére
d’Artin-Schelter-Tate [1], on définit un 2-cocycle wy, : H x H — k* de la facon suivante : wp est
l'unique fonction bimultiplicative telle que wp(¢;,t;) = pij pour i < j et wp(t;,t;) = 1 pour ¢ > j.
Soit 7 : Op(S2n) — k[H] la projection donnée par w(z;;) = 0 si i* # j*, m(xs) = (14 t4+)/2 et
m(z) = (1 —t;+)/2. En composant I'unique extension linéaire de wp & k[H] ® k[H] avec m @, on
obtient un 2-cocycle sur I’algébre de Hopf O(S2,,) (voir [2]), toujours noté wp. C’est la méthode de
construction de 2-cocycles induits par un sous-groupe abélien de [4]. On peut alors former 1’algebre
de Hopf O(S2,)“P ([2]). La coalgebre sous-jacente est celle de O(Say,,) et le produit est défini par :

.y =D welr(): ¥)wp (2(3),9(3) 7)Y
Ici on utilise les notations de Sweedler et wy ! est 'inverse de wp pour le produit de convolution
(avec wp! = wp). Lalgebre O(Ss,)“P est évidemment engendrée par les x;;. On vérifie alors
sans difficulté que ces éléments satisfont les relations (1). Pour voir qu’ils satisfont également
les relations (2), on peut procéder de la manieére suivante : d’aprés [2], 1.6, la forme bilinéaire
Wp(z,y) = Y wpay, Ta))wp (T(2),Y(2)) est un cotressage sur O(Sz,)*». On a Wp(Tii, xj;) =
1B +pivje); Op(@ii, ) = §(1 = pieje) s Op(@irr, 255) = (1= piej) 5 @p(@ir, 2557) = 3 (Pivj+ = 1)
et Wp(@ij, k) = 0 si i* # j* ou k* # I*. Ceci implique que l'opérateur de Yang-Baxter Rp, :
VeV 3V eV (ouV est le k-espace vectoriel standart de base (e;)1<i<2n) défini par

Ry(ei ®ej) = (3 +pisj+)ej @ ei + (1 — pinje ey @ei+ (1 — pirje)ej @ ey + (pinje — L)ej @ ey (3)

est un morphisme de O(S2,)“?-comodules, et on obtient ainsi les relations (2) dans O(S2,)%?
([6])- On pourrait alors certainement montrer directement que Op(Sa2y) = O(S2,)“P, et conclure
la preuve du théoreéme 2 par les résultats de [7]. Cependant une description précise de I’équivalence
annoncée permet de montrer tres facilement la proposition 4 & venir.

Soit Zp, I’algebre universelle avec générateurs (2;;)1<i,j<2n €t soumise aux relations (1) et
dzpizi; = (3 + prore )22k + (1 — proe )20z + (1 — Droe ) 2132105 + Dronr — 1) 202015 - 4)

On veut montrer que Z, est une O(Sa2,) — Op(Sa2y) extension bigaloisienne ([7]), ce qui démontrera
le théoreme 3. Vérifions d’abord que Zg est non nulle. On peut définir une structure d’algebre asso-
ciative sur O(Sa,) par 2.y = Y wy ' (1), y(1))T(2)Y(2)- Les éléments x;; sont encore des générateurs
pour cette structure d’algebre et on vérifie sans peine qu’ils satisfont les relations (1) et (4) : ainsi
Zp est non-nulle. II est immédiat que les formules a(z;;) = D) Tir @ 2k; et B(2ij) = D Zik ® Tk
munissent Z, d’une structure d’algebre O(Say,)-comodule & gauche et d’algébre Op(Say,)-comodule
a droite respectivement.

Proposition 3 L’algébre Z, est une O(Sapn) — Op(San) extension bigaloisienne.

Preuve de la proposition 3. Il s’agit de montrer que les applications (m est la multiplication de Z)

(1®m)o(a®1) (m®1)o(188)

K1 : Zp ® Zp O(Szn) ® Zp et Ko: Zp ® Zp Zp ® OP(SQH)
sont bijectives. On a un morphisme d’algebres v : O(Sa2p,) = Zp® ZJP défini par Y(®ij) = Dop 2ik ®
k. Alors Papplication (1 ® m) o (y ® 1) est réciproque de k1. On démontre de maniére analogue

que kKo est bijective. O



La proposition 3 et les résultats 5.5-5.7 de [7] achévent la preuve du théoreme 2. O

Quand pis = pa1 = —1 et p;; = 1 pour tous les autres ¢ et j, on retrouve de facon duale la
déformation décrite par Nikshych [5], 5.1. En effet le 2-cocycle utilisé dans [5] se prolonge en un
2-cocycle sur H, et est cohomologue & wp. Pour s’assurer que la famille construite ici contient bien
de nouvelles algebres, on s’intéresse au groupe Gp = Homy_,1g(Op (S2n), k). On montre alors que
Gp = {0 € Son | Po(i)ro(j)s = Pirj= et a(i') = o(i)' §'il existe j tel que pi-;» = —1}. Ainsi pour
'algebre de Nikshych on a |Gp| = 8.(2n —4)! . Supposons maintenant que n > 3 et soit k un entier
compris entre 3 et n. Soit p € My, (k) telle que pi; = —1 = p;y si ] < k et p;; = 1 pour tous les
autres ¢ et j : on a |Gp| = 2.[(2k — 2)(2k — 4)...2].(2n — 2k)! . Enfin soit p telle que p;; = —1 si
i # j, on trouve alors |Gp| = 2n.(2n — 2)...2 . On obtient ainsi pour n > 3, n algébres de Hopf
non deux a deux isomorphes. Notons toutefois que ’on peut trouver des matrices distinctes p et
q mais telles que Op(San) = Oq(San).

Il est bien connu que ’algebre des invariants pour ’action naturelle du groupe symétrique sur
une algebre de polynémes est elle-méme une algebre de polynémes. On présente un énoncé qui
généralise ce résultat classique pour le groupe quantique Op(S2,). La preuve utilise le résultat
classique et 1’équivalence de catégories du théoreme 2.

Soit V' le comodule fondamental de dimension 2n de Op(Sa,,). On considere algebre symétrique
Symp (V) (dans la catégorie monoidale symétrique des Op(Sap)-comodules). Cette algébre s’iden-
tifie & I’algebre universelle avec générateurs (;)1<i<2n €t soumise aux relations

4zizj = (34 pirj=)w;mi + (1 = piejo )Ty @i + (1 = pirje )Tz + (Pinje — Dajrze ()

La structure d’algebre Op(S2,)-comodule & droite est donnée par 6(z;) = Y, T ® Tg;. On peut
considérer ’algébre des (co-)invariants Symp, (V)%»(522) = {z € Sym_(V)/é(z) = z ® 1}.

Proposition 4 L’algébre Symp,(V)O(52n) est une algébre (commutative) de polynémes.

Preuve. L’équivalence de catégories monoidales (notée F') du théoréme 2 est construite de la fagon
suivante (voir [8, 7]). Soit Z, l’algebre introduite plus haut. Si X est un O(Sa,)-comodule (la
coaction est notée ax ), on a F(X) = X AZ, o X A Zy, est le noyau de ’application ax ®1 —1®a«:
XQ®Zy, - X Q0(S2n) ® Zp. Le foncteur F transforme le Sa,-module V' en un Op(Say,)-comodule
isomorphe & V' et par abus de notation on écrit F(V) = V. 1l transforme 'opérateur de symétrie
usuel en l'opérateur de Yang-Baxter Ry (3) et ainsi F(Sym(V)) = Sym, (V). 1l induit alors un
isomorphisme entre les algebres d’invariants. Le résultat classique permet de conclure. O

Remarques. 1) Considérons les polynomes R; = 1221 zi, 1 < i < 2n. On peut les interpréter
comme des morphismes de Ss,-modules k& — V®¢. Alors notre foncteur F “préserve” ces polynomes.
Ainsi en caractéristique 0 on a Sym_,(V)9»(52) = k[Ry, ..., Ryy].

2) Pour définir le groupe quantique Op(San4+1) on utilise encore le sous-groupe abélien H. Pour
avoir une description analogue a celle de la définition 1 on doit s’écarter quelque-peu de nos
conventions. La matrice p = (p;;)o<i,j<n appartient désormais & M, 1(k), avec po; = pio = 1. On
pose (2n + 1)* = 0, on garde les autres notations et on n’a pas besoin de définir (2n + 1)'. Alors
Op(S2n+1) est lalgebre universelle avec générateurs (2;;)1<i,j<2n+1 €t soumises aux relations (1)
et (2). Le théoréme 2 et la proposition 4, adaptés d’une maniere évidente, restent valables.

3) Quand k = C, les algebres de Hopf Op(San) et Op(San+1) sont des algebres de Kac ([4, 9]) avec
involution définie par z}; = ;.
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