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Introduction

Nous nous intéressons dans ce document à la propagation de fissures tridimensionnelles dans
les structures stratifiées. L’étude des fissures et de leurs évolutions estun sujet qui a été abordé
de façon très intense ces trente dernières années1. Ce fait s’explique par le nombre important de
disciplines concernées, en amont ou en aval, par cette thématique, de la physique moléculaire aux
mathématiques en passant par la métallurgie et la mécanique des solides. Ainsi, l’évolution de fis-
sure peut-elle être décrite par des outils issus de la théorie des fonctions à variables complexes et,
par ailleurs, expérimentalement détectée par des techniques de shearographie [TAILLADE (2001)].
Dans le cadre de la mécanique, cette thématique est connue sous l’appellation demécanique de la
rupture[BUI (1978)], discipline à l’origine charnière de la métallurgie et de la mécanique du solide,
apparue dans les années 60, ayant pour objet l’identification de paramètres ou la mise en évidence
de quantités fondamentales régissant l’évolution et l’influence de défauts dans lesmilieux suppo-
sés homogènes élastiques tels que les matériaux métalliques. Depuis ces vingt dernières années,
cette théorie, exposée dans [BUI (1978)], illustrée dans les textes de l’école CEA-INRIA-EDF 82-
83 [RUPTURE (1982)] et dont un panomara assez complet est donné dans [BUI & EHRLACHER

(1997)], a été étendue à de multiples lois de comportement [LEMAITRE & CHABOCHE (1985)],
incluant, par exemple, les effets dynamiques, la plasticité sur des matériaux périodiques, hétéro-
gènes, par exemple les matériaux stratifiés composites. Ces développements permettent aujour-
d’hui de décrire assez finement l’évolution des défauts sur des exemples structuraux, en prenant en
compte des phénomènes aussi complexes que le flambage, le contact, le frottement, les échanges de
température et autres phénomènes mécaniques ([NGUYEN (2000)]). La tendance actuelle en plein
essor est le couplage de phénomènes multi-échelles ([CARRERE (2001)] et ses références) visant à
(mieux) prendre en compte les caractéristiques fines (observées par exemple àune échelle micro-
scopique) dans une modélisation macroscopique, tendance rendue possible par le développement
conjoint des moyens informatiques et des méthodes de calculs scientifiques (pour une application
voir [FEYEL (1998)] et ses références).

Dans ce document, nous étudions la propagation de fissures d’interface présentes au sein des
matériaux stratifiés, processus appelé délaminage et constituant avec la fissuration transverse, le
mode majeur de rupture de ce type de matériau. La vision que nous utilisons est exclusivement
macroscopique. Nous nous plaçons dans le cadre de la mécanique de la rupture fragileen n’uti-
lisant que des densités d’énergie élastique, principalement la densité de Saint Venant-Kirchhoff.
Cette vision, négligeant les effets dynamiques, les échanges de température, etc, peut sembler très
pauvre pour décrire un phénonème aussi irréversible et brutal que la fissuration. Cette démarche
reste cependant acceptable dans la mesure où notre description du processus est globale et n’uti-
lise que des quantités énergétiques, énergie et dérivées d’énergie, nettement moins sensibles, par

1plus de 1000 articles, issus de journaux de mécanique entre 1992 et 2002, pris au sens large, et contenant dans
leur titre le mot fissure sont répertoriés.
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exemple à la zone de plasticité, supposée réduite mais nécessairement présente, en fond de fissure,
ou aux méthodes de résolution numérique, que des quantités locales, fonction du champ de dé-
placements et dérivées de déplacements. Par ailleurs, certaines de ces fonctions, par exemple les
contraintes, sont prédites infinies en fond de fissure par la mécanique de la rupture, fondée sur la
densité de Saint Venant-Kirchhoff. Un tel résultat n’est pas conforme à la réalité, aucun matériau
ne pouvant supporter des contraintes arbitrairement grandes. Enfin, insistons sur le fait que cette
vision globale est parfaitement en phase avec la méthode des éléments finis.

Le document comporte deux parties non indépendantes, précédées d’un chapitre de rappels.
La première partie concerne l’étude de la propagation d’un front de fissure le long d’une surface
connue non nécessairement plane de l’espace. Supposant que cette surface est décrite par une carte
régulière, cette étude permet d’aborder la question de l’influence des paramètres géométriques
sur la propagation, mais également d’aborder celle de la stabilité du front vis-à-vis de sa forme.
La deuxième partieconcerne l’étude de la rupture d’un joint de colle (ou interphase) de faible
rigidité reliant deux solides. Une analyse asymptotique rigoureuse et formelle surl’épaisseur du
joint permet de ramener cette situation d’une interphase à la situation d’une interface de la première
partie. Nous profitons de la faible rigidité du joint par rapport aux deux solides pour utiliser la
densité de Ciarlet-Geymonat et montrer ses avantages tant théoriques que numériques sur la densité
de Saint Venant-Kirchhoff. Que ce soit pour la situation de l’interface(première partie) ou pour
la situation de l’interphase(seconde partie), le modèle de propagation repose sur un principe de
moindre énergie équivalent dans un sens (variationnel) faible à un critère de type Griffith, principe
introduit dans [EHRLACHER (1985)], utilisé dans [FEDELICH (1990)] dans le cas du laplacien,
puis développé et enrichi dans [FRANCFORT & M ARIGO (1998)].

L’approche est plutôt orientée du côté mathématique ; à ce propos, le lecteur peut comprendre
notre étude de la propagation d’une fissure comme l’étude d’une surface de discontinuité alimentée
par quelques considérations et restrictions mécaniques élémentaires. L’étudese veut aussi rigou-
reuse que possible ; cependant, pour ne pas tripler le volume du document, certains points ne sont
pas développés en détail. Nous employons la

�
-méthode pour dériver les énergies par rapport au

domaine, utilisons la méthode des développements asymptotiques ainsi que la théorie des coques.
Les travaux présentés dans ce document ont le souhait d’enrichir les travaux de [NEVERS(1986)] et
[DESTUYNDERet al. (1992)], fondés sur ([GRIFFITH (1920)], [BUI (1978)], [DESTUYNDERet al.
(1983)], [DJAOUA (1983)], [KLARBRING (1991)] ....) et s’appuient pour cela de façon essentielle
sur ([CIARLET & D ESTUYNDER (1979)], [DESTUYNDER (1980)], [CIARLET & GEYMONAT

(1982)], [CIARLET (1988)], [FRANCFORT & M ARIGO (1998)], [OUSSET (1999)], [GEYMONAT

et al. (1999)], [CIARLET (2000)]).
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Principales notations et définitions

Les notations sont empruntées à l’ouvrage de référence [CIARLET (1988)]. Laconvention
d’Einstein est systématiquement utilisée. Les lettres latines	 
 � 
 � 
  prennent leurs valeurs dans
l’ensemble��
 � 
 �� tandis que les lettres grecques� 
 � 
 
 prennent, à l’exception de� et � , leurs
valeurs dans l’ensemble��
 ��.

– � �� : ensemble des matrices d’ordre� de déterminant strictement positif.

– � �� : ensemble des matrices symétriques d’ordre�.

– � : domaine (ouvert borné connexe de frontière Lipschitzienne) de l’espace euclidien� � .
– �� 
 � : frontière et adhérence de�.

–  ! "# $ %� 
 %& 
 %� ' : repère orthonormé direct de� � .
– "( � 
 ( & 
 ( � ' : coordonnées cartésiennes d’un point) de� .

– * : second tenseur (d’ordre 2) des contraintes de Piola-Kirchhoff.

– + : tenseur des déformations de Green-Lagrange+ ",' ! �& "-, . -,/ . -,/ -, '.
– % ", ' ! �& "-, . -,/ '.
– 0 / 
 1 2 "0 ' 
 345 0 
 6780 : Transposée, trace, matrice des cofacteurs, déterminant de0 .

– � ! "9:; < = ' 
 > ! "?:; < = ' : tenseur d’ordre 4 de rigidité, de souplesse (repère global).

– @A : application linéaire associée à la distribution surfacique de forceB de supportCA D �� .

– CE : partie de�� où le champ des déplacements, est identiquement nul.

– FGHI 
 FG�� : densité d’énergie de Saint Venant-Kirchhoff, de Ciarlet-Geymonat.

– � ", 
 * ' : énergie mécanique associée à�.

– J "K ' : énergie de rupture.

– p.p. : abréviation pour presque partout.

– L : surface moyenne de�.

– LM D L : surface délaminée.

– KA : front de fissureD L .

– � : déplacement virtuel du front défini sur un voisinage?N deKA .
– "O � 
 O& 
 O� ' : coordonnées curvilignes d’un pointP de�.

– "Q R 
 QS 
 QT ' : (resp."Q R 
 QS 
 QT ') base contravariante (resp. covariante) associée à la surface
moyenneL .

– "U R 
 U S 
 UT ' : (resp."U R 
 U S 
 U T ') base contravariante (resp. covariante) associée à� .

– V 
W : effort résultant et moment de flexion.



NOTATIONS

– XYZ 
 [YZ : composantes covariantes du tenseur de changement de métrique et du tenseur de
courbure associés àL .

– \YZ : composantes covariantes du tenseur de changement de métrique associé à� .

– ]X ] ! 678 "XYZ ' ^ _
, ]\ ] ! 678 "\YZ ' ! "� ` �a O� . a O &� '& ]X ].

– a "OY ' 
 b "OY ' : courbure moyenne et de Gauss au point"OY ' deL .

– CcYZ : symboles de Christoffel.

– dY eZ ! dY fZ ` CcYZ : dérivée covariante deg .

– KYZ 
 hYZ : variation linéaire deXYZ et [YZ .
– ij "� ' ! �5 k � l � $ 5 mesurable et tel que"mn ]5 ")' ]j 6) '�oj p q � "r s t�
 q t'.
– iu "� ' ! �� l � $ 5 mesurable et tel quev w tel que ]5 ")' ] p w p.p. sur��.
–
G x fj "� ' ! �, s ij "� ' $ tq Jy, s ij "� ' 
 z ]{ ] | } � "r s t�
 q ~'.

– a x "�' ! G x f& "� '.
– � 
 �� : facteur de charge, facteur de charge critique.

– � ��� "� ' : dérivée de l’énergie� dans la direction�.

– � �&� "� 
 � ' : dérivée de� � "� ' dans la direction� .

– \ "�' ! `� ��� "� ' : taux de restitution défini sur�N.
– � : force de délaminage ou taux de restitution local défini sur le frontKA tel que\ "� ' !mc� �� � 6C.

– �� : Taux de restitution critique.

– i&� "� ' ! �� ! "�:; ' 
 �:; s i& "� ' 
 �:; ! �; : �.
– 6	d : opérateur de divergence.

– t5 ~ défini sur? : saut de la fonction5 au passage de la discontinuité? .

– � : petit paramètre positif sans dimension.

D’une manière générale, les quantités munies du symbôle� désignent des termes attachés au repère
local de�. Ainsi :

– �L : partie de� & associée àL par la relation� " �L ' ! L .

– �� : partie de� � associée à� par la relation� " �� ' ! �.

– �KA D �L représentation locale du frontK A .
– �, ! " ��: ' : champ de vecteur tel que�, "P ' ! ��:Q� "P ' ! �:%� ! , ")'.
– �* ! " �� :; ' : tenseur d’ordre 2 tel que�* "P ' ! �� :; Q� "P ' � Q� "P ' ! �:; %� � %� ! * ")'.
– �� " �, 
 �* ' : énergie mécanique exprimée dans le repère local telle que�� " �, 
 �* ' ! � ", 
 * '.
– �J "�KA ' : énergie de rupture exprimée dans le repère local telle que�J "�KA ' ! J "KA '.
– �� ! "� :; < = ', �> ! ">:; <=' : tenseurs de rigidité et de souplesse exprimés dans le repère local.
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Chapitre 1

Rappels préliminaires et notations

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions constamment utilisées dans la suite etpré-
cisons les hypothèses mécaniques adoptées dans ce travail.

1.1 Elasticité tridimensionnelle

1.1.1 Caractérisation des états d’équilibres

Soit S un solide occupant en l’absence de forces l’ouvert� borné connexe de l’espace euclidien� � . Soit �� sa frontière supposée suffisamment régulière et soit� son adhérence dans� � . Le
volume� occupé par le solide S est appeléla configuration de référence. L’espace euclidien� �
est muni d’une base orthogonale directe� ! "# $ %� 
 %& 
 %� ' d’origine# et de la norme euclidienne
faisant de� � un espace vectoriel normé. La structure est encastrée sur une partie de sa frontièreCE D �� de 6�-mesure non nulle et est soumise à une distribution surfacique de forceB surCA D �� de telle sorte queCE � CA ! �. Pour décrire l’état déformé du solide? occupant le volume�� , nous utilisons une description lagrangienne. Tout point� � ")� ' de�� de composantes)� !"(�� 
 (�& 
 (�� ' dans la base� est l’image d’un point� ")' de � par l’application� k � l � � ,
suffisamment régulière, injective, et préservant l’orientation, c’est-à-dire vérifiant :678 �� ")' ^ _ z) s �  (1.1)

Cette condition assure que le mouvement du solide ne conduit ni à un écrasement ni à une inversion
de la matière. A toute déformation� est associé un déplacement, , champ de vecteurs, k � l � �
défini par la relation : � ") ' ! ) . , ")' (1.2)

et notons0 k � l � �� le gradient de la déformation�, 0 ! �� ! �T . �, . Le tenseur des
déformations de Cauchy-Green à droite, noté� ! "��/ ��', apparaît en formant la quantité :]� ") . �) ' ` � ")' ]& ! �)/ ��/ ") '�� ")'�) . 4 "]�) ]& ' 
 ) 
 ) . �) s � 
 (1.3)

pour toute déformation� différentiable au point) s � et s’interprète alors comme un tenseur
de dilatation égale à l’identité�T si et seulement si la déformation correspondante représente un
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mouvement rigide du solide. Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Lagrange+
1 : + � �� "� ` �T ' ! �� "�, . �,/ . �,/ �,' (1.4)

mesurant l’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur+ symétrique
admet trois valeurs propres réelles associées à trois directions propres. Si la plus grande de ces trois
valeurs est suffisamment petite, alors on rentre dans le cadre despetites déformations. Associons
aux grandeurs cinématiques+ et � les grandeurs mécaniques traduisant la notion d’effort, et
menant au principe des travaux virtuels. Dans ce document, nous négligeons les effetsd’inertie
ainsi que les éventuels échanges de température, au cours de l’évolution. L’axiomede l’équilibre
statique, également connu sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy ([GERMAIN

(1972)], [GURTIN (1981)]) assure alors l’existence d’un tenseur de contrainte symétrique*� , ap-
pelé le tenseur de Cauchy, vérifiant à l’équilibre dans la position déformée�� le système d’équa-
tions aux dérivées partielles suivant :�� �¡6	d * � ! _

dans �� 
* � ! "* � '/ dans �� 
* � � � ! B � sur C�A 
 (1.5)

lorsque� � désigne la normale unitaire extérieure àC�A . En appliquant la formule de Stokes, le
système précédent est formellementéquivalent à l’équation variationnelle :¢n£ 1 2 "* � -g� '6�� ! ¢¤£� B � g � 6C� 
 (1.6)

pour tout champ de vecteurg� k �� l � � suffisamment régulier et satisfaisantg� ¥ ¦ surC�E . La
relation précédente, égalant à l’équilibre le travail des efforts intérieures au cours du déplacement
virtuel g� , au travail des efforts extérieurs, traduitle principe des travaux virtuelstandis que les
relations (1.5) sont appeléesles équations d’équilibre locales. Les relations précédentes, établies
sur la configuration déformée�� en terme de la variable d’Euler)� , ne sont pas utilisables pour
le calcul de la déformation� . Pour remédier à cela, il est d’usage de transporter ces relations sur
la configuration de référence� en terme de la variable de Lagrange) ; le système (1.5) devient :�� �¡6	d "* 0 / ' ! _

dans � 
* ! */ dans � 
* 0 / � ! B sur CA 
 (1.7)

lorsque� désigne la normale unitaire extérieure àCA tandis que (1.6) s’écrit :¢n 1 2 "* 0 / -g '6� ! ¢¤� B g 6C $ B ! B �6780 e¤ � 
 (1.8)

pour tout champ de vecteursg k � l � � satisfaisantg ! _
sur CE . Le tenseur* , symétrique,

défini selon*� ! �M§¨© 0 * 0 / est appelé le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.

1appelé également dans [CIARLET (1988)] le tenseur des déformations de Green-Saint Venant.
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La relationB ! B �6780 e¤ � montre que la distribution de force surfaciqueB dépenda priori de
la déformation� , inconnue du problème. Dans le but de simplifier la résolution mathématique de
(1.8), nous supposons, de façon restrictive, queB est uneforce morte, indépendante de�. Il résulte
de cette hypothèse que l’intégrale qui apparaît dans le second membre de (1.8) s’écrit comme la
dérivée de Gâteaux�ª "�' g de la fonctionnelle� telle que :� k �� k � l � � � l � "� ' ! ¢¤� �� ") 
 � ") '
 -� ")''6C  (1.9)

La force B est alors une force diteconservative. Dans la suite, nous supposerons également que
cette force est proportionnelle à un facteur de chargenoté� s � .

Les équations d’équilibre (1.7) dans la configuration de référence� constituent un problème aux
limites dont les inconnues sont les six composantes du tenseur symétrique des contraintes* et les
trois composantes du déplacement. Afin que le problème mathématique soit correctement posé,
il faut fournir à l’équation d’équilibre (1.7)� six relations supplémentaires. C’est l’objet des lois
de comportement prenant en compte la nature du matériau, reliant le tenseur des contraintes au
tenseur des déformations.

1.1.2 Lois de comportement hyperélastiques

Dans ce document, nous nous restreignons à la classe particulière des matériaux hyperélas-
tiques, lesquels après avoir été soumis à une sollicitation, reviennent à leur configuration de ré-
férence instantanément2. Précisément, un matériau est hyperélastique s’il existe une fonction�G k � « � �� l � dérivable par rapport à0 s � �� telle que :* ") 
 0 ' 0 / ! � �G�0 ") 
 0 ' z) s � 
 0 s � ��  (1.10)

La fonction �G est appelée ladensité d’énergiepar unité de volume de la configuration de référence.
Dans ce cas, le premier membre de (1.8) s’écrit également comme la dérivée deGâteaux

G ª "� ' g
de la fonctionnelle

G
telle que :G k �� k � l � � � l G "� ' ! ¢n �G ") 
 -� ")''6� (1.11)

et les solutions vérifiant les équations d’équilibre locales (1.7) minimisent alorsla fonctionnelle :� "� ' ! ¢n �G ") 
 -� '6� ` � "� ' (1.12)

sur l’ensemble des déformations admissibles. La fonctionnelle� s’interprète comme l’énergie po-
tentielle de la structure? , différence de l’énergie de déformation interne

G
et de l’énergie due

aux forces externes� . Dans le cas où les matériaux sont isotropes dans leur configuration de réfé-
rence et satisfont le principe de l’indifférence matérielle, le théorèmede représentation de Rivlin-
Ericksen [CIARLET (1988), p. 109] assure d’une part, que la densité d’énergie�G n’est fonction

2indépendamment de toute croissance éventuelle de défauts
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que des trois invariants du tenseur de dilatation� : 	¬ ! "1 2� 
 1 2w 45 � 
 678� ' et d’autre part,
que le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff prend la forme suivante :* ") 
 0 ' ! K ") 
 	¬ '�T . K � ") 
 	¬ '� . K& ") 
 	¬ '� &  (1.13)

Puis, à l’aide des relations suivantes :]]0 ]]& � 1 2 "0 ® 0 ' ! � . �1 2+ 
 (1.14)]]345 0 ]]& � 1 2w 45 "0 ® 0 ' ! �� ¯"1 20 ® 0 '& ` 1 2 "0 ® 0 '&°! � . ±1 2+ . � "1 2+ '& ` �1 2+ & 
 (1.15)6780 ® 0 ! �² "1 20 ® 0 '� ` �� 1 20 ® 0 1 2 "0 ® 0 '& . �� 1 2 "0 ® 0 '�! � . � ³1 2+ . "1 2+ '& ` 1 2+ &´ . µ678+ 
 (1.16)

en linéarisant les fonctionsK: autour de la configuration de référence	¶· ! "� 
 � 
 �' selonK: "	¬ ' !K "	¶· '. Ķ : "	¶· '1 2+ . 4 "+ ', et en tenant compte du fait que l’état initial est libre d’effort, le tenseur* prend la forme :* ") 
 0 ' ! ¹* ") 
 + ' ! � ") '1 2+ �T . �º ")'+ . 4 "+ ' 
 (1.17)� ")' et º ")' sont les constantes de Lamé au point) s �. Cette relation est valable lorsque les
termes d’ordre+ � 
 � ^ � en les déformations sont négligeables, dans une norme appropriée,
devant les tenseurs�T et + , autrement dit lorsque la configuration déformée reste proche de la
configuration de référence, cadre despetites déformations.

DENSITÉ D ’ ÉNERGIE DE SAINT VENANT-K IRCHHOFF

Une première catégorie de matériaux s’obtient simplement en négligeant les termes4 "+ ' dans
(1.17) : ¹* ") 
 � ' ! � ")'1 2+ �T . �º ")'+ , ou bien composante par composante :F�:; "+ ' ! 9:; < =�< = 
 (1.18)

et le tenseur� d’ordre 4 défini par9:; < = � ��:; �< = . º "�:< �; = . �:= �; < ' est le tenseur de rigidité. La
densité d’énergie associée prend la formeFG "+ ' ! »& "1 2+ '& . º1 2+ & ; en fonction du tenseur
de dilatation� , FG prend la forme :�G "� ' ! ` �� . �º± 82� . � . �ºµ 82� & . �± 82w 45 � . ²º . ¼�µ (1.19)

et ne fait pas intervenir le troisième invariant678� . La densité précédente, la plus simple rentrant
dans le cadre du théorème de Rivlin-Ericksen, s’appelle la densité deSaint Venant-Kirchhoff. Par
extension, nous conservons cette même appellation pour des matériaux non isotropes. Letenseur� vérifie alors les propriétés de symétrie9:; < = ! 9; :< = ! 9:; =< ainsi que la propriété :vw s � �½ tq 9:; < =8:; 8< = ¾ w 8:; 8:; z ¿ s � ��  (1.20)
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La loi de comportement associée (1.18) est une loi élastique non linéaire, reliant nonlinéairement
le tenseur des contraintes* au tenseur-, . Rappelons maintenant la caractérisation pour cette loi
des états d’équilibre, d’un usage constant par la suite. Les équations (1.7) deviennent :�������� �������¡

"�:; . �<; �: f< ' f; ! _
dans � 
�:; ! 9:; < =� <= ", ' dans � 
�:; ", ' ! �� "�: f; . �; f: . �< f:�< f; ' dans �x 
 (1.21)"�:; . �<; �: f< '�; ! 5: sur CA 
, ! _

sur CE 
Le principe des travaux virtuels reste identique,* étant donné par (1.21&). Enfin, l’énergie prend
la forme : � ", 
 * ' ! �& mn 1 2 "* ", '+ ", ''6� ` m¤� B ,6C  (1.22)

Afin que cette énergie soit finie, le champ de vecteurs, et le tenseur* sont cherchés dans les
espaces fonctionnels suivants :� "� ' ! �g s "G �fÀ "� ''� $ g ! _

surCE � $ Á "� ' ! "i&� "� ''Â  (1.23)

et B est supposé être dans l’espace"i& "CA ''� . Introduisons enfin la formulation variationnelle
mixte dite de Hellinger-Reissner 13 suivante, qui consiste à écrire tant l’équation d’équilibre que
la loi de comportement sous forme variationnelle :��� ��¡

¢n 1 2 "> k * � '6� ! ¢n 1 2 "� + ", ''6� z� s Á "� ' 
¢n 1 2 "* 0 / -g '6� ! ¢¤� B g 6C zg s � "� '  (1.24)

Malgré sa simplicité de mise en œuvre numérique, le modèle associé aux matériaux de Saint
Venant-Kirchhoff, parfois appelé modèle engrands déplacements petites déformationsprésente
deux inconvénients majeurs : en premier lieu, aucun résultat général, n’assureà ce jour, l’existence
d’au moins une solution", 
 * ' s � "� ' « Á "� ' à la formulation (1.24) ; mentionnons toutefois
le résultat d’existence et d’unicité de [CIARLET & D ESTUYNDER (1979)] sur le problème endé-
placement purdans le cas où les chargements restent petits. En second lieu, rien n’assuredans le
modèle que la condition de préservation de l’orientation est vérifiée. En toute rigueur, il convien-
drait de rajouter cette condition dans l’espace fonctionnel� "� ', ce qui compliquerait la résolution
numérique. Dans la pratique, on vérifiea posteriorique cette condition est satisfaite. Dans la par-
tie II, nous exhiberons un exemple où cette condition est violée. Cette lacune constitue un sérieux
inconvénient du point de vue physique. Dans le paragraphe suivant, nous présentons une densité
d’énergie qui comble ces deux lacunes.

REMARQUE (S) 1 Lorsque le tenseur symétrique des déformations+ est remplacé par le tenseur
symétrique% "g ' ! �& "-g . -g/ ', le modèle associé rentre dans le cadre des petits déplacements.
Dans le cas isotrope, la relation de comportement est appelée loi de Hooke. Cependant, ce modèle
n’est pas un modèle de l’élasticité tridimensionnelle car sa loi de comportement ne satisfait pas le
principe de l’indifférence matérielle. Ã

3par opposition à la formulation de Hellinger-Reissner 2 oùÄ ÅÆÇ È ÉÊ Ë ÅÌÍ ÅÆÇÇÎ Ï Ê È Ð sur ÑÒ Ó et Ô ÅÆÇ ÈÉÕ Ë ÅÌÍÖ ÅÆ ÇÇÎ Ï ×ØÙ ÅÕ ÚÛ Ü Ç Ë ÅÌÍ ÅÆÇÇÎ Ó.
17
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DENSITÉ DE CIARLET -GEYMONAT

Afin d’étendre la densité précédente à des déformations plus importantes, il est possible de
considérer la densité hyperélastique de Murnaghan4 :FG "+ ' ! �� "1 2+ '& . º1 2+ & . � � "1 2+ '� . �&1 2+ 1 2+ & . ��1 2+ � . 4 "]]+ ]]& '  (1.25)

d’un intérêtlimité, tant sur le plan pratique que théorique [CIARLET (1988) p. 135]. Par ailleurs,
l’ intuition mécaniqueconduit aux hypothèses suivantes sur toute densité d’énergie valable pour
des grandes déformations :� ¡ �G "0 ' l .q quand¯]]0 ]] . ]]345 0 ]] . 678 "0 '° l .q 
 $ 0 s � �� 
�G "0 ' l .q quand6780 l _� 
 0 s � ��  (1.26)

La première hypothèse est une condition de croissance de la densité d’énergie. Celle-ci est vé-
rifiée par les matériaux de Saint Venant-Kirchhoff. La seconde impose qu’une contrainte infinie
doit accompagner une déformation extrême. En particulier, réduire à zéro un volume quelconque
nécessite une énergie infinie. Les matériaux de Saint Venant-Kirchhoff ne vérifient pas cette condi-
tion ni aucune de leurs extensions à un ordre supérieur fini en déformation. Pour ces raisons, nous
utiliserons dans la partie II un élément particulier de la classe des matériaux d’Ogden [CIARLET

& GEYMONAT (1982)] de densité d’énergie :�G "0 ' ! X ]]0 ]]& . [ ]]345 0 ]]& . C "6780 ' . 7 
 (1.27)

avecX 
 [ 
 3 
 6 s � �½ 
 7 s � et C une fonction convexe, définie sur� �½ telle que@	} ÝÞß C "� ' !.q : C "� ' ! 3�& ` 6 @4\ "� ' � ^ _  (1.28)

Cette densité d’énergie fait intervenir les trois invariants du tenseur dedilatation� et est défi-
nie pour l’ensemble des déformations vérifiant6780 ^ _

, ce qui n’est pas restrictif d’un point
de vue mécanique, puisque cela correspond à la condition de préservation de l’orientation (1.1).
Enfin, les coefficientsX 
 [ 
 3 
 6 et 7 sont déterminés de façon à ce que la densité obtenue, appe-
lée densité de Ciarlet-Geymonat, coïncide pour les petites déformations avec la densité de Saint
Venant-Kirchhoff : FG�� "+ ' ! FGHI "+ ' . 4 "]]+ ]]'  (1.29)

De ce point de vue, la densité de Ciarlet-Geymonat est une extension de la densité de Saint Venant-
Kirchhoff, et vérifiant les conditions (1.26). Après calculs, il vient :FG�� "+ ' ! "�� . º'1 2+ . �� ³"1 2+ '& ` 1 2+ &´ . µ3 678+ ` � . �º± @4\ 678 "�T . �+ ' 


(1.30)

4le termeàáâ Í disparaît en raison de l’hypothèse d’hyperélasticité.
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avecCª "�' s ´` »& ` º 
 `º ³et Cªª "�' s ´ »& . º 
 � . º ³ indiquant l’intervalle de� ½� des valeurs

de la quantité3 ! �À "Cª "�' . Cªª "�''.
Finalement, la loi de comportement devient :* ! � FG "+ '�+ ! K �T . � t1 2+ �T ` + ~ . ±3 ³¯"1 2+ '& ` 1 2+ &°�T . � ¯+ & ` 1 2+ +°´

` K ³�T . � t1 2+ �T ` + ~ . � ³¯"1 2+ '& ` 1 2+ &°�T . � ¯+ & ` 1 2+ +°´´678 "�T . �+ ' (1.31)

en notantK � »& . º. L’énergie potentielle associée à cette densité est définie dans l’espace fonc-
tionnel suivant :� "� ' ! �g s "G �fÂ "� ''� $ 678 "�T . �g ' ^ _ 
 g ! _

surCE �  (1.32)

Une mise en œuvre numérique de ce modèle est présentée dans ([LE TALLEC & V IDRASCU

(1984)], [LIAO (1990)]), utilisant une technique de lagrangien augmenté. Enfin, signalons que
les travaux de J. Ball [BALL (1977)] assurent l’existence d’au moins un minimum de l’énergie
associée à la densité�G��5.

1.2 Dérivation sur un ouvert variable

1.2.1 Laã-méthode

Supposons maintenant que le solide? présente une discontinuité de matière représentée par
une fissure. Supposons que le front de cette fissure notéKA reste, au cours de son éventuelle pro-
gression, dans un plan, de normale portée par le vecteur%T. Supposons enfin que le front de fissure
n’est pas chargé :KA � CA ! �. Dans la partie I, les états d’équilibre de la structure seront ca-
ractérisés par les extrema, non pas de la fonctionnelle� définie en (1.22), mais par ceux d’une
fonctionnelle dépendant, en plus de la variable cinématique, de la variable positiondu front de
fissure. Ces extrema seront déterminés par une méthode de tangente, nécessitant la connaissance
des deux premières dérivées de cette fonctionnelle par rapport à la variable position du front de
fissure. L’objet de cette partie est de rappeler le calcul de ces quantités. La méthode employée est
la
�
-méthode [DESTUYNDER & D JAOUA (1981)] exposée en détail dans [DJAOUA (1983)]. Nous

raisonnons avec la densité d’énergie de Saint Venant-Kirchhoff.

Supposons la cinématique du front de fissureKA décrite par un champ de vecteurs plan� !"�� 
 �& 
 _' de classe"G �fu "� ''� défini dans un petit voisinage?N deKA tel que?N � CA ! �. Pour
tout petit paramètre sans dimensionä ^ _

, on associe au champ� la transformation :å æ k ) s � l )ç s �æ $ )ç ! ) . ä� ")'  (1.33)

Lorsque
å æ "� ' D � et ä suffisamment est petit, la transformation

å æ
est un difféomorphisme de� sur�æ , ce dernier représentant le volume occupé par le solide après une propagation virtuelle

5Signalons que la densité construite dans [CIARLET & GEYMONAT (1982)] ne concerne que le cas isotrope.
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du front KA . Les deux premières dérivées de l’énergie potentielle� dans la direction� sont alors
définies6, par : � � "� '�� � � � ��� "� ' ! @	} æÞ � æ ` �ä 
 (1.34)� & � "� '��& � � � � �&� "� 
 � ' ! @	} æÞ � æ ` � ` ä� ���ä &  (1.35)� æ représentant l’énergie potentielle du solide occupant le domaine�æ . Ces techniques de dériva-
tion par rapport à un domaine ont été introduites par [MURAT & SIMON (1974)] et sont notamment
employées en optimisation de forme ([BERNADOU (1994)], partie V). Pour obtenir les expressions
analytiques souhaitées, la procédure est la suivante :

– les intégrales sur�æ dans� æ et dans la formulation (1.24), sont ramenées à� ; on utilise
pour cela les relations :è)ç ! 678 "�T . ä-�'è) ! ¯� . ä6	d � . ä &678 "-� '°è) 
 (1.36)��)ç ! ��) "�T . ä-�'é� ! ��) "�T ` ä-� . ä&-� -�' . 4 "ä & ' 
 (1.37)

et on associe au couple solution", 
 * ' posé sur�æ le couple",ç 
 * ç ' défini sur� selon :,ç ")' ! ",4å æ ' ")' ! , ")ç ' $ * ç ")' ! "* 4å æ ' ")' ! * ")ç ' $ (1.38)

– les réécritures précédentes font apparaître explicitement le paramètre ä et ses puissancesä� 
 � ^ �. ä étant petit, on développe alors formellement le couple",ç 
 * ç ' selon :",ç 
 * ç ' ! ", 
 * ' . ä ", R 
 * R' . ä & ",S 
 * S' . 4 "ä & ' $ (1.39)

– les termes de même puissance enä sont identifiés.

La quantité� ��� est alors obtenue analytiquement, fonction de", 
 * ' et ", R 
 * R'. De même,� �&�
est fonction en plus du couple", S 
 * S '. En utilisant les formulations variationnelles vérifiées par
les couples",� 
 * � ' 
 	 ! �
 �, � ��� s’exprime seulement en fonction de", 
 * ' et � �&� en fonction
seulement de", 
 * ' et ", R 
 * R'. Après calculs, il vient [OUSSET& M ÜNCH (2001)] :

DÉRIVÉES LAGRANGIENNES ", R 
 * R'
Les dérivées", R 
 * R' nécessaires au calcul de la dérivée seconde vérifient la formulation sui-

vante pour toutg s � "� ' (1.23), et", 
 * ' un point d’équilibre :���������� ���������¡
* R ! � k 0 / "-, R ` -, -� ' dans � $ (1.40)¢n 1 2 ¯� k "0 / -, R' "0 / -g '°6� . ¢n 1 2 "* "-, R'/ -g '6� !¢n 1 2 ¯� k "0 / -, -� ' "0 / -g '°6� . ¢n 1 2 "* "-�'/ "-,'/ -g '6� .¢n 1 2 "* 0 / -g -� '6� ` ¢n 1 2 "* 0 / -g '6	d �6�  (1.41)

6[DJAOUA (1983)] montre que ces limites existent.
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Remarquons que la formulation est linéaire en", R 
 * R' : si le couple", 
 * ' existe et est unique,
et si l’opérateur (appelé opérateur de raideur tangente) qui apparaît dans le membrede gauche de
(1.41) est elliptique, alors il en est de même pour", R 
 * R'.
DÉRIVÉE PREMIÈRE DE L ’ ÉNERGIE POTENTIELLE

L’application de la
�
-méthode conduit à l’expression� ��� "� ' ! ` mn 1 2 "* 0 / -, -� '6� . �& mn 1 2 "* + ", ''6	d �6�  (1.42)

A l’image du cas linéaire [DJAOUA (1983)], celle-ci s’exprime comme une intégrale curviligne le
long du front de fissureKA . Profitons de la simplicité du cas pour l’écrire ; en raison de l’absence de
régularité de la solution en fond de fissure, on ne peut appliquer directement la formule de Stokes
sur les intégrales de� ��� ; on décompose alors� selon� !  ê ë �ê , où  ê désigne un ouvert
cylindrique de rayon9 entourantKA et�ê son complémentaire soit :� ��� "� ' ! ` ¢ìí 1 2 "* 0 / -, -� '6� . �� ¢ìí 1 2 "* + ", ''6	d �6�` ¢ní 1 2 "* 0 / -, -� '6� . �� ¢ní 1 2 "* + ", ''6	d �6� 
 (1.43)

puis nous appliquons la formule de Stokes sur les intégrales en�ê soit :� ��� "� ' ! ` ¢ìí 1 2 "* 0 / -, -� '6� . �� ¢ìí 1 2 "* + ", ''6	d �6�` ¢îní "* 0 / ':; �; f< �< �:6C . �� ¢îní �:; + ; : ", '�< �< 6C. ¢ní t"* 0 / ':; �; f< ~ f: �< 6� ` �� ¢ní t�:; �; : ", '~ f< �< 6�  (1.44)

Montrons que les termes posés sur�ê s’éliminent ; ils valent :t� :; . �:=�; f=~ f:�; f< . "�:; . �:=�; f= '�; f<: ` �� �:; f< �; : ", ' ` �� �:; �; : f< ", ' 
Le premier terme est nul en vertu de l’équation d’équilibre (1.21)�, puis utilisant une première fois
la symétrie du tenseur des contraintes et�:; ", ' ! �& "�: f; . �; f: . �x f:�x f; ' il reste :�� �:; �; f< : ` �� �:; f< �: f; . �:=�; f=�; f< : ` �± �x f:�x f; �:; ` �± t�� f:< �� f; . �� f:�� f; < ~� :; 
Enfin, en utilisant�:; ! �& � :;j ï t�j fï . �ï fj . �ð fj �ð fï ~, ainsi que les propriétés de symétrie du tenseur� , nous obtenons que la quantité ci-dessus est identiquement nulle de sorte que :� ��� "� ' ! ` ¢ìí 1 2 "* 0 / -, -� '6� . �� ¢ìí 1 2 "* + ", ''6	d �6�` ¢îní "* 0 / ':; �; f< �< �:6C . �� ¢îní �:; �; : ", '� � 6C  (1.45)
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Dans le cas où le champ� est choisi constant sur ê , la dérivée première ne fait intervenir les gran-
deurs mécaniques* et-, en dehors du fond de fissure, où ces quantités sont les plus singulières
et difficiles à évaluer. Dans le cas général, le rayon9 étant arbitraire, on le fait tendre vers zéro.
Puisque� est de classe"G �fu "� ''�, les termes posés sur ê sont dansi � "� ' et les intégrales
associées convergent vers zéro. Il reste alors :� ��� "� ' ! ñòóîníÞc� mîní ¯�& �:; �; : ", '�< ` "* 0 / '<; �; f:�:° �< 6�� 
 (1.46)

montrant que� ��� ne dépend que de la valeur de� le long deKA et non de son prolongement au
voisinage deKA . A ce propos

DÉFINITION 1 (Taux de restitution de l’énergie) Lorsque� � ! �, l’expression� ��� coïncide
avec l’intégrale de Rice et est égale, au signe près au taux de restitution de l’énergie \ , défini
comme la variation de l’énergie mécanique au cours d’une variation infinitésimale du frontKA .
Enfin, nous désignons par� , la force de délaminage, ou taux de restitution local, l’intégrand de\
tel que\ "� ' ! mc� �� � 6C dont une expression est obtenue grâce à l’expression (1.46). Ã
REMARQUE (S) 2 Numériquement, l’expression (1.42) posée sur� est plus stable que l’expres-
sion (1.46). Lorsqueô désigne la finesse d’un maillage composé d’éléments triangulaires de degré� et � ���õ l’approximation numérique de� ���, l’estimation théorique]� ��� ` � ���õ ] ! # "ô �é� ' 
 z � ^ _
a lieu si l’expression (1.42) est utilisée [DJAOUA (1983), p.96]. Ã
DÉRIVÉE SECONDE DE L ’ ÉNERGIE POTENTIELLE

Si ", 
 * ' est un point d’équilibre et si", R 
 * R' sont données par (1.40-1.41), alors la dérivée
seconde de l’énergie potentielle est donnée par :� �&� "� 
 � ' ! ` �� ¢n 1 2 "* 0 / -, R -� '6� ` �� ¢n 1 2 "* "-, R'/ "-, '/ -� '6�` �� ¢n 1 2 "* R 0 / -, -� '6� . �� ¢n 1 2 "� � + ", ''6	d �6�. ¢n 1 2 "* 0 / -, -� -� '6� . �� ¢n 1 2 "* "-� '/ "-, '/ -, -� '6�` �� ¢n 1 2 "* 0 / -, -� '6	d �6� . �� ¢n 1 2 "* + ", ''678 "-� '6�  (1.47)

De la même façon que pour la dérivée première, en utilisant (1.21),(1.24), l’équation (1.40) et la
formulation (1.41), la dérivée seconde s’exprime comme une intégrale curviligne le longdeKA .
REMARQUE (S) 3 – Le développement (1.39) est formel. La convergence lorsqueä tend vers

zéro, du champ,ç dans une norme appropriée, vers le champ, , reste un problème ouvert.
Ceci est lié à l’absence de résultat d’existence du problème d’équilibre (1.21). Dansle cadre
des petits déplacements, la conclusion est différente.

– Dans le cas où le front de fissure est chargé, le support du champ� intersecteCA . Il faut
alors développer enä la forceB . Ce point est détaillé dans [DJAOUA (1983),p. 50].

– L’hypothèse de régularité faite sur le champ� interdit à la fissure de bifurquer. Il n’est
donc pas possible d’étendre au cas du taux de restitution l’idée développée dans [LEBLOND
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(1989)] avec les facteurs d’intensité (et étendu au cas tridimensionnel dans [LEBLOND

(1999)]) : déduire un critère de branchement, en étudiant la différence (non nulle) entrele
taux de restitution juste avant et juste après le branchement. Ceci est conforme au caractère
global de cette quantité.

– Une version de cette méthode basée sur une formulation symétrique de Galerkin d’intégrale
frontière a été proposée dans [BONNET (1999)]. Ã

1.2.2 Prise en compte de la condition de non interpénétration

En raisonnant toujours avec la densité de Saint Venant-Kirchhoff, nous discutons à titre de
conclusion de ce chapitre, la nécessaire prise en compte de la condition de non interpénétration
des lèvres de la fissure. Dans le cas de glissement infinitésimal, l’espacedes champs cinématiques� "� ' (1.23) devient le convexe fermé :b "�' ! � "� ' � �g tq \ "g ' | _� 
 (1.48)

où \ désigne la fonction différentiable des déplacements normaux relatifs\ ", ' ! ` t��~ ! �ö� ` �H�
et l’équation d’équilibre se transforme en l’inéquation variationnelle :¢n 1 2 "* 0 / "-g ` -,''6� ¾ ¢¤� B "g ` , '6C zg s b "�'  (1.49)

A l’image du cas des petits déplacements [DESTUYNDER (1983)], l’expression des dérivées la-
grangiennes reste identique pourvu que, soit dansb "�'. De façon un peu plus effective, notonsp ( ^! }X( "_ 
 ( ' 
 ( s � et introduisons l’application :i÷ ", 
 * 
 ø ' ! � ", 
 * ' . ��2 ¢ùú ³p ø . 2\ ",' ^Y `øY´6L � ^ � 
 2 ^ _ 
 (1.50)

oùL � représente la zone potentiellement en contact (a priori toute la zone fissurée) etø une fonction
positive définie surL � suffisamment régulière qui s’interprète comme la compression relative des
deux lèvres de la fissure. Lorsqueø ! _

,i÷ ", 
 * 
 _' ! � ", 
 * ' . 2Yé�� ¢ùú p \ ",' ^Y 6L (1.51)

et la quantité rajoutée s’interprète comme une fonction de pénalité,2 arbitrairement grand. A l’op-
posé, lorsque2 tend vers zéro,ø étant positive,@	} ÷Þi÷ ", 
 * 
 ø ' ! � ", 
 * ' . ¢ùú ø Yé�\ ", '6L (1.52)

s’interprète comme un lagrangien. La fonctionnellei÷ introduite dans [SIMO & L AURSEN (1992)]
a pour but de combler à la fois les défauts des méthodes de pénalité et des méthodes de dualité. Le
point selle dei÷ vérifie les relations :����� ����¡

mn 1 2 "> k * � '6� ! mn 1 2 "� + ", ''6� z� s Á "� ' 
mn 1 2 ¯* 0 / 
îûîü °6� . mùú p ø . 2\ ", ' ^Yé� -\ ",' g 6L ! mc� 5 g 6C zg s � "� ' 
mùú ³p ø . 2\ ",' ^Yé� `øYé�´r 6L ! _ zr s � � 

(1.53)

23



DÉRIVATION SUR UN OUVERT VARIABLE CHAPITRE 1

Les auteurs dans [SIMO & L AURSEN (1992)] résolvent ce problème de façon découplée.ø fixé, ils
déterminent, , puisø selon : ø�� � !p ø� . 2\ ",ý ' ^ (1.54)

Plus 2 est grand, meilleur est le résultat. Cependant, il apparaît qu’une faible valeur de 2 suffit
pour obtenir un bon résultat. Enfin, plus� est proche de 2, meilleure est la convergence. Dans la
pratique, la valeur interdite� ! � ne pose pas de problème pourvu que le vecteur initial",þ 
 ø  ' ne
vérifie pasp ø . 2\ ",þ ' ^! _

. Comme toute méthode de pénalisation, la méthode du lagrangien
augmenté précédente admet une légère interpénétration. Il reste alors à évaluer l’influence de celle-
ci sur la valeur des dérivées lagrangiennes. Pour simplifier, nous faisons le calcul avec� ! � 7 dans
le cas pénalité pure (i÷ "g 
 _'). La dérivée première prend la forme :�i÷ ", 
 _'�� ! ` ¢n 1 2 "* 0 / -, -�'6� . �� ¢n 1 2 "* + ",''6	d �6�` 2& ¢ùú ³p \ ", '�� 6	d � . \ ",'&\ ", R' ^ ` p \ ", '& ^ \ ", R'´6L 

en supposant, au cours de l’avancée virtuelle de fissure, que\ ",ç ' ! \ ", ' . ä\ ", R' . 4 "ä ', ä
étant arbitrairement petit, conserve le signe de\ ", ', et donc que\ ", R' possède le même signe que\ ", ' ; il vient alors :�i÷ ", 
 _'�� ! ` ¢n 1 2 "* 0 / -, -� '6�. �� ¢n 1 2 "* + ", ''6	d �6� ` 2& ¢ùú p \ ", '�� 6	d � ^ 6L 
Le terme rajouté à� ��� est donc en2 &\ ", '�, et tend vers zéro avec2 é�. Dans le cas� s t� 
 � t ou
dans le cas du lagrangien augmenté, la convergence étant meilleure, la conclusion est à plus forte
raison la même. Quantitativement, il en est de même pour� �&�, mais la nature du spectre de son
opérateur associé peut être modifiée. L’algorithme associé à la méthode du lagrangien augmenté
est testé dans [OUSSET(1999c)]. Citons également [AYADI (1990)].

7Sinon, nous utilisons la relationÅÿ � � � � � Í�Ç� È ÿ� � �àÿ���� � � Í �à �ÿ��� � �Í à Åà � 	Ç�Íÿ��Í
 � � Å� Î Ç.
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Chapitre 2

Problématique

Les éléments structuraux en matériaux composites sont de plus en plus utilisésdans les struc-
tures aéronautiques, assurant à performances mécaniques équivalentes avec desmatériaux plus
traditionnels comme les matériaux métalliques, des gains de coûts et de masseimportants. Parmi
la famille des matériaux composites [BERTHELOT (1999)] figurent les matériaux stratifiés consti-
tués d’une séquence d’empilement de couches (ou plis) imprégnés de résine (ou matrice), chaque
pli étant orienté par les fibres le constituant. Ces éléments stratifiés sontutilisés dans la conception
d’ailes d’avions, de pales d’hélicoptères, de coques de bateaux, etc. Cependant, l’hétérogénéité et
l’anisotropie, qui leur assurent d’excellentes propriétés sont aussi les causes, par les effets de bords
ou la présence de singularité, d’une grande sensibilité de ce type de matériaux aux défauts initiaux,
présents à une échelle microscopique ou dus à un impact (chute d’un outil pendant l’assemblage).
Au-delà des modes de rupture très complexes à l’échelle microscopique (rupture des fibres, rup-
ture interface fibre-matrice), deux modes de rupture à l’échelle de la structure (macroscopique)
se distinguent : en premier lieu, ledélaminagequi désigne le processus de séparation de deux
couches selon un plan donné, et en second lieu, lafissuration transverse, désignant la rupture des
couches (matrice et fibres) dans le sens transverse ([BERTHELOT (1999)], chapitre 12). Ces défauts
sont dits macroscopiques lorsque la taille des défauts excède plusieurs fois celledes constituants.
L’éventuelle apparition puis la croissance de ces défauts, sous les sollicitations auxquelles est sou-
mise la structure, peuvent entraîner la ruine de celle-ci. En présence de délaminage, il apparaît
essentiel, afin d’améliorer la performance des structures comportant ce typede matériaux, de ré-
pondre aux questions suivantes : pour une sollicitation donnée, le délaminage progresse-t-il ? Si
oui, la progression est-elle stable ? Et enfin, comment cette progression affecte-t-elle la résistance
résiduelle de la structure ? Malgré une littérature considérable sur la modélisation du délaminage,
force est de constater que quelques éléments de réponses restent à apporter, à commencer par la
propagation proprement dite, et ce dans un cadre général. A cet effet, cette première partie décrit
une modélisation théorique et une simulation numérique du délaminage, en insistant autant sur les
aspects géométriques que matériaux. D’un point de vue conceptuel, le délaminage est vu comme
une surface de discontinuité de matière, de sorte que sa description géométrique ne posepas de
difficulté. Cette surface de discontinuité est appeléeaire délaminéeou fissureet sa frontièrefront
de fissure.

Deux types d’approches sont couramment employés pour l’étude du délaminage ; en premier
lieu, l’approche mécanique de l’endommagement liée à la notion d’interface endommageable.
Le processus de délaminage a lieu lorsque la variable de dommage atteint une valeurmaximale
([TVERGAARD (1990)], [LADEVEZE (1992)], [POINT & SACCO (1996)], [ALFANO & CRIS-
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FIELD (2001)]) ; en second lieu, l’approche mécanique de la rupture, cadre dans lequel se place
cette étude. Dans cette approche, le paramètre qui caractérise le processus de délaminage est le
taux de restitution de l’énergie, encore le plus souvent calculé par laVirtual crack closure tech-
nique(VCCT) de [RYBICKI & K ANNINEN (1977)], version discrète de la

�
-méthode, rappelée au

chapitre précédent.

2.1 Quelques travaux tridimensionnels

Si nous excluons les travaux bidimensionnels (cas d’une pointe de fissure), l’une des premières
modélisations du délaminage semble due à T. Nevers [NEVERS (1986)] ; la structure fissurée, sup-
posée être une plaque, est modélisée par trois plaques saines raccordées en fond de fissure. L’auteur
donne alors, dans le cadre de l’élasticité linéaire et suivant le modèle de plaqueretenu, l’expression
explicite du taux de restitution via la

�
-méthode, détermine la limite de ce taux lorsque l’épaisseur

des plaques tend vers zéro, puis calcule la force de délaminage le long du front sur quelques
exemples de front ouvert. Cette méthode du calcul du taux de restitution a ensuiteété reprise par
[PRADEILLES-DUVAL (1992)] dans un cadre eulérien, étendue par ([STÖRAKERS & A NDERS-
SON (1988)], [COCHELIN & POTIER-FERRY (1991)]) dans le cas de la densité de Saint-Venant
Kirchhoff pour l’étude de l’interaction flambage-délaminage, par ([DAVIDSON (1988)], [OUSSET

& ROUDOLFF (1997)]) dans le cas de plaques multi-délaminées, avec une formulation mixte. Ces
derniers auteurs comparent les résultats, sur une plaque DCB, et pour différents drapages, issus du
modèle de Love-Kirchhoff et du modèle de Mindlin. La singularité du champ des contraintes mise
en évidence par le modèle de Mindlin indique qu’il est préférable d’utiliser une formulation de
Love-Kirchhoff, y compris dans le cas de plaques moyennement épaisses. Par ailleurs, les résultats
numériques donnent l’influence de la séquence d’empilement sur l’évolution de la force de déla-
minage, plus faible le long des bords libres. Par un même procédé, [OUSSET (1993)] détermine
l’expression de la limite de la dérivée seconde de l’énergie par rapport au front de fissure, lorsque
l’épaisseur de la plaque tend vers zéro : cette expression permet d’étudier la stabilité de la position
du front de fissure à l’équilibre, mais aucun résultat numérique n’est présenté.

Fort de la connaissance du taux de restitution, il devient théoriquement possible de construire
un modèle de propagation : la force de délaminage notée� , appelée taux de restitution local, est
comparée à une valeur critique��. Les points du front où� ^ �� sont déplacés selon la normale
au front. La loi incrémentale est soit empirique et le processus est arrêtélorsque� | �� en tous les
points du front ([DAVIDSON (1990)], [NILSSON (1993)], [FRIEDMAN & L IU (1996)]), soit dérivée
de principes thermodynamiques [PRADEILLES-DUVAL (1992)]. Cependant, il existe des situations
où ce type de modèle doit être abandonné. Par exemple, lorsque le front de fissure intersecte les
bords d’une plaque, les points d’intersection doivent évoluer le long de ces bords, qui ne sont pas
en général, normaux au front. Par ailleurs, ces points peuvent également exhiber des singularités
de contrainte entraînant une singularité sur la quantité� [OUSSET& ROUDOLFF (1997)], et dans
ce cas, il n’est pas possible de relier le déplacement de ces points à la valeurde� . Enfin, si le
front de fissure est considéré comme une ligne matérielle de discontinuité, les points du front ne
peuvent évoluer indépendamment les uns des autres, ce qu’implique pourtant la loi évoquée plus
haut. A ces critères locaux type Griffith [GRIFFITH (1920)] s’opposent peu à peu des reformula-
tions faibles, basées de façon simple et naturelle sur un principe énergétique : les états d’équilibre
cherchés (variable cinématique et état de fissuration), réalisent, aprèséventuelle évolution du front,
un minimum d’une énergie, somme de l’énergie potentielle de la structure et d’une énergie de dis-
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sipation ou de rupture (selon le point de vue adopté). Un des premiers à avoir adopté ce pointde
vue semble être A. Ehrlacher dans sa thèse d’état [EHRLACHER (1985)], puis celui-ci a été utilisé,
avec résultats numériques et propagations de fronts à l’appui, par [FEDELICH (1990)] dans le cas
du laplacien. Des idées similaires ont ensuite été exploitées par [TZAFEROPOULOS, M.A. & PA-
NAGIOTOPOULOS, P.D. (1993)], [FRANCFORT & M ARIGO (1993)], [POINT & SACCO (1996)],
puis enrichies et formalisées dans le cas de l’élasticité linéaire dans [FRANCFORT & M ARIGO

(1998)] avec développements numériques bidimensionnels dans [BOURDIN et al. (2000)]. Dans
le cas tridimensionnel, ce principe a été utilisé dans [OUSSET (1999)] pour obtenir un modèle
de propagation du délaminage dans les plaques multi-couches. Par ailleurs, lorsque l’énergie de
rupture est d’expression simple, par exemple selon les idées initiales de Griffith, proportionnelle
à l’aire fissurée (à la constante�� près), la position du front cherchéeKA s C est caractérisée par
l’inéquation variationnelle :p � "�' ` �� 
 K A ` K ^�f�¾ _ zK s C
lorsqueC désigne l’ensemble des positions admissibles du front,� l’abscisse curviligne le long
du front et"
 ' un crochet de dualité. L’inégalité provient de la condition d’irreversibilité dufront,
soit en d’autres termes, que la fissure ne peut se refermer. Ce type d’équation apparaît comme
une formulation faible du critère de Griffith local et assure un mouvement de chaque point non
indépendant de son voisinage. Cette inéquation a été résolue, en utilisant une techniquede pénalité,
dans [BACH (2001)] sur l’exemplepenny-shape cracksoumis à un chargement de mode I.

Naturellement, il existe en parallèle à ces développements des versionsfacteur intensité de
contrainte. Citons par exemple [KOLTON & NAZAROV (1992)] qui déterminent dans le cas du
laplacien, une inéquation reliant la variation de la forme du front de fissure, due àune augmen-
tation d’un chargement mode I, à l’accroissement du facteur d’intensité de contrainte. Le cas de
l’élasticité linéaire est traité dans [LI & K EER (1992)]. Les auteurs utilisent une équation inté-
grale de frontière reliant les facteurs d’intensité de contrainte au déplacement d’ouverture dans
un voisinage du front de fissure. Les quantités dans l’intégrale étant vues comme fonction de la
longueur de la fissure, une dérivation de l’équation par rapport à un incrément de déplacement
normal permet alors de relier la variation des facteurs d’intensité à l’évolution du front. Les au-
teurs présentent quelques applications numériques pour des chargements en mode I puis en mode
de cisaillement. La question de stabilité n’est cependant pas évoquée. Enfin, des expressions ex-
plicites des facteurs d’intensité, valables pour des formes de front arbitraires, sont données dans
[L EBLOND (1999)] étendant ainsi les travaux de [RICE (1985)]. Signalons également les travaux
de [LAZARUS (1999)] déterminant numériquement le trajet de propagation d’une fissure plane
de forme quelconque, chargée en mode I à l’infini. La théorie tridimensionnelle des fonctions de
poids de Rice est utilisée et permet à nouveau le calcul des accroissements dufacteur d’inten-
sité des contraintes dus à des avancées infinitésimales du front. Seul le maillage du front initial
est nécessaire, ce qui permet l’étude de la propagation sur une grande échelle. Leschargements
considérés sont des chargements de fatigues.

Enfin, à plus forte raison, l’étude de la stabilité du front vis-à-vis du chargement mais aussi
vis-à-vis de sa forme (source supplémentaire d’instabilité dans le cas tridimensionnelle) semble
avoir été très peu abordée. Signalons les travaux de [BONNET (1999)], avec résultats numériques,
dans le cas de domaine infini ainsi que [LEBLOND (1999)] et ses références. Le premier objectif
de cette partie est de simuler numériquement la propagation de front tridimensionnel. Le calcul de
la nouvelle position d’équilibre nécessitera la dérivée seconde de l’énergie par rapport à la position
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du front. L’étude du spectre de cet opérateur permettra alors de distinguer l’instabilité du front
vis-à-vis du chargement de l’instabilité du front par rapport à sa forme. Le secondobjectif est
l’extension d’une partie des travaux précédents à des surfaces de délaminages non planes et l’étude
de l’influence des paramètres géométriques de ces surfaces sur l’évolution du front.

2.2 Quelques travaux sur les fissures non planes

Peu de travaux abordent aujourd’hui encore l’étude de fissure évoluant sur un support non
plan. Si la mécanique de la rupture a été abondamment enrichie par des aspects matériaux (loi
de comportement, dynamique, ...) , il en va tout autrement des aspects géométriques. Ainsi, la
majorité des résultats regroupés dans [BUI (1978)] concerne des fissures rectilignes. L’invariance
de l’intégrale de Rice : � ! ¢¤ " �� � YZ 7YZ 6� ` �YZ �Y�Z f�6�' (2.1)

(la fissure est portée par l’axe)) par rapport àC est obtenue en supposant de façon essentielle
que la fissure est rectiligne. Il en est de même des expressions du paragraphe 1.2 obtenues avec
un champ de vecteur� plan. Ce constat est curieux, compte tenu du nombre important de pièces
stratifiées cylindriques ou autres coques, certes généralement peu profondes (coquede bateau,
ailes d’avion) mais non planes, présentes dans les structures industrielles [RANKIN et al. (1993)].
Ainsi, lorsque la fissure évolue le long d’une interface bi-matérielle courbe [EVANS & H UTCHIN-
SON (1989)], une analyse spécifique est nécessaire. Enfin, des fissures courbes sont généralement
observées dans les matériaux homogènes en présence de mode mixte. Ce fait est probablement
dû en partie à la réelle complexité supplémentaire générée par les fissures courbes, à l’image de
la richesse et de la diversité des modèles de coques par rapports aux modèles de plaques. Cette
complexité explique que pendant une longue période, seuls des cas très particuliers de fissure, cir-
culaire ([PERLMAN & SIH (1967)], [TOYA (1974)]), elliptique [KARIHALOO & K EER (1981)]
ou légèrement courbée [COTTERELL & R ICE (1980)] furent envisagés. L’un des premiers qui ait
abordé cette thématique dans un cadre un peu plus général semble être D. Bergez dans sa thèse
d’état [BERGEZ (1974)] (voir également [RUPTURE (1982)], p.35). Son travail porte sur la ca-
ractérisation des divers champs en fond de fissure présente au sein de la surface moyenne d’une
coque mince d’épaisseurô. Bergez montre qu’il est nécessaire de rejeter le modèle de Kirchhoff
où le mode III est perdu. En effet, l’hypothèse de conservation des normales impliquequ’il n’y a
pas de déformation de cisaillement dans l’épaisseur. Le mode III étant par essence lié aux efforts
tranchants, le terme de l’énergie de déformation correspondant est nul1. En utilisant le modèle
de Naghdi et en passant en coordonnées polaires"2 
 � ' le problème de l’équilibre local réécrit en
coordonnées curvilignes"OY 
 O� ' attachées à la fissure, Bergez montre que, dans le voisinage de la

1En utilisant des éléments où cette hypothèse est formulée, Bergez met en évidencedes cas de plaques fléchies où le
facteur d’intensité numériquement calculé par la formule d’Irwin est environ 1.75 fois supérieur à la valeur théorique.
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singularité, le champ des déplacements est connu à cinq constantes arbitraires près :� � ! � . ��� " 2�� ' �� ¯"b � . �O�ô b ½� ' t"�� ` �'34� �� ` 34� ��� ~ . "b � . �O�ô b ½� ' t"�� . �'�	� �� . �	� ��� ~°�& ! � . ��� " 2�� ' �� ¯"b � . �O�ô b ½� ' t"�� . �'�	� �� ` �	� ��� ~ . "b � . �O�ô b ½� ' t"� ` �� '34� �� ` 34� ��� ~°�� ! �² "� . � '�� " 2�� ' ��b ½½� �	� ��
Si dans le cas des plaques, il est possible de dissocier les efforts des forces demembranes de ceux
de la flexion, dans une coque cinq paramètres interviennent simultanément. Deux de ces facteurs
(b� et b �) sont dus aux efforts de membranes, deux (b ½� et b ½� ) aux moments de flexion et le
cinquième (b ½½� ) aux efforts tranchants. L’auteur aborde alors le calcul de ces cinq paramètres.
Rappelons que dans le cas des plaques, l’usage de la relation

� ! �� "b &ö . b &ö ö ' et de l’intégrale
également indépendante du contour :� ! ¢¤ "` �� � YZ 7YZ 6( ` � YZ �Y�Z f&6�' . ¢� ` �� � YZ 7YZ 6� (2.2)

(i désigne les parties des lèvres de la fissure joignant la pointe àC) égale à̀ &� böbö ö permet le
calcul précis debö et deböö . Lorsque, dans le plan, la fissure n’est pas rectiligne, les intégrales�

et
�

ne sont pas indépendantes deC. Dans un tel cas, ces intégrales doivent être remplacées par
les expressions :� � ! ¢¤ ¯�� � YZ 7YZ�\ 6(& ` �YZ �Y�Z e�6�° (2.3)�� ! ¢¤ ¯` �� � YZ 7YZ�\ 6( � ` � YZ �Y�Z e& 6�° ` ¢� ` �� � YZ 7YZ�\ 6( � (2.4)

lorsque�\ désigne le déterminant de la métrique"\YZ ' de la coque et en supposant que dans le
repère curviligne, la fissure est portée par l’axe(&. Ces intégrales sont indépendantes deC. Par
ailleurs, ces intégrales sont également reliées aux taux de variations de l’énergie de déformation
et : � � ! ô� ¯b &� . b &� . �� ""b ½� '& . "b ½� '& ' . µ "� . � '�� "b ½½� '&°

(2.5)�� ! ` �ô� ¯b �b � . �� b ½� b ½�° (2.6)

ce qui fournit deux équations pour cinq inconnues. L’auteur montre alors que si, et seulement si,

l’énergie de déformation par unité d’aire de la surface moyenneÁ ! ` m ��é �� �& � :; 7:; �\ 6(� peut être

mise sous la forme de trois formes bilinéaires, autrement dit s’il n’y a pas determe de couplage
entre les diverses déformations généralisées, alors il est possible de séparer chacune des intégrales� � et

�� en trois intégrales indépendantes du contour, relatives aux efforts de membranes, aux
moments de flexions et aux efforts tranchants ([BERGEZ (1974)], p.71). Dans le cas des coques
peu profondes, les termes de couplage n’apparaissent pas dansÁ et le raisonnement est correct.
Lorsque les rayons de courbure sont de même ordre de grandeur que les dimensions de la coque,
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le couplage existe. Il convient alors de prendre des contours proches de la singularité où les effets
de la courbure sont faibles devant les effets de la singularité. Malheureusement, cela génère des
imprécisions numériques non satisfaisantes.

Naturellement, ce type de travaux, qui met en évidence la complexité supplémentaire induite
par la courbure, a été enrichi par plusieurs auteurs. Pour le calcul des facteursd’intensité, la mé-
thode des équations intégrales (utilisée par [LI & K EER (1992)]) a été reprise dans le cas de fissure
quelconque plongée dans un solide infini. La difficulté est d’évaluer les intégrales hyper-singulières
le long du front de fissure. [SLÁDEK & SLÁDEK (1983)] étend à la dimension trois (cas d’un front
circulaire le long d’une sphère soumise à un chargement surfacique) les travaux de[COTTERELL &
RICE (1980)] en donnant l’évolution des facteursbö etböö en fonction de la courbure. Le facteurbö (resp.böö ) croît (resp. décroît) lorsque la courbure augmente. [NODA & ODA (1993)] montrent
la difficulté d’évaluer les équations intégrale hypersingulières dans le cas de fissure quelconque,
difficulté que lève [CHEN (1993)] en réécrivant le problème de l’élasticité dans un repère local. Au
niveau du taux de restitution, citons [FERNLUND et al. (1994)] qui se placent en repère curviligne"# 
 O � 
 O& 
 O� ' pour exprimer la variation de l’énergie potentielle en fonction de la variationd’un
front rectiligne du plan"# 
 O � 
 O� ' porté par l’axeO� : ! ��\ �� ¢¤ ¯G � � ` 1 : ��:�( � ° ` ��\ ��\�� ¢� �� O� "� :� � �:� O: '6� (2.7)\YZ désigne les composantes du tenseur de changement de métrique dont la définition est rappelée
au chapitre 4. Il apparaît dans cette expression une aire de surface� parallèle au plan"# 
 O� 
 O& '.
Cette expression généralise celle du cas plan donnée par [AMESTOY et al. (1981)] et l’intégrale
de Rice

�
du cas bidimensionnel où� :� ! _

. Cependant, dans la mesure où le front de fissure est
supposé rester rectiligne, cette étude est davantage une étude bidimensionnelle. Un développement
similaire conduit les auteurs dans [BEOM et al. (1994)] à proposer l’intégrale :� ! ¢¤�¤ßú �¤�ú 7�; < "G �; ` 8x �x f; '� f< . ¢� 7�; < � =x �x f; � f< = (2.8)

lorsque7�; < désigne le symbôle de permutation, et� une fonction deux fois différentiable dans un
voisinage du fond de fissure� (voir figure 2.1). En utilisant la relation7�; <�; � f< ! _

sur les lèvres
de la fissure, la contribution des intégrales curvilignes surC�� et Cé� disparaît, puis :� ! @	} �Þ m¤  7�; < "G �; ` 8x �x f; '� f< 6� (2.9)

lorsqueC� désigne le cercle centré en� et de rayon� arbitraire. Les auteurs montrent alors,
que cette expression, indépendante deC et de� , qui coïncide avec l’intégrale de Rice lorsque� "( � 
 (& ' ! (& ! _

, dérive de l’énergie potentielle associée à la structure. Signalons que l’expres-
sion précédente, où

� f< apparaît comme le vecteur tangent à la fissure au point0 , est valable pour� continûment différentiable. Dans le cas tridimensionnel, la situation est un peu plus complexe.
[ERIKSSON (2000)] étudie les cas où l’intégrale d’aire est identiquement nulle. Il montre qu’une
condition nécessaire est que l’extension de la fissure ait lieu dans son plan, normalement au front
et constante le long du front. En revanche, l’intégrale n’est pas nulle si la longueurd’une partie
quelconque du front varie au cours de l’extension. Par exemple, lorsque la fissure estplane de front
de fissure rectiligne, cette intégrale d’aire est nulle. L’auteur montre cependant que si la courbure
(qui apparaît dans le terme

� f< =) en fond de fissure est suffisamment faible de facon à compenser la
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FIG. 2.1: Chemin d’intégration pour une fissure d’équation� "( � 
 (& ' ! _

du plan.

singularité des autres termes, alors l’intégrale d’aire converge vers zéro, exprimant ainsi la quantité
comme une intégrale curviligne le long du front de fissure.

En parallèle à ces travaux de généralisation de l’intégrale de Rice, figurent quelques études du
comportement de structures fissurées, pour la plupart cylindriques. La structure bidimensionnelle
la plus souvent étudiée est une couronne ou demi-couronne (ou arche) à l’image de la figure 2.2.
Ecartant les développements concernant les fissures longitudinales dans les cylindres ([TROSHIN5

5

6768 9:;
<=

9: >?@ABBCDE?FGHIFJ
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>RISIQBFBJT>UCQQFM@J
V

5
FIG. 2.2: Arche cylindrique fissurée

(1983)], [RANKIN et al. (1993)]), citons [CHANG & K UTLU (1989)] puis [LARSSON & L ECKIE

(1992)] qui fournissent une expression semi-analytique du taux de restitution de l’énergie, issue
du modèle de Donnel dans le cas respectivement d’un chargement de compression radiale et d’un
chargement de traction (déplacement imposé� sur la figure 2.2). Les résultats, dans le second cas
mettent en évidence, contrairement au cas plan, une évolution non monotone croissantedu taux de
restitution en fonction de la longueur de fissure. La décroissance du taux à partir d’une certaine
valeur est un effet de la courbure qui stabilise la propagation et la réduit. Lesrésultats confirment
également que la présence de la fissure au sein de la surface moyenne (correspondantà 8 � ! 8&) est
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la situation la plus dangereuse, à la fois en terme d’amorçage et de stabilité. [SIMITSES (1996)],
à l’aide d’un calcul semi-analytique, détermine la charge critique de flambage dela couronne.
Affinant les travaux précurseurs de [KACHANOV (1976)], il obtient que cette charge est très peu
affectée par la présence d’une fissure de faible longueur. Enfin, [BOTTEGA (1994)] détermine le
taux de restitution de l’énergie en fonction de la longueur de la fissure�9�, lorsque la couronne
est soumise à une force d’ouverture au point correspondant à� ! _

(figure 2.2) entre les lèvres
de la fissure (la signification mécanique de cette force n’est pas précisée).Les résultats semblent
indiquer une évolution non monotone du taux en fonction de�. La propagation est tout d’abord
instable pour de faible valeur de�, puis se stabilise (effet de la géométrie) puis dans certains cas,
selon le rapport des rigidités des constituants supérieur et inférieur, redevientinstable et catastro-
phique. Parmi les situations tridimensionnelles, citons les deux études récentes suivantes : d’une
part, [STÖRAKERS & L ARSSON (2000)] qui considèrent un cylindre soumis à un chargement de
compression axial, et présente une fissure circulaire (en projection), située proche de la surface
externe du cylindre ; les auteurs utilisent le modèle de Donnel-Mushtari-Vlasovet reprennent la
méthode de [STÖRAKERS & A NDERSSON(1988)] développée pour les plaques, pour obtenir un
taux de restitution le long du front. Le maximum de ce taux est atteint au point où lacourbure
normale au front est la plus importante : la propagation du front est alors circonférentielle (le front
ne déplace pas selon l’axe du cylindre - propagation axiale - mais selon sa circonférence). Dans
tous les cas, la propagation est instable. D’autre part, évoquons l’étude de [HUTCHINSON (2001)]
sur le cloquage de films très minces sur des supports cylindriques (par exemple une étiquette sur
une bouteille) soumis à un chargement de compression dans leur plan. La propagation du front
résultant du cloquage dépend de la courbure, qui selon son signe peut, soit réduire, soit augmen-
ter le processus. L’auteur utilise à nouveau le modèle de coque faiblement courbé non linéaire de
Donnell-Mushtari-Vlasov pour évaluer un taux de restitution. L’auteur montre que la propagation
circonférentielle est augmentée lorsque la courbure est positive (l’étiquette se situe à l’extérieur de
la bouteille) et réduite lorsque la courbure est négative (l’étiquette se situe à l’intérieur de la bou-
teille). En revanche, l’auteur montre que le signe de la courbure influe très peu sur la propagation
axiale.
Pour conclure ce rapide panorama, citons les travaux expérimentaux ([DAVIES & RANNOU (1995)],
[OZDIL & CARLSSON (2000a)], [OZDIL & CARLSSON (2000b)], [DAVIES et al. (2000)]) cher-
chant à évaluer l’influence de la présence de défauts dans des tubes cylindriques formésde diffé-
rents stratifiés.

Le reste de cette première partie se divise en quatre chapitres. Dans le chapitre 3, nous nous
plaçons dans la situation d’un domaine bidimensionnel fissuré de faible épaisseur. Le calcul du
taux de restitution est obtenu, en réécrivant au préalable le problème de l’élasticité dans un repère
local. Nous montrons ensuite que la limite en l’épaisseur de ce taux converge vers un taux associé à
un modèle simplifié. Quelques solutions analytiques sur l’arche cylindrique concluent lechapitre.
Le chapitre 4 traite la situation tridimensionnelle : les dérivées lagrangiennes sont données dans
le cas des coques minces puis épaisses. Forts de ces expressions, nous présentons et étudions dans
le chapitre 5 un modèle de propagation de front de fissure selon une surface régulière. Le dernier
chapitre présente quelques applications numériques.
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Chapitre 3

Modèles de poutres délaminées

Dans le cadre des petits déplacements, nous considérons un domaine bi-dimensionnel occupé
par deux matériaux séparés par une interface curviligne. Nous supposons qu’une fissure se propage
le long de cette interface. L’expression du taux de restitution de l’énergie est alors obtenue, à l’aide
la
�
-méthode rappelée au chapitre 1, puis réécrite en pointe de fissure uniquement. Nous étudions

ensuite la limite, en l’épaisseur du domaine, de ce taux vers celui associéà une énergie potentielle
simplifiée. Enfin, quelques solutions analytiques présentent l’influence de la courbure sur ce taux.

3.1 Problème à résoudre

3.1.1 Problème de l’élasticité en repère global

Soit L ! L � ë L & un domaine, courbe du plan"# 
 %� 
 %& ' et d’épaisseur constante notée��ô 1

2. Le domaine est constitué de deux matériaux séparés par une interfaceK , confondue sans perte
de généralité, avec la ligne moyenne deL et supposée régulière. Le domaine, supposé en état de
déformations planes3 est encastré sur une partie de6L -mesure non nulle de sa frontièreCE D �L
et chargé en flexion dans son plan, surCA D �L disjoint deCE (voir figure 3.1). Notons enfinKA
la partie rompue de l’interfaceK et 0 la pointe de fissure. L’hypothèse des déformations planes
s’écrit 7; � ! _ 
 � ! �
 � soit?�; < =�< = ! _ 
 � ! �
 �. Il en résulte que les contraintes�; � s’expriment
à l’aide des contraintes�YZ selon :�?; �ð ��ð � . ?; ������ ! `?; �YZ �YZ $ � ! �
 � 
 (3.1)

et que la relation de comportement7:; ! ?:; < =�< = devient7YZ ! W?YZð N �ð N , W?YZð N fonction de?:; < =.
Par symétrie du tenseur>, le système linéaire (3.1) est symétrique et le tenseurW> également. En
vertu des résultats rappelés aux chapitre 1, le tenseur des contraintes* ! "�YZ 'Y fZX �f& et le champ

1en prenantY égale à	 pour simplifier les notations.
2Malgré les développements asymptotiques en le paramètreZ du paragraphe 3.3, nous omettons volontairement,

afin de simplifier les notations, les exposants et indicesZ ; [ \ est ainsi noté[ ...
3Rappelons la contradiction sérieuse dans les équations en contraintes planes.Nous savons que la “solution” en

contrainte plane conduit à la singularité de]�� � ] ÍÍ ^ _ ` a ��bÍ . Or l’expression] ÎÎ È Ð se traduit par la déforma-
tion : cÎÎ È � de Å]�� � ] ÍÍ Ç singulière commea ��bÍ . D’autre part,c�Î È cÍÎ È Ð et les conditions de compatibilité
de la composantecÎÎ Åf� g f Í Ç sontcÎÎ h�� È cÎÎ hÍÍ È cÎÎ h�Í È Ð entraînantcÎÎ È ÿ � �f � � �f Í en contradiction avec
la singularitéa ��bÍ .
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FIG. 3.1: Exemple de conditions aux limites : bande courbe fissurée, chargée dans son plan.

des déplacements, ! "�Y 'YX �f& vérifient les équations d’équilibre locales suivantes :��������� ��������¡
6	d * ! _

dansL 
* ! W� Y k % ", ' dansLY 
, ! _
surCE 
t, ~ ! t* � ~ ! _
surK ` KA 
* � ! B surCA 
* � ! _
sur �{ |CA 


(3.2)

où � désigne la normale unitaire àK et à �L et tr ~ ! r îù �}c ` r îù �}c le saut de la fonctionr
quelconque à travers l’interfaceK 4. La formulation variationnelle du problème (3.2) s’écrit :~mù 1 2 "> k * � '6L ! mù 1 2 "� -, '6L z� s Á "L ' 
mù 1 2 "* -g '6L ! mc� B g 6C � @A "g ' zg s � "L ' 
 (3.3)

avec� "L ' ! �, s "a � "L ''& $ , ! ¦ surCE � et Á "L ' ! "i&� "L ''�.
REMARQUE (S) 4 Malgré le manque de régularité de la frontière�L , l’inégalité de Korn appli-
quée à chacun des domainesL � et L & et les conditions de saut (3.2)À assurent l’existence d’un
unique couple", 
 * ' s � "L ' « Á "L '  Ã
Enfin, l’énergie potentielle définie sur� "L ' « Á "L ' et associée au solide occupant dans la confi-
guration de référence le domaineL est :� ", 
 * ' ! �� ¢ù 1 2 "* -, '6L ` @A ", '  (3.4)

Pour mener à bien l’étude de la propagation, nous allons associer à l’interfaceK une représentation
paramétrique ; cela permettra alors de dériver l’énergie le long de cette interface. La description de
cette représentation fait l’objet du paragraphe suivant.

4Les conditions de saut (3.2)á représentent des conditionsd’interface parfaite. Nous rencontrerons dans la partie
II, des interfaces différentes, ditesinterfaces faibles.
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3.1.2 Problème de l’élasticité en repère local

REPRÉSENTATION DE L ’ INTERFACE

Supposons que l’interfaceK est décrite par la carte régulière5 :� k~O ö� 
 O H� tl K $ ) ! � "O�' (3.5)

associant à chaque coordonnéeO� s~O ö� 
 O H� t le point W de K (voir figure 3.1 ). La quantitéO �
représente la coordonnée (abscisse) curviligne deK . Les vecteurs tangentet normalunitaire définis
par : � ! ��� O� $ � ! �]]� ]] "`�& 
 � �'/ (3.6)

sont linéairement indépendants et forment une base de� & (base enW ) ; tout vecteur se décompose
selon : , "O�' ! � � "O �'� . �& "O �'�  (3.7)

La base"%R 
 %S ' ! "� 
 � ' est appelée la base contravariante et"� � 
 �& ' les composantes contra-
variantes de, . Cette base n’étant pas orthonormée, on introduit la base covariante (cobase enW )"%R 
 %S ' ! "]]� ]]é&� ® 
 � ® ' ; nous rappelons qu’elle est telle que%y %� ! �YZ et nous exprimons
un covecteur dans la base covariante à l’aide de ses composantes covariantes. Si5 est une fonction
définie surK , sa dérivée est un covecteur et vaut :� 5�W ! � 5� O� � O ��W ! ]]� ]]é& � 5� O� � ®  (3.8)

Dans le prochain paragraphe, nous utiliserons la règle d’intégration suivante, pour toute fonction5 6K -mesurable : ¢c 5 "W '6K ! ¢ � ��� �� 5 "� "O�'' ]]� ]]6O �  (3.9)

Enfin, la courburedeK enW notéew vaut :w ! ]]� ]]é&� ®  � �� O�  (3.10)

REPRÉSENTATION DU VOISINAGE DE L ’ INTERFACE

Un point � de coordonnées globales"( � 
 ( & ' s L est repéré par ses coordonnées locales"O� 
 O& ' s tO ö� 
 O H� ~ « t`� 
 �~ � �L selon la relation :� ! W . O&� "O�' (3.11)

oùW est la projection du point� surK . Explicitement, nous avons :~( � ! � � "O�' ` ��ee� ee�& "O �' � � � "O� 
 O& ' 
( & ! �& "O�' . ��ee� ee� � "O�' � � & "O � 
 O& '  (3.12)

5La régularité de� est précisée à la remarque 6.
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La base en un point� est :"%R 
 %S ' ! ¯��� O� 
 ��� O& ° ! ¯"� ` w O& '� 
 � ° (3.13)

de cobase en� , supposant� ` w O& �! _ zO& s t`� 
 �~,"%R 
 %S ' ! ¯ � ®"� ` w O& ' ]]� ]]& 
 � ® °  (3.14)

Le tenseur métriqueU de la carte� est défini par\YZ ! "%y 
 %� ' ! %®y %� :\ ! ¯ "� ` w O& '& ]]� ]]& __ � ° 
Nous obtenons6 :6L � 6( � � 6(& ! � ]\ ]6O � � 6O& ! "� ` w O& ' ]]� ]]6O � � 6O& � "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L 

( ]\ ] désigne le déterminant (positif) du tenseur métriqueU ) de sorte que pour toute fonction56L -mesurable, nous avons :¢ù 5 "� '6L ! ¢ �ù 5 "� "O� 
 O& '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L 
Enfin, la dérivée de5 (un covecteur) est :� 5�� ! � 5� O� %R . � 5� O& %S 
Les quantités"O� 
 O& ' (resp."( � 
 ( & ') sont les coordonnées curvilignes (resp. cartésiennes) de� .
Dans la base contravariante de� , tout champ de vecteur, ")' ! �Y%Y s’écrit :, ")' ! �� � "O� 
 O& '%R . ��& "O� 
 O& '%S ! �� � "O � 
 O& ' "� ` w O& '� . ��& "O � 
 O& '�
tandis que dans la base covariante :, ")' ! �� � "O � 
 O& '%R . ��& "O � 
 O& '%S � �, "P ' 
Le couple" �� � 
 ��& ' sont les composantescontravariantes de, tandis que le couple" �� � 
 ��& ' sont
les composantescovariantesde,. Dans le repère local (voir figure 3.2),�CE et �CA � désignent la
représentation deCE et CA � tels que :�CE ! �O ö� � « t`� 
 �~ $ �CA � ! tO :� 
 O H� ~ « � � �� "O :� ^ O� " �� '' 

6� désigne ici le produit vectoriel entre deux 1-forme différentielle.
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FIG. 3.2: Représentation virtuelle�L de la structureL (voir figure 3.1).

REMARQUE (S) 5 – La correspondance� l "W 
 O& ' est biunivoque si enW nous avons :� ]w ] p �  (3.15)

ce que nous supposerons désormais. C’est le cadre des poutres dites minces.

– La représentation locale permet de ramener l’ouvert courbeL à un ouvert rectiligne�L (3.2).
En contrepartie, l’information géométrique définissantL est reportée sur les inconnues du
problème (les champs de déplacement, et de contrainte* ) via la courbure et le vecteur tan-
gent. Ce faisant, on peut voir l’étude d’une structure courbe comme l’étude d’une structure
rectiligne où les inconnues sont modifiées, prenant en compte les paramètres géométriques.
Une difficulté d’ordre calculatoire vient du fait que ces paramètres dépendent des coordon-
nées"O� 
 O& '. Ã

RÉÉCRITURE DE 1 2 "* -,'
Dans la suite, nous désignons par l’exposant¢, l’opération de dérivation par rapport à la

variable O�. Nous faisons le choix d’exprimer le champ de covecteur, dans la cobase"%R 
 %S ' enW selon, ! �� �%R . ��&%S. Les rappels précédents permettent alors d’écrire :�,�� ! �� ` w O& ¯� �� �� O� ` %R � £ �� � ` ]]� ]]&w ��&°%R � %R. �� ` w O& ¯� ��&� O� . w �� �°%R � %S . � �� �� O& %S � %R . � ��&� O& %S � %S  (3.16)

Considérant le tenseur des contraintes* ")' ! �YZ %y � %� comme un tenseur deux fois contrava-
riant, nous écrivons :* ")' ! �� �� "P '%R � %R . �� �& "P ' "%R � %S . %S � %R' . �� && "P '%S � %S � �* "P '  (3.17)
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La symétrie du tenseur des contraintes dans la base cartésienne entraîne�� �& ! �� &� et il vient :1 2 "* -, ' ! �� ��� ` w O& ¯� �� �� O� ` %R � £ �� � ` ]]� ]]&w ��&° . �� �& ¯� �� �� O& . �� ` w O& ¯� ��&� O� . w �� �°°. �� && � ��&� O& � �� ��K �� " �, ' . � �� �&K �& " �,' . �� &&K&& " �, ' $ (3.18)K �� 
 K �& et K&& sont respectivement les déformations tangentielle, de cisaillement et normale.

RÉÉCRITURE DE LA LOI DE COMPORTEMENT

Utilisons ici les indices( et � pour désigner les quantités exprimées dans la base cartésienne
et notonst� ~ (resp.t ~) la matrice d’ordre 2 telle quet� ~ ! t%R 
 %S ~ (resp.t ~ ! t¤%R¥® 
 ¤%S ¥® ~).
Les contraintes exprimées dans la base enW et celles exprimées dans la base cartésienne sont
reliées par la relation :

¯ ��� ������ ��� ° �ü f¦ � ! t� ~  ¯ �� �� �� �&�� �& �� && ° �§¨ f§© � t� ~/
ce qui se réarrange sous la forme :ª« ��������� ¬ �ü f¦ � !

ª« � &� ���� � � &�� ��& � ��& . �&� � � ��&� && ��&�& � && ¬  ª« � ��� �&� && ¬ �§¨ f§© � 
De la même façon, nous écrivons :

¯ 7�� 7��7�� 7�� ° �ü f¦ � ! t ~  ¯ K �� K �&K �& K && ° �§¨ f§© � t ~/
puis ª« 7��7��7�� ¬ �ü f¦ � !

ª« � &� ���� � � &�� ��& � ��& . �&� � ���&� && ��&�& � && ¬  ª« ]]� ]]ÀK ��]]� ]]&K �&K&& ¬ �§¨ f§© � 
Ces relations permettent alors d’obtenir la loi de comportement dans le repère local. Par exemple,
dans le cas isotrope et déformations planes, la matriceW>:; vaut dans le repère global :W> ! � . �� ª« � ` � _ `�_ � _`� _ � ` � ¬ �ü f¦ �
et ª« K ���K �&K&& ¬ ! � . �� ª« "� ` � ' ]]� ]]À _ `� ]]� ]]&_ � ]]� ]]& _`� ]]� ]]& _ � ` � ¬  ª« �� ���� �&�� && ¬  (3.19)

Nous notons�> le tenseur de souplesse ainsi défini.
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RÉÉCRITURE DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE

Finalement, en notant�* ! " �� YZ 'Y fZX �f&, �, ! " ��Y 'YX �f& exprimés dans le repère local, la
formulation (3.3) devient7 :~m �ù 1 2 "�> k �* � '6 �L ! m �ù 1 2 "� ® " �, ''6 �L z� s Á " �L ' 
m �ù 1 2 " �* ® "g '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L ! m � ��� �� B ¯ g "� ° w �' ]]� ]]6O� � �@A "g ' zg s � " �L ' 

(3.20)

De plus, dans�L , les équations d’équilibre locales s’écrivent :��� ��¡
îî � � ¯ �± ���é� �� ° . �� �� §¨ ²� £�é� �� . ��é� �� îî �� ¯"� ` w O& ' �� �&° ! _ 
� ee� ee��é� �� �� �� . îî � � ¯ �± ���é� �� ° . î �± ��î �� ! _  (3.21)

La première relation ne dépend pas de la contrainte normale�� &&. En l’intégrant par rapport àO&,
elle permet d’obtenir�� �& en fonction de�� ��. La deuxième relation donne alors�� &&. Enfin l’énergie
mécanique est :� ", 
 * ' ! �� ¢ �ù 1 2 " �* ® " �, '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L ` �@A " �, ' � �� " �, 
 �* '  (3.22)

PRINCIPE DE LA DÉRIVATION SELON K
Les développements précédents nous permettent de dériver cette énergie le long deK . En effet,

par application de la
�
-méthode dans un voisinage de la pointe de fissure�0 associée à0 , nous

calculons la dérivée de l’énergie�� dans la direction� 8 :� ��� �L � ! @	} æÞ �� ³© ´ ` �� ³©ä (3.23)

avec �0 ç ! å æ " �0 ' ! "�S . ä� ' " �0 '. Par bijectivité de la carte� , il existe un unique point0 ç
de KA tel que� " �0 ç ' ! 0 ç . Si � est inversible, le point0 ç est également l’image de la pointe
de fissure0 par l’application� 4 å æ 4 �µR. Il en résulte selon�� ³© ! �© et �� ³© ´ ! �© ´ que la
quantité (3.23) représente la variation de l’énergie mécanique� au cours d’une évolution virtuelle
infinitésimale de la pointe de fissure0 le long deK . Cette variation est, par définition, le taux de
restitution associé àL . Ce point essentielest illustré sur la figure 3.3. Ce procédé, qui consiste à se
placer dans un repère local, complexifie l’expression initiale de l’énergie mais requiert en revanche
une transformation

å æ
simple. Il est théoriquement possible de raisonner sur l’énergie initiale en

écrivant : 0 ç ! � " �0 . ä� " �0 '' !� " �0 ' . ä �� " �0 '� �0 � " �0 ' . 4 "ä '!0 . ä ¯��é� "0 '� 0 °é� "�4�é�' "0 ' . 4 "ä ' (3.24)

7Dans la relation de comportement, nous utilisons la relation¶ a Åà· Ú¸ Ç È à¶ a Å· Ú¸ Ç, à étant ici le jacobien¹¹º ¹¹Å	 � » ¼Í Ç.
8 ½¾ ¿À désigne l’énergie de la structure à l’équilibre lorsque la pointede fissure est enÁÛ .
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et en supposant que� soit un difféomorphisme entre�L etL . D’un point de vue pratique, ce procédé
nécessite la connaissance explicite de l’application�é�, ce qui n’est pas systématiquement le cas.Â

Â ÃÄÅÃÆÇ
ÄÅ

ÈÉ

ÆÇ Æ

ÃÆ ÈÊ
ËÊ ËÉÌ ÌÍÉÎÏÐÑÒÓÑÔÕÒÍÔÕÇ

ÎÏÐÖÑÒÓÖÑÖÔ×ÕÒÍÖÔ×ÕÇ
Ø

ÙÊÚÛÜ

ÌÝÞÙÊÚÛÜßÝÌÍÉ

Â
FIG. 3.3: Propagations réelle et virtuelle de la pointe de fissure0 le long deK A .

3.2 Dérivée lagrangienne de l’énergie

Appliquons la
�
-méthode rappelée dans le chapitre I avec� ! "� 
 _' et

� s G �fu "tO ö� 
 O H� ~'. La
transformation

å æ k �L l �L æ est : ~O æ� ! O� . ä � "O � 
 O& 'O æ& ! O&
ce qui implique les relations suivantes :�g� O æ� ! �g� O� ¯� . ä � �� O� ° é� $ � g� O æ& ! `ä �g� O� ¯� . ä � �� O� ° é� � �� O& . �g� O&  (3.25)

Contrairement au cas plan, il faut rajouter la dérivation de la métrique locale induite par la carte�. Par exemple, nous associons à la courburew "O æ� ' posée sur�L æ , la quantitéw æ "O �' posée sur le
domaine réel telle que :w æ "O�' ! w "O�' . ä-w "O�' � . 4 "ä ' ! w "O�' . äw ª "O�'� . 4 "ä '  (3.26)

Le problème variationnel posé sur�L æ redevient sur�L 9 :~m �ù 1 2 "�>æ k * ç � '6 �L ! m �ù 1 2 "� ® ç ",ç ''6 �L z� s Á " �L ' 
m �ù 1 2 "* ç ® ç "g '' "� ` w æ O& ' ]]� ]]"� . ä î Nî � � '6 �L ! �@A "g ' zg s � " �L ' 
 (3.27)

en mettant à nouveau le jacobien"� . ä î Nî � � ' de la transformation
å æ

dans le tenseur� .

9dans cette section et la suivante, nous omettons le symbole½ des champsà et Õ .

42



DÉRIVÉE LAGRANGIENNE DE L’ ÉNERGIE CHAPITRE 3

A titre d’exemple, détaillons les développements pour la relation de comportement. Le terme
de gauche devient :¢ �ù 1 2 "�>æ k * ç � '6 �L ! ¢ �ù 1 2 "�> k * � '6 �L . ä ¢ �ù ¯1 2 "�> k * R � ' . 1 2 "- �>� k * � '°6 �L . 4 "ä '

(3.28)

où- �>� est compris composante par composante:1 2 "- �>� k * � ' ! � �?:; < =� O ��< =�:; ! �? ª:; < =��< =�:;  (3.29)

Posons�é� ! � ` w O&. Alors, selon les relations :��� ��¡ �æ ! � . ä� ª � . 4 "ä ' 
"%R � £ 'æ ! %R � £ . ä "%R � £ 'ª � . 4 "ä ' 
îá´î � âã ! îáî �ã . ä ³îá ¨î �ã ` îá ¨î � � î Nî �ã ´ . 4 "ä ' 

le terme de droite de la relation de comportement prend la forme :1 2 "� ® ç ",ç '' !1 2 "� ® ", '' . ä1 2 "� ® ", R''. ä� �� "� ª � ` � � �� O� ' �, R� O� ` ä� �� ¯t"%R � £ '� ~ª �� � . "w ]]� ]]&� 'ª ��&°. ä� �& ¯` �� �� O� � �� O& . ��&� O� "� ª � ` ��ª ' . �� � "�w 'ª°` ä� && ��&� O� � �� O& . 4 "ä '  (3.30)

En réitérant ce processus pour l’équation d’équilibre, puis identifiant les termes de même puissance
en ä , nous obtenons que les dérivées lagrangiennes", R 
 * R' vérifient la loi de comportement
suivante :¢ �ù ¯1 2 "�> k * R � ' . 1 2 "- �>� k * � '°6 �L ! ¢ �ù 1 2 "� ® ", R''6 �L. ¢ �ù � �� ³¯� ª � ` � � �� O� ° �� �� O� ` t"%R � £ '�~ª �� � ` "w ]]� ]]&� 'ª ��&´6 �L z� s Á " �L '. ¢ �ù � �& ¯` �� �� O� � �� O& . ��&� O� "� ª � ` ��ª ' . �� � "�w 'ª° 6 �L ` ¢ �ù � && ��&� O� � �� O& 6 �L (3.31)

et l’équation d’équilibre suivante :¢ �ù 1 2 "* R ® "g '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L !` ¢ �ù � �� ¯]]� ]]ª � � d �� O� ` t]]� ]]"% R � £ '� ~ª d � ` t]]� ]]�w �~ª d&° 6 �L` ¢ �ù � �& ¯�d �� O& t"� ` w O& ' ]]� ]]� ~ª ` � �� O& � d �� O � ]]� ]]"� ` w O& ' . ]]� ]]ª � � d&� O � . tw ]]� ]]� ~ª d �° 6 �L` ¢ �ù � && ¯t"� ` w O& ' ]]� ]]� ~ª � d&� O& ` � �� O& � d&� O � "� ` w O& ' ]]� ]]°6 �L zg s � " �L '  (3.32)
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En utilisant la symétrie du tenseur�> pour écrire1 2 "�> k * R * ' ! 1 2 "�> k * * R', le taux de
restitution de l’énergiè

î �öî �ù � � �\ "� ', vaut10 :� �\ "� ' ! ¢ �ù 1 2 "-> � k * * ' ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù � �� ¯�ª � �� �� O� ` t"%R � £ '�~ª �� � ` "w ]]� ]]&� 'ª ��&° ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù � �& ¯��&� O� � ª � . �� � "�w 'ª° ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù � �� ¯]]� ]]ª � � � �� O � °6 �L ` ¢ �ù � �& ¯]]� ]]ª � � �&� O� °6 �L. ¢ �ù � �� � �� O� �� �� O � ]]� ]]6 �L . ¢ �ù � �& ��&� O � � ª ]]� ]]6 �L. ¢ �ù � �� ¯t]]� ]]"% R � £ '�~ª � � . t]]� ]]�w �~ª �&°6 �L` ¢ �ù � �& ¯�� �� O& t� é� ]]� ]]� ~ª ` � � �� O& �� �� O� ]]� ]]� é� . tw ]]� ]]� ~ª � �°6 �L. ¢ �ù � && ¯` t� é� ]]� ]]� ~ª � �&� O& . � � �� O& � �&� O� � é� ]]� ]]°6 �L  (3.33)

Cette expression comporte deux types de termes : les termes habituels en

î Nî �ã présents dans le cas
rectiligne et des termes en

�
dus à la dérivation de la métrique locale. Nous remarquons que les

termes en
�

s’annulent pour les cartes conduisant à une métrique constante, soitw "O�' ! 3�87 et]]� "O�' ]] ! 3�87 (l’interface est une droite ou un cercle). Dans le cas contraire, le taux nes’exprime
pas hors d’un voisinage de la pointe de la fissure. Le taux de restitution s’exprime néanmoins en
pointe de fissure�0 uniquement. Nous procédons de façon habituelle : soit�w le cercle de centre�0
et de rayon9 et soitV la normale unitaire dirigée vers le centre (voir figure 3.2).�w partitionne�L
en �L ö intérieur à �w et �L� extérieur. Nous intégrons alors par partie les intégrales en

î Nî �ã posés sur�L� . Il apparaît des termes en
�

posés sur�L� et des termes en� V posée sur�w . Puis, en utilisant les
équations d’équilibre (3.21) et les relations de comportement (3.19), les termes en

�
s’éliminent.

Enfin, faisant tendre9 vers zéro, les termes posés sur�L ö tendent vers zéro et il reste :

THÉORÈME 1 (Expression du taux de restitution le long de�w ) La fonction�\ est indépendante
du vecteur� en dehors de la pointe de fissure où elle prend la forme :� �\ "� ' !� " �0 ' ]]� ]]" �0 '@	} êÞä¢ �� ¯ ³� �%R � £ . �& ]]� ]]&w ´� �� ` � �w � �&°� �6 �w. ¢ �� � ¯�� �� O� � �& . ��&� O� � &&° "� ` w O& '�&6 �w . (3.34). ¢ �� ¯� �& ³� �&� O� ` �� �� O& "� ` w O& '´ ` � && ��&� O& "� ` w O& ' . �� �� O� � ��°� �6 �w å  Ã

10Dans le cas linéaire, nous évitons le développement de l’énergie en utilisantla relation ½¾ Åà Ç È � �Í ½æç Åà Ç.
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Enfin, nous prenons soin de vérifier que cette expression coïncide avec celle du cas rectiligne
(� ® ! "�
 _' 
 w ! _

) :�\ "� ' ! � ¤0 ¥@	} êÞ ä` ¢� 1 2 "* �,� P '� �6w . � ¢� � YZ ��Z� O� �Y 6w å  (3.35)

REMARQUE (S) 6 (Régularité de la carte�) La présence de la quantitéw dans l’expression (3.34)
impose à la carte� une régularitéw � " �K ', tandis que l’expression (3.33) requiert une régularitéw À " �K '. Ã
3.3 Analyse asymptotique et convergence des énergies

Le but de ce paragraphe est de montrer que l’opérateur “passage à la limite en�” commute
avec l’opérateur de dérivation par rapport à un domaine. A cette fin, nous remplaçons le modèle
de l’élasticité bidimensionnelle en déformations planes par des modèles simplifiés auxquels nous
associerons un taux de restitution. Ces modèles peuvent être obtenus rigoureusement en utilisant
une méthode asymptotique : concernant les poutres, nous renvoyons à [RIGOLOT (1972)], tandis
que pour les coques, nous renvoyons à [DESTUYNDER (1980), chapitre 7] pour des travaux pré-
curseurs dans un cadre variationnel puis à [SANCHEZ-HUBERT & SANCHEZ-PALENCIA (1997)]
et à [CIARLET (2000)]. Cette méthode permet sans hypothèse cinématique ou statiquea priori
de déterminer des modèles simplifiés, approchant d’autant "mieux" le modèle initial que l’épais-
seur�ô est petite. Un passage à la limite en� est délicat dans la mesure où une fonction définie
sur un ouvert de dimension deux n’a pas nécessairement de sens sur un ouvert de dimension un.
L’analyse se fait alors en deux temps : on se ramène à un ouvert fixe, indépendant de� : cela fait ap-
paraître explicitement la dépendance de la formulation en�, puis on développe, de façon formelle,
les inconnues en une série de puissances de�. L’identification des termes de même puissance de�
conduit enfin aux différents modèles limites cherchés.

3.3.1 Rappels sur la méthode asymptotique

Nous réécrivons la formulation variationnelle (3.20), définie sur�L � !~O ö� 
 O H� t«~ ` � 
 � t, sur
l’ouvert �L !~O ö� 
 O H� t«~ ` �
 � t par la transformation :� � k P ! "O� 
 O& ' s �L `l � � "P ' ! P è ! "O� 
 �O& ' s �L � (3.36)

et nous associons à chaque fonctionr "P è ' la fonctionr � "P ' telle quer � "P ' ! r 4� � "P '. Nous
utilisons les changements d’inconnues suivants :�� �¡� ��� ! � ��4� � $ � �&� ! �é�� �& 4� � $ � &&� ! �é&� && 4� � 
� �� ! � �4� � $ � �& ! ��& 4� � 
5 �é� ! �é�5 �é 4� � $ 5 &é� ! �é& 5 &é 4� � 
 (3.37)

qui permettent dans le cas rectiligne11 d’assurer la conservation de l’énergie mécanique, au facteur� près : � ", ") è ' 
 * ") è '' ! �� ", è ")' 
 * è ") ''  (3.38)

11et dans ce cas seulement. Dans le cas courbe, aucun choix n’assure la conservation telle que ½¾ Åà Åê ë Ç gÕ Åê ë ÇÇ ÈZ ½¾ Åàë Åê Ç gÕ ë Åê ÇÇ
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Rappelons que seul le triplet", 
 * 
 B ' a un sens physique. Le triplet", è 
 * è 
 Bè ' n’est qu’un
intermédiaire de calcul. Enfin, les coefficients d’élasticité sont constants dans l’épaisseur et nous
posons : �? �YZ ð N "P ' ! �?YZ ð N 4� � "P ' 
Le couple", è 
 * è ' vérifie alors la formulation variationnelle suivante :~� � "* è 
 � ' . �&� �& "* è 
 � ' . �À� �À "* è 
 � ' ! �é� �é� ", è 
 � ' .  � ", è 
 � ' . � �� ", è 
 � ' z� s Á " �L '
�é� �é� "g 
 * è ' .  � "g 
 * è ' . � �� "g 
 * è ' ! �@�A  "g ' zg s � " �L ' 

notant :������������������������� ������������������������¡

� � "* 
 � ' ! ¢ �ù �? ����� ��� �� "� ` w ��O& ' ]]� ]]6 �L 
 (3.39)� �& "* 
 � ' ! ¢ �ù ³ �? ��&& "� ��� && . � &&� ��' . �? �&�& � �&� �&´ "� ` w ��O& ' ]]� ]]6 �L 
 (3.40)� �À "* 
 � ' ! ¢ �ù �?&&&&� && � && "� ` w ��O& ' ]]� ]]6 �L 
 (3.41) �é� ", 
 � ' ! ` ¢ �ù � ��w � ]]� ]]�� &6 �L 
 (3.42) � ", 
 � ' ! ¢ �ù ³� �� ]]� ]]& " ]]� ]]é�� �'ª . � �& ¯��&� O� . "� ` w ��O& ' �� �� O& ° ]]� ]]. � && ��&� O& "� ` w ��O& ' ]]� ]]́ 6 �L 
 (3.43) �� ", 
 � ' ! ¢ �ù � �&w �� � ]]� ]]6 �L 
 (3.44)

et l’énergie mécanique est :�é� �� � ", è 
 * è ' ! �& �̄é� �é� ", è 
 * è ' .  � ", è 
 * è ' . � �� ", è 
 * è '° ` �@�A  ", è '  (3.45)

Nous développons les champs statique et cinématique selon :", è 
 * è ' ! ",þ 
 *þ ' . � ", R 
 * R' . �& ", S 
 *S ' .  (3.46)

REMARQUE (S) 7 Cette décomposition ne signifie pas que les champs", R 
 * R' sont ponctuel-
lement négligeables devant",þ 
 *þ '. Nous savons en effet, que la théorie de la rupture fragile
entraîne des singularités de contraintes en fond de fissure ; il convient de comprendre ce déve-
loppement dans un sens énergétique : les énergies��  ",þ 
 *þ ' et �� � ", R 
 * R 
 ,þ 
 *þ ' résultant du
développement : �é� �� � ", è 
 * è ' ! ��  ",þ 
 *þ ' . � �� � ", R 
 * R 
 ,þ 
 *þ ' .  (3.47)

sont finies de sorte que� �� � ", R 
 * R 
 ,þ 
 *þ ' est petite devant��  ",þ 
 *þ ' de sorte que :@	} �Þ  �é� �� � ", è 
 * è ' ! ��  ",þ 
 * þ '  (3.48)Ã
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Pour mener à terme l’étude asymptotique, Ph. Destuynder introduit dans [DESTUYNDER (1980)]
un petit paramètre supplémentaire reliant la norme du tenseur de courbure à l’épaisseur. Dans le
cas bidimensionnel, nous introduisons simplement un paramètre� positif et le scalaire[ tels quew � ! [�Y (3.49)

L’approche précédente permet de déterminer différents modèles de poutres selon lavaleur de�.
Nous rappelons le cas faiblement courbé pour lequel le paramètre� est de l’ordre de� puis le cas
général où� est quelconque. Dans le premier cas, l’interprétation de l’equation de comportement
au premier ordre en� entraîne que le couple",þ 
 *þ ' sur �L vérifie les relations suivantes :� ¡ �?����� �� ! ]]� ]]" ]]� ]]é���'ª ` [ ]]� ]]&�& 
� & "O � 
 O& ' ! �& "O � 
 _' 
� � "O � 
 O& ' ! � � "O � 
 _' ` O& îE � �� � f�î � �  (3.50)

Le déplacement normal�& est indépendant de la variable d’épaisseurO& et le déplacement tangen-
tiel est linéaire selonO&. Enfin, au premier ordre, l’énergie vaut :��  ",þ 
 *þ ' ! �& m �ù � �� ¯]]� ]]" ]]� ]]é���'ª ` [ ]]� ]]&�&° ]]� ]]6 �L ` �@A ",þ '  (3.51)

REMARQUE (S) 8 Pour notre propos, il n’est pas nécessaire d’expliciter l’équation d’équilibre
ni de préciser le chargement dont ne dépendent pas explicitement les expressions des dérivées
lagrangiennes. Bien entendu, les différents modèles de poutres dépendent fortement de lanature et
de l’intensité du chargement [CIARLET (2000), p. 161]. Ã
Dans le cas général, c’est-à-dire lorsque la courbure n’est pas reliée de façon académique à la
valeur de�, l’interprétation de l’équation de comportement s’écrit sur l’ouvert réel�L � :�� �¡ �?����� �� "� ` w �O �& ' ! ]]� ]]" ]]� ]]é�� �'ª ` �é&w �äw �& ]]� ]]& 
îE �î �  � . "� ` w �O �& 'é�w �� � ! ` "� ` w �O �& 'é� î E �î � � 
î E �î �  � "� ` w �O �& ' ! _  (3.52)

ce qui entraîne : ��� ��¡ �?����� �� ! ��é� �� ¯]]� ]]" ]]� ]]é�� �'ª ` w ]]� ]]&� &° 
�& "O � 
 O& ' ! �& "O � 
 _' 
� � "O � 
 O& ' ! "� ` w O& '� � "O � 
 _' ` O& îE � �� � f�î � � (3.53)

de sorte que l’énergie au premier ordre est :�� ", 
 * ' ! �� ¢ �ù  � �� ¯]]� ]]" ]]� ]]é�� �'ª ` w � ]]� ]]&�&° ]]� ]]6 �L ` �@A ", '  (3.54)

Le modèle limite obtenu (lorsque� est petit) est le modèle de Bernoulli-Euler-Navier12 [DESTUYNDER

(1980), p.345]. Dans le cas des petits déplacements, les développements asymptotiques formels
(3.46) sont justifiés par les résultats de convergence suivants :

12l’équivalent du modèle de Koiter pour les structures tridimensionnelles.
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THÉORÈME 2 Le couple"* è 
 , è ' vérifie :��� ��¡ , è l ,þ dans "a � " �L ''& 
� ��� l � �� dans i& " �L ' 
�� �&� l _
dans i& " �L ' 
�&� &&� l _
dans i& " �L '  (3.55)

Ã
Preuve: [DESTUYNDER (1980),p.353].Ã
Ces convergences ont lieu dans l’espacei& " �L ', donc dans un sens énergétique et permettent de
montrer (3.48). Les deux cas rappelés précédemment se traitent exactement de lamême façon.
L’énergie complète sur l’ouvert dilaté est :�é� �� � ", è 
 * è ' ! �� ¢ �ù � ��� ¯]]� ]]" ]]� ]]é�� ��'ª ` [ ]]� ]]&��&° ]]� ]]6 �L . �� ¢ �ù � &&� � � �&� O& "� ` �& [O& ' ]]� ]]6 �L. �� ¢ �ù � �&� ¯"� ` �& [O& ' � ���� O& . ���&� O � . �& [���° ]]� ]]6 �L ` @�A  ", è '  (3.56)

La première intégrale ne pose pas de difficulté, et converge selon les argumentshabituels vers :�� ¢ �ù � �� ¯]]� ]]" ]]� ]]é���'ª ` [ ]]� ]]&�&° ]]� ]]6 �L  (3.57)

Enfin, selon l’équation de comportement,��� ��¡ �& m �ù � &&� îE
 �î �� "� ` [�& O& ' ]]� ]]6 �L ! �& m �ù ¯ �? ��&& �&� &&� � ��� . �?&&&& "�&� &&� '&° "� ` �& [O& ' ]]� ]]6 �L 
�& m �ù � �&� ¯"� ` �& [O& ' îE  �î �� . îE  �î � � . �& [���° ]]� ]]6 �L ! m �ù � �? �&�& "�� �&� '& "� ` �& [O& ' ]]� ]]6 �L 


termes qui convergent vers zéro ce qui permet de conclure. Le cas général se traite sans difficulté
supplémentaire. Notons enfin que dans le cas de la présence d’une fissure, la vitesse deconvergence
reste un problème ouvert.

3.3.2 Convergence de la dérivée lagrangienne première de l’énergie

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 3 Les opérateurs “passage à la limite en�” et “dérivation par rapport à un ouvert
variable” commutent : @	} �Þ î

�ö  î �ù  ! îî �ù @̄	} �Þ �� �°  (3.58)Ã
Preuve :Les résultats de convergence précédents montrent que la description de la propagation du
front est indépendante de la coordonnéeO&, ce qui s’écrit :� � "O� 
 O& '� O& ! _

(3.59)
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et le taux de restitution (3.33) se réduit à :� �\ "� ' ! ¢ �ù  1 2 "- �>� k * * ' ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù  � �� ³"� ª � ` �� ª ' � � �� O � ` t"%R � £ '� ~ª �� � ` "w ]]� ]]&� 'ª ��&´ ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù  � �& ¯��&� O� "� ª � ` ��ª ' . �� � "�w 'ª° ]]� ]]� é�6 �L` ¢ �ù  � �� ¯]]� ]]ª � � � �� O� ` t]]� ]]"% R � £ '� ~ª � � ` t]]� ]]�w �~ª � &°6 �L` ¢ �ù  � �& ¯�� �� O& t"� ` w O& ' ]]� ]]� ~ª . ]]� ]]ª � � �&� O � . tw ]]� ]]� ~ª � �°6 �L. ¢ �ù  � && ¯` t"� ` w O& ' ]]� ]]� ~ª � �&� O& °6 �L  (3.60)

Commençons par discuter le cas faiblement courbé. Le taux de restitution sur l’ouvert dilaté
s’écrit :��é� �\ � "� ' ! ¢ �ù ³" �? ª����� ��� . �? ª��&& �&� &&� '� �� . � �? ª�& �& "�� �& '&. " �? ª��&&� ��� . �? ª&&&& �&� &&� '�&� &&� ´ � ]]� ]]� é�� 6 �L` ¢ �ù � ��� ³"� ª� � ` ��� ª ' � � ��� O� ` t"%R � £ '��~ª ���� ` "[ ]]� ]]&��'ª ���&´ ]]� ]]� é�� 6 �L` ¢ �ù �� �&� �̄é� ���&� O � "� ª�� ` ��� ª ' . ���� "���['ª ° ]]� ]]� é�� 6 �L` ¢ �ù � ��� ¯]]� ]]ª � � ���� O� ` t]]� ]]"% R � £ '� ~ª � �� ` t]]� ]]� [�~ª � �&° 6 �L` ¢ �ù � �&� ¯����� O& t� é�� ]]� ]]� ~ª . ]]� ]]ª � � � �&� O� . t�[ ]]� ]]� ~ª � ��°6 �L` ¢ �ù � &&� t� é�� ]]� ]]� ~ª � ��&� O& 6 �L (3.61)

avec�� ! ��é� ��� ! ��éì�� �� et �ª� ! w ª �O&� &� ! [ª �& O&� &� . Utilisant les résultats de convergence
(3.55), déterminons la limite de l’expression précédente. La dernière intégralese traite de la même
façon que l’énergie et converge vers zéro. Sans difficulté, la première intégrale converge versm �ù �? ª����� "� �� '& ]]� ]]6 �L . La seconde intégrale converge vers :` ¢ �ù � �� ³ � �� O� ���� O � . t"%R � £ '~ª ��� . "[ ]]� ]]& 'ª ��&´ ]]� ]]6 �L 
La quatrième intégrale ne pose pas de difficulté également. Les deux derniers termes de la troisième
intégrale convergent vers zéro et il en est de même pour la dernière partie dela cinquième intégrale.
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Le résultat intermédiaire est le suivant :�@	} �Þ  �é� �\ � "� ' ! ¢ �ù 1 ª�� "� �� '& ]]� ]]6 �L. ¢ �ù � �� ¯ � �� O� ���� O � . t"%R � £ ''ª ��� . "[ ]]� ]]& 'ª ��&° ]]� ]]6 �L` ¢ �ù � �� ¯]]� ]]ª � � ��� O � ` t]]� ]]"% R � £ '�~ª �� ` t]]� ]]� [� ~ª �&°6 �L`@	} �Þ ¢ �ù � �&� � ��&� O � "� ª�� é�� � ` � ª ' ]]� ]]6 �L`@	} �Þ ¢ �ù � �&� ¯����� O& t� é�� ]]� ]]� ~ª . ]]� ]]ª � � ��&� O� °6 �L  (3.62)

Or �ª�� é�� ! [ª O& �&�� et l’intégrale associée converge vers zéro de sorte qu’il reste à étudierla
limite suivante :`@	} �Þ ¢ �ù � �&� ¯����� O& t� é�� ]]� ]]� ~ª . " ]]� ]]ª � ` ]]� ]]� ª ' � � �&� O� °6 �L  (3.63)

Les passages à la limite restants sont délicats : la contrainte de cisaillement� �&� subit une perte de

régularité par passage à la limite et� �& est une distribution, de sorte que le produit� �& îEí�î � � n’a pas
de sens, compte tenu de la régularité de chacun des termes. Pour résoudre ce problème, reprenons
la technique du type compacité par compensation utilisée dans [NEVERS (1986), chapitre 3]. Le
manque de régularité de la contrainte de cisaillement est compensé par le fait qu’elle vérifie les
équations d’équilibre. Démontrons les résultats suivants :

L EMME 1 – Pour toute fonction5 k tO ö� 
 O H� ~ l � régulière, nous avons :@	} �Þ m �ù � �&� îE
 �î � � 5 "O�'6 �L ! `@	} �Þ m �ù � �&� îE

 �î �� �é�� 5 "O �'6 �L  (3.64)

– Pour toute fonction régulièreô k tO ö� 
 O H� ~ l � identiquement nulle surtO ö� 
 O H� ~ � CA , CA -
support des forces appliquées, nous avons :@	} �Þ m �ù � �&� îE

 �î �� ô "O�'6 �L ! `@	} �Þ m �ù � ��� ]]� ]]& îî � � ¯õ�� ��ee� ee� ���°6 �L  (3.65)Ã
Preuve du lemme :Pour obtenir la première relation, nous utilisons l’égalité :� �? �&�&� �&� ! ����� O& . �� ¯w ��� . ���&� O� °  (3.66)

Après multiplication par la quantité�é�� 5 "O�'� �&� , intégration sur l’ouvert�L puis passage sur l’ou-
vert dilaté, il vient :@	} �Þ  ¢ �ù � �&� � ��&� O � 5 "O�'6 �L ! @	} �Þ ¢ �ù ³� �? �&�& "�� �&� '&� é�� ` �� �&� w ��� ` � �&� � ���� O& � é�� ´5 "O�'6 �L

(3.67)
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ce qui permet de conclure. Pour obtenir la seconde relation, soit dans l’équation d’équilibre (3.20)&
une fonctiong ! "d � 
 _' dont le support n’intersecte pasCA . La fonctiond � vérifie alors :¢ �ù ¯� ��� ]]� ]]& "d � ]]� ]]é�'ª . � �&� ]]� ]] ¯�é�� � d �� O& . w d �°°6 �L ! _

(3.68)

ce qui donne alors après passage sur l’ouvert dilaté et arguments habituels :@	} �Þ ¢ �ù � �&� � d �� O& ]]� ]]6 �L ! `@	} �Þ ¢ �ù � ��� ]]� ]]& �� O� ¯ �]]� ]]d �° 6 �L  (3.69)

Il suffit alors de prendred � ! ���ô "O�' ]]� ]]é� qui n’intersecte pasCA par hypothèse surô et de se
rappeler que la norme du vecteur tangent ne dépend pas deO&. Ã
Utilisons maintenant la première relation dans (3.63) avec5 "O �' ! ]]� ]]ª � ` ]]� ]]� ª , soit :@	} �Þ ¢ �ù � �&� ¯"]]� ]]ª � ` ]]� ]]� ª '� é�� ` t�é�� ]]� ]]� ~ª ° ����� O& 6 �L! `@	} �Þ ¢ �ù � �&� ¯��é�� ]]� ]]� ª ` "� é�� 'ª ]]� ]]�° ����� O& 6 �L ! `@	} �Þ ¢ �ù �� �&� ]]� ]]� ª � ���� O& 6 �L

(3.70)

Pour conclure, nous utilisons la seconde relation avecô "O�' ! ]]� ]]� ª qui convient ; en effet la
pointe de fissure est supposée non chargée et

�
est défini sur un voisinage arbitrairement petit de

celle-ci. Cela entraîne :`@	} �Þ ¢ �ù �� �&� ]]� ]]� ª � ���� O& 6 �L ! @	} �Þ ¢ �ù �� ��� �� O � ¯]]� ]]é�� ª � ��° ]]� ]]&6 �L (3.71)

et finalement, la dernière limite ne posant plus de problème :�@	} �Þ �é� �\ � "� ' ! ¢ �ù �? ª����� "� �� '& ]]� ]]6 �L . ¢ �ù �� �� �� O� ¯]]� ]]é�� ª ��° ]]� ]]& 6 �L. ¢ �ù � �� ³ � �� O� ���� O � . t"%R � £ '~ª ��� . "[ ]]� ]]& 'ª ��&´ ]]� ]]6 �L` ¢ �ù � �� ¯]]� ]]ª � � ��� O� ` t]]� ]]"% R � £ '� ~ª �� ` t]]� ]]�[�~ª �&°6 �L  (3.72)

REMARQUE (S) 9 A nouveau, nous prenons soin de vérifier que cette relation généralise celle du
cas plan : �\ "� ' ! ¢ù � �� ���� O � � �� O� 6L . � ¢ù � �� �� O� ¯�� � �� O� °6L  (3.73)Ã
Pour conclure, il reste à déterminer le taux de restitution associé au modèlesimplifié, dans le cas
faiblement courbé dont l’énergie est donnée par (3.51). Il est inutile de reprendre tous lescalculs :
pour obtenir l’expression souhaitée, il suffit de prendre dans l’expression générale (3.33), après
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écriture sur l’ouvert dilaté,�Y&� ! _
, � ��� ! � �� , ��& ! _

et �� ! �. L’expression obtenue diffère de

(3.72) seulement par le terme� m �ù � �� îî � � ¯]]� ]]é�� ª ��° ]]� ]]& 6 �L , terme qui est nul. Il suffit pour le

voir de prendreg ! "��� ª 
 _', dans l’équation d’équilibre du modèle limite :¢ �ù � �� ¯]]� ]]" ]]� ]]é�d �'ª ` [ ]]� ]]&d&° ]]� ]]6 �L ! �@A í "g ' zg s � " �L ' (3.74)

et le théorème 3 est démontré.Ã
Ainsi, lorsque� est petit, le taux de restitution associé au modèle limite est bien la quantité qu’il
convient de prendre. Enfin, identifiant pour� suffisamment petit�� et � �� à ��� et à� ��� (dans un
sensi& " �L '), puis en utilisant les relations inverses de (3.37), le taux de restitution simplifié est :� �\ "� ' ! ¢ �ù �? ª����� "� ��'& ]]� ]]6 �L. ¢ �ù � �� ¯ � �� O� �� �� O � . t"%R � £ '~ª �� � . "w ]]� ]]& 'ª ��&° ]]� ]]6 �L` ¢ �ù � �� ¯]]� ]]ª � � � �� O� ` t]]� ]]"% R � £ '� ~ª � � ` t]]� ]]�w �~ª �&°6 �L  (3.75)

3.4 Modèles limites

L’analyse asymptotique précédente met en évidence des modèles limites de poutres,suivant
l’ordre de la courbure. Utilisons ces modèles pour construire des modèles de poutres fissurées.
Dans cette section, le paramètre�, représentant l’épaisseur de la structure est supposé petit devant
l’unité. De façon classique [NEVERS(1986), COCHELIN & POTIER-FERRY (1991), PRADEILLES-
DUVAL (1992)], la structure fissurée est modélisée à l’aide d’un assemblage de trois poutres raccor-
dées en fond de fissure (voir figure 3.4). Nous commençons par reprendre le modèle de Bernoulli-
Euler-Navier, puis le modèle de Timoshenko.

3.4.1 Modèle de Bernoulli-Euler-Navier

C’est le modèle limite retrouvé via l’analyse asymptotique du paragraphe précédent. Les dé-
formations normale et de cisaillement sont annulées :KY& î _ � ! �
 �  (3.76)

Dans chaque poutre�L :, le champ cinématique est de la forme :�:� "O� 
 O& ' ! "� ` w O& '�:� "O�' ` O&� :ª& "O �' $ �:& "O � 
 O& ' ! �:& "O �' (3.77)

et doit vérifier les conditions de raccords en pointe de fissure :� ¡ ��� "O ï� ' ! �&� "O ï� ' ! ��� "O ï� ' 
� �& "O ï� ' ! �&& "O ï� ' ! ��& "O ï� ' 
"� �& 'ª "O ï� ' ! "�&& 'ª "O ï� ' ! "��& 'ª "O ï� '  (3.78)
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FIG. 3.4: Modélisation de la poutreL fissurée par assemblage de trois poutresL : saines (gauche)
et représentations limites (droite).

Dans le cas isotrope, cela entraîne� �& ! _
puis :K �� ", ' ! ¯ �?���� ` �? ��&&�?&&&& °� �� ! "� ` �� ' "� . � '� "� ` � ' ]]� ]]À� �� � 1 �� ��  (3.79)

La déformation tangentielleK �� se transforme alors selonK �� ", ' ! c �á ��é� �� . ���é� �� h ", ' avecK ", ' ! ]]� ]]" ]]� ]]é�� �'ª ` w ]]� ]]&�& $ h ", ' ! ` ]]� ]] ¯]]� ]]é� "w � � . �ª& '° ª (3.80)

et la formulation variationnelle (3.20) se réduit à :~m �ù 1 �� ��� ��6 �L ! m �ù K �� ", '� ��6 �L z � �� s i& " �L ' 
m �ù ��é� �� � �� "K "g ' . O&h "g '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L ! �@A "g ' zg s � " �L '  (3.81)

L’approximation choisie pour la quantité"� ` w O& 'é�, selon la courbure de la structure, conduit
à différents modèles. Notons que dans le cas simplifié bidimensionnel, ce terme ne pose pas de
difficulté dans l’équation d’équilibre. Nous rappelons quelles sont les approximations utilisées
usuellement puis donnons deux méthodes pour obtenir un modèle valable quelle que soit la valeur
relative de la courbure vérifiant� ` w O& ^ _

. Par analogie avec le cas des coques [DESTUYNDER

(1990)], nous introduisons respectivement l’effort résultant�: ! m õß�õ�� � �� "�`w O& '6O& et le moment

de flexion}: ! m õß�õ�� � ��O& "� ` w O& '6O& associés à la poutre�L : soit 13, posant"9/: 
 9 �: 
 9 ï: ' !
13Il y a d’autres façons de procéder ; par exemple, en posantÅ� � g� � Ç È � ������ ] �� Å	g ¼Í Ç×¼Í mais l’expression finale

n’est pas plus simple.
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 O& 
 O && '6O& : ä �: ! 9/: K ", ' . 9�: h ", ' 
} : ! 9�: K ", ' . 9 ï: h ", ' 
 (3.82)ôé: et ô�: désignent respectivement les cotes inférieure et supérieure suivantO& de la poutre�L :.
M ODÈLE D ’ ORDRE 1

Nous réalisons alors l’approximation d’ordre 1 suivante"� ` w O& 'é� î � . w O& ce qui entraîneK �� ", ' î K ", ' . O& "w K ",' . h ", '' � K ", ' . O& �h ",' avec :�h ", ' ! ` ]]� ]]" ]]� ]]é�� ª& 'ª ` w & ]]� ]]&�& ` w ª� � $ (3.83)K est appelée la déformation axiale et�h la déformation de courbure. L’équation d’équilibre prend
alors la forme suivante :¢ �c ³�K "g ' . } �h "g '´ ]]� ]]6O� ! �@A "g ' zg s � " �K ' 
 (3.84)

tandis que l’équation de comportement prend la forme :14¢ �c ³"? / � . ? �} 'r . "? � � . ? ï } 'ø´6O� ! ¢ �c ³r K ",' . øh ", '´6O� z "r 
 ø ' s i& " �K '
(3.86)

en notant :

¯ ?/: ? �:? �: ? ï: ° ! ¯ 9/: 9�:9 �: 9 ï: ° é� 
 �K ! �	:X � �K: 
 � " �K ' ! �� « �&
et : � � ! äd � $ d � e�c � s a � "�K : ' $ d � "O �� ' ! _

et d � continu en �� å�& ! äd & $ d & e�c � s a & "�K : ' $ d & "O �� ' ! d ª& "O �� ' ! _ $ d & et d ª& continus en�� å
La formulation variationnelle conduit aux équations d’équilibre locales sur�K: :� ¡ "�: ]]� ]]& 'ª . } :w ª ]]� ]]& ! _ 
¯"} : ]]� ]]& 'ª ]]� ]]é�° ª . } :w & ]]� ]]� . �:w ]]� ]]� ! _ (3.87)

14ou alors en jouant sur le pour tout
 , pour tout�, et en vue d’une utilisation de la�-méthode, �� �Å� Ü � � � �� Ç
 � Å ½� � � � ½� � � Ç�
×¼� È  �� �
 � Åà Ç � � ½� Åà Ç
×¼� � Å
 g � Ç Ë ÌÍ Å½� Ç (3.85)

notant ½� � È � � � » � Ü et ½� � È � � � » � � .
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et pour une interface régulière, aux conditions de raccord en�� :tt� ~~ ! tt} ~~ ! tt} ª ~~ ! _ $ tt5 ~~ ! 5� ` 5& ` 5� 
 5: ! 5 e�c �  (3.88)

Le modèle précédent est un modèle d’ordre 1. [MÜNCH & OUSSET(2000)] présentent un modèle
un peu plus pauvre où si"�`w O& 'é� reste approché par�.w O&, le déterminant de la transformation� ` w O& est approché quant à lui par 1.

M ODÈLE D ’ ORDRE INFINI

Voici deux façons d’obtenir un modèle unidimensionnel de poutre valable pour une courbure
arbitraire. Une première voie est d’écrire :"� ` w O& 'é� ! u�; X "w O& '; " ]w O& ] p �
 z O& s t`� 
 �~' (3.89)

puis �� ` w O& tK ", ' . O&h ", '~ ! K ", ' . u�; X � O ;& w ; é� �h ", '  (3.90)

Définissant alors} �; � ! m õßõ� � �� "� ` w O& 'O ;& 6O&, il vient } �; � ! K ", '9 �; � . h ", '9 �; � �� avec9 �; � ! m õßõ� 1 é�� O ;& 6O& et l’équation d’équilibre s’écrit :¢ �c ¯�K "g ' . ³ u�;X � } �; �w ; é�´ �h "g '° ]]� ]]6 �K ! �@A "g ' zg s � " �K '  (3.91)

Il suffit donc pour obtenir un modèle d’ordre	 de remplacer} par� :; X � } �; �w ; é� dans les équa-
tions d’équilibre. Une seconde voie plus simple (étendue au cas tridimensionel dans [ANICIC &
LÉGER (2000)]) consiste à placer le terme"� ` w O& 'é� dans la définition des constantes9/: 
 9 �:
et9 ï: soit : "9/: 
 9 �: 
 9 ï: ' ! ¢ õß�õ�� t1 � "� ` w O& '~é� "�
 O& 
 O && '6O& (3.92)

et15 la formulation variationnelle s’écrit simplement :��� ��¡ m �c ¯"? / � . ? �} 'r . "? � � . ? ï} 'ø°6O� ! m �c r̄ K ", ' . øh ", '°6O� z "r 
 ø ' s i& " �K ' 
m �c ¯�K "g ' . }h "g '° ]]� ]]6O� ! �@A "g ' zg s � " �K '
(3.93)

avec"� : 
 } : ' ! m õß�õ�� � �� "�
 O& '6O& et les équations d’équilibres sont :� ¡ "�: ]]� ]]& 'ª ` "} : ]]� ]]& 'ª w ! _ 
�:w ]]� ]]� . ¯"} : ]]� ]]& 'ª ]]� ]]é�° ª ! _ (3.94)

15Pour mémoire,
� ���� � ×¼ È � �� � �� � æ� Å	 � » ¼ Ç et

� � ���� � ×¼ È � � �Í� � �� � � �� � æ� Å	 � » ¼ Ç g Ð � ¹» ¼ ¹ � 	
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auxquelles nous rajoutons les conditions de raccord en�� :tt� ` }w ~~ ! tt} ~~ ! tt} ª ~~ ! _ 
 (3.95)

équivalentes à (3.88) dans le cas d’une interface régulière. Enonçons pour conclure le résultat
suivant :

THÉORÈME 4 Le taux de restitution associé à l’énergie limite s’exprime en pointe de fissureselon
la forme : �\ "� ' ! �� ¯tt� 6� �6O� ~~ . tt} 6&�&6O &� ~~° ]]� ]]" �� '� " �� '  (3.96)Ã
Preuve: Bien que considérablement plus lourde que dans le cas rectiligne, la preuve est classique.
Il faut commencer par exprimer ce taux dans un voisinage de la pointe de fissure, puis seramener
à �� en utilisant les relations de saut et d’équilibre. Dans le cas courbe, une difficulté apparaît en
raison de la présence de la quantité1 ª� ! b "� 
 � ' " ]]� ]]À 'ª (b désigne une fonction de� et �). Par
exemple, dans le cas isotrope, nous la réécrivons selon1 ª� ! ±%R � £1 � ce qui entraîne la relation
(voir [M ÜNCH & OUSSET(2000)]) :�ªK ", ' . } ª h ", ' ! �K ª ", ' . }hª ", ' ` ±%R � £ "�K ", ' . }h ", ''  (3.97)

L’expression (3.96) nous rappelle que le taux de restitution est une mesure de la discontinuitédes
différents champs cinématiques au passage deO � ! O ï� . Ã
REMARQUE (S) 10 (Régularité de la carte�) L’expression (3.96) du taux en pointe de fissure��
impose à la carte� une régularitéw � "�K ' tandis que l’expression de ce même taux exprimée sur�K
[MÜNCH & OUSSET(2000), eq. (11)] impose une régularitéw À "�K '. Ã
3.4.2 Modèle de Timoshenko

Le modèle de Timoshenko relache l’hypothèse sur la déformation de cisaillement mais conserve
(arbitrairement) un déplacement tangentiel linéaire selon l’épaisseur :�:� "O� 
 O& ' ! �:� "O� 
 O& ' . O&º: "O �' $ �:& "O � 
 O& ' ! �:& "O �' (3.98)

et les conditions de raccord en pointe de fissure�� deviennent :ä � �Y "O ï� ' ! �&Y "O ï� ' ! ��Y "O ï� ' 
º � "O ï� ' ! º& "O ï� ' ! º� "O ï� '  (3.99)

Il vient alors :��� ��¡ K �� ", ' ! "� ` w O& 'é� ¯K ",' . O&h "º'° 
�K �& ", ' ! "� ` w O& 'é� ¯º .
îE �î � � . w ��° � "� ` w O& 'é�� ", 
 º '  (3.100)
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SOLUTIONS ANALYTIQUES ET INFLUENCES DE LA COURBURE SUR LA RUPTURE CHAPITRE 3K ", ' est inchangé eth ", ' devienth "º ' ! ºª ` %R � £º ! ]]� ]] MM� � " ]]� ]]é�º ' 16. Nous restons

dans le cas isotrope et notons1À ! &���� �� ]]� ]]&. De la même façon que précédemment, soit"9�: 
 9� �: ' ! m õß�õ�� 1 é�À "�
 O& '6O& et "8: 
 W8: ' ! m õß�õ�� � �& "�
 O& ' "� ` w O& '6O& ce qui entraîne"8: 
 W8: ' !� ", 
 º ' "9�: 
 9� �: '
. Dans l’équation d’équilibre, il apparaît le terme supplémentairem �ù �� �&K �& "�`w O& ' ]]� ]]6 �L que nous approximons au premier ordre par :¢ �ù � �& "� ",' . w O&� ", 
 º '' "� ` w O& ' ]]� ]]6 �L î ¢ �c t� ", 
 º '8 . w � ", 
 º 'W8~ ]]� ]]6 �K  (3.101)

A titre d’exemple, l’énergie de la structure associée à un tel modèle s’écrit :�� ", ' ! �� ¢ �c ³�:K ", ' . } : �h "º ' . 8:� ", '� :´ ]]� ]]6 �K ` �@A ", ' (3.102)

avec
� : ! � . w ê� ��ê�� . Le champ cinématique, ! "� � 
 �& 
 º ' est cherché dans� � « �� « ��. Les

équations d’équilibre sur�L : s’écrivent :� ¡ `"�: ]]� ]]& 'ª ` "} :w ]]� ]]& 'ª . 8:� : ]]� ]]&w ! _ 
w ]]� ]]��: . w & ]]� ]]�} : . "8: ]]� ]]� : 'ª ! _ 
` "]]� ]]&} : 'ª . 8: ]]� ]]&� : ! _ (3.103)

et aussi, en éliminant l’effort tranchant :��� ��¡ "�: ]]� ]]& 'ª . } :w ª ]]� ]]& ! _ 
¯"} : ]]� ]]& 'ª ]]� ]]é�° ª . } :w & ]]� ]]� . �:w ]]� ]]� ! _ 
8: ! "� : ]]� ]]& 'é� " ]]� ]]&} : 'ª 
 (3.104)

soit précisément le système obtenu pour le modèle de Bernoulli-Euler-Navier de même ordre, les
inconnues ayant des définitions différentes. Les conditions de raccords entraînent :tt� . }w ~~ ! tt} ~~ ! tt8� ~~ ! _

(3.105)

soit, pour une interface régulière :tt�~~ ! tt} ~~ ! tt8� ~~ ! _  (3.106)

Enfin, ces modèles peuvent être étendus à des ordres supérieurs.

Nous venons de déterminer des modèles de poutres fissurées. Les équations d’équilibre sontdes
équations différentielles ordinaires d’ordre deux à coefficients non constants dont larésolution
analytique, dans le cas général, semble hors de portée. Dans la section suivante,nous déterminons
des solutions analytiques dans le cas d’une carte� particulière.

3.5 Solutions analytiques et influences de la courbure sur la
rupture

Envisageons le cas d’une arche circulaireL d’épaisseur constante�� et présentant une fissure au
sein de sa surface moyenneK . L’arche est encastrée sur le bord latéral d’une extrémité et soumise
à un déplacement normal� sur l’un des bras de l’extrémité opposée. La carte"w u " �K ''& naturelle

16� ! Úº " È ¹¹º ¹¹Å ¹¹º ¹¹�� Ç#
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FIG. 3.5: Arche cylindrique délaminée.

pour décrire l’interfaceK est :

K 9 "( 
 � ' ! � "O�' ! ¯234� "O �' 
 2 ³�	� "O �' ` �	� "5 "2 ''´° $ O� s~5 "2 ' 
 � ` 5 "2 ' t! �K 

(3.107)

en prenant5 "2 ' ! �& "� ` =÷ ' de façon à ce que la longueur deK soit égale à@ et indépendante de2.
Cette carte conduit à]]� ]] ! 2 et w ! 2é�, 2 désignant le rayon de courbure de la structure. Nous
lui préférons la carte"w u " �K ''& 17 :

K 9 "( 
 � ' ! � "O�' ! 2̄ �	� " O�2 ' 
 2 ³34� " O�2 ' ` 34� " @�2 '´° $ O � s~ ` @� 
 @� t! �K 
 (3.108)

qui mène à]]� ]] ! � etw ! `2é�. Le couple"O � 
 O& ' est alors en bijection avec le couple"( 
 � ' si et
seulement si2 ^ }X( "� 
 =&: '. La quantité� étant indépendante de2, nous calculons analytiquement
l’énergie potentielle associée à la structure en fonction de la longueurX de la fissureKA , ce qui
conduira à l’expression du taux de restitution.

17pour des raisons qui vont apparaître dans le chapitre suivant.
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FIG. 3.6: Représentation�L de l’archeL .

3.5.1 Sans prise en compte de l’effort tranchant

CAS FAIBLEMENT COURBÉ

Dans le cas faiblement courbé, où la courbure est de l’ordre de�, autrement dit pour des struc-
tures quasiment rectilignes, le système à résoudre est :�ª: ! _

sur �K: 
� � ! �& . �� en =& ` X 
�& ! �� ! _
en =& 
`�:2 é� . } ªª: ! _
sur �K: 
} � ! } & . } � en =& ` X 
} ª� ! } ª& . } ª� en =& ` X 
} & ! } � ! _
en =& 
} ª� ! _
en =& 
� �� ! � �& ! ME ��M� � ! _

en ` =& 
p � � ^!p �& ^!p ME �M� � ^! _
en =& ` X 
�&& ! � en =& 
� : ! K ",� '9/: . h ", � '9�: sur �K: 
} : ! K ", �'9�: . h ", � '9 ï: sur �K: 
K ", ' ! �ª� . 2 é��& sur �K 
h ", ' ! `�ªª& sur �K 
�h ", ' ! ` "�ªª& . 2 é&�& ' sur �K 
"9/: 
 9 �: 
 9 ï: ' ! m õß�õ�� "�
 O& 
 O && '1 é�� 6O& sur �K: 
"� : 
 } : ' ! m õß�õ�� "�
 O& ' "� . 2é�O& '� ��: 6O& sur �K: 

La première équation conduit à�: constant, puis la troisième�& ! �� � _
et enfin la seconde� � � _

. Il en est de même du moment de flexion}� de la troisième poutre. Les déplacements
normaux dans les deux poutres supérieures sont alors des trinômes enO �. Après calculs, l’énergie
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mécanique et le taux de restitution sont :� "X' ! � ��@� . MX� � & $ ` � � "X'� X ! ��� ��X&"@� . MX� '& � & (3.109)

soit précisément les expressions obtenues dans le cas rectiligne. En effet, l’approximation du cas
faiblement courbé revient à approximer� � "O� 
 O& ' ! O� . O&2 é�O� . # "2 é& ' parO� et � & "O� 
 O& ' !O& . 2 é� "` �& O &� . =N ' . # "2 é& ' par

_
, soit� par la carte identité.

M ODÈLE D ’ ORDRE 1

Commençons par le modèle d’ordre 1, présenté dans la section précédente. Le systèmeà ré-
soudre est identique au précédent à l’exception de :`�:2 é� . } :2 é& . } ªª: ! _

sur �K: 
h ", ' ! 2 é��ª� ` �ªª& sur �K 
�h ", ' ! ` "�ªª& . 2 é&�& ' sur �K 
De �: � _

, la première équation donne18}: "O�' ! w :�34� "O �2 ' . w :& �	� " O �2 ' (3.110)

ce qui entraîne alors que le moment de flexion}� est également identiquement nul.�: � _
conduit

également à :2 é� "�:�'ª ! 9�: "�:& 'ªª ` 9/: 2 é��:&9 �: . 29/: $ } : ! ¯9 ï: ` "9�: '&9/: °h ", � ' 	 ! �
 � (3.111)

puis :}: ! ` 9 ï: 9/: ` "9�: '&2 é�9�: . 9/: ¯"�:& 'ªª . 2 é&�:&° � `� : ¯"�:& 'ªª . 2 é&�:&° ! � : �h ",� ' (3.112)

puis enfin :�:& "O�' ! 34� "O �2 ' ³w :� . 2�� : ¯w :& O � ` 2w :�°´ . �	� "O �2 ' ³w :À ` 2�� : w :�O �´  (3.113)

Les déplacements� �& et �&& 19 sont alors déterminés par les huit conditions aux limites non encore
utilisées : } � ! } & en =& ` X 
} ª� ! } ª& en =& ` X 
} & ! _

en =& 
� �& ! ME ��M� � ! _
en ` =& 
p �& ^!p ME �M� � ^! _
en =& ` X 
�&& ! � en =& 

18signalons le problème de perturbation singulière ; la solution obtenue ne converge pas lorsquea tend l’infini, vers� � Åf � Ç È » ��f � � » �Í , solution de l’équation� ##� È Ð, issue du cas plan.
19Le calcul des déplacementsO �� est évité.
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Enfin, l’énergie est : �� ", ' ! �� &�:X � ¢ �c � }: �h: ", '6 �K: ! �� &�:X � ¢ �c � � é�: } &: 6 �K:  (3.114)

Dans le cas d’un matériau isotrope, nous obtenons :� � ! ����� et
� & ! ���² "� . �2 é�' 
 (3.115)

résultats à comparer avec
� � ! &�P�� et

� & ! �P��& du cas faiblement courbé.

M ODÈLE D ’ ORDRE INFINI

Dans le cas d’une courbure quelconque, il suffit de remplacer
� � et

� & par :��� ��¡ � � ! � 2� ³@� ¯��÷����é÷��� ° ` �2 é��´ ! &� � �� . &Q � �R÷ � . &S � �T÷U . # " �÷ R ' 
� & ! � ÷ P&�÷��� ¯"� . 2 é��'@� "� . 2 é��' ` �2 é��° ! ��& � �� ` �N � �U÷ . ��N � �R÷ � . # " �÷ P ' 
(3.116)

20 Nous posons en effet� ! �u;X � } �; �w ; é� soit � ªª: . 2 é&� : ! _
. Puis de�: ! _

, nous en
déduisons les relations :} �; � ! h ", ' ¯9 �; � �� ` 9 ���9 �; �9 �� °

et� ! ¯ u�; X � w ; é� 9 �; � ��9 �� ` 9 ���9 �; �2 é�9 ��� . 9 �� ° �h ", '  (3.117)

Le résultat en découle en évaluant le terme entre crochets. Dans la pratique, � étant petit devant un,
il suffit de se limiter à l’ordre 2 et de prendre

� & ! � �P ��é�÷���Â �&��÷�� � , même pour une arche fortement
courbée. Enfin, notons que la présence de terme en@� n’est pas étonnante. Nous aurions obtenu des
termes de même type en utilisant la seconde voie de calcul exact. Après quelques développements,
l’énergie de la structure vaut :�� "2 
 X' ! � �� � &@� . MX� . ��X� �À� � &"@� . MX� '& �2 . # " �Q2 & '  (3.118)

Elle tend, lorsque2 tend vers l’infini, vers l’énergie associée à la structure droite, et ce àla vitesse�÷ .
Par ailleurs, notons que l’énergie est décroissante avec le rayon de courbure. Letaux de restitution
est alors : �� "2 
 X' ! ��� ��X& � &"@� . MX� '& . �²X& �À� �& "MX� ` @� '"@� . MX� '� �2 . # " �Q2 & '  (3.119)

La comparaison de ce taux par rapport à celui du cas rectiligne�M "X' dépend du signe deMX� ` @� .
Si MX� ` @� p _

(cas le plus courant), soitX p _ ���M�M @, alors� "2
 X' p �M "X' et la structure

20Notons que [FERNLUND et al. (1994)] obtiennent la même expression pourV �.
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résiste par sa forme. Dans le cas contraire, la courbure amplifie la propagation. Enfin, la dérivée
seconde vaut :�� �&� "2 
 X' ! ±�� �� � &X "�±X� ` @� '"@� . MX� '� . �2 M�X��� � & "@Â ` ±�X� @� . ¼µXÂ '"@� . MX� 'À . # " �Q2 & '  (3.120)

Le polynômer "X' � ¼µXÂ.±�X� @� . @Â prend des valeurs négatives dans l’intervalletî _ �¼��µ@ 
î_ M�µµ_M @~ et positives à l’extérieur. Il en résulte que la courbure modifie la stabilité de la pointe de
fissure, suivant la longueur initialeX de la fissure. LorsqueX est dans l’intervalle cité plus haut, la
stabilité est aggravée. A l’extérieur, elle est améliorée. Les figures3.7 et 3.8 montrent l’évolution
du taux de restitution et de la dérivée seconde de l’énergie en fonction deX ; les valeurs numériques
sont :� ! ��____� W X 
 @ ! �__}} 
 � ! � �}} 
 � ! ²}} .X

X 0
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FIG. 3.7: �� "2 
 X' en fonction deX.n
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FIG. 3.8: �� �&� "2 
 X' en fonction deX.

Envisageons maintenant le cas où c’est le bras inférieur qui est chargé selon lemême mode
d’ouverture.� est alors remplacé par̀� ce qui est sans conséquence, et

� & est remplacé quant à
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lui par
� � valant dans le cas exact :� � ! `�� 2�"� ` �2 é�' @̄� "� ` �2 é�' . �2 é� . �& 2 é& ` �2 é�� @� "� . �2 é�'° ! � ���� . ���± � �À2 . # " �Q2 & '

(3.121)

donnant : �� "2 
 X' ! � M "X' ` ±±X� �À� �&"@� . MX� '& �2 . # " �Q2 & ' (3.122)

L’énergie mécanique�� "2 
 X' est maintenant inférieure à celle associée au cas rectiligne qui est in-
changée (compte tenu des conditions de symétrie). L’effet dû à la courbure est inversé par rapport
au cas précédent : dans les cas les plus courants (X faible devant@), la courbure amplifie la pro-
pagation de la fissure. Lorsque les deux bras sont chargés simultanément en mode d’ouverture,
l’énergie s’écrit : �� "2 
 X' ! �± ��� �&X� ` �� ��� � &X� �2 . # " �Q2 & ' (3.123)

et la courbure dans ce cas réduit la propagation. De façon symétrique, abordons le cas d’un char-
gement imposé normalB ! 5 %T. Lorsque l’extrémité du bras supérieur est chargée, la condition�&& " =& ' ! � est remplacée par la conditioǹ} ª& " =& ' ! "� ` w �'5 ! "� . �÷ '5 où 5 désigne la com-
posante normale de la force imposée à l’extrémité de la structure. L’énergie mécanique obtenue
est : �� "2 
 X' ! �± 5 & "@� . MX� '� �� ` ��� 5 & "@� . ��X� '� �� �2 . # " ��2 & ' (3.124)

indiquant que la courbure amplifie la propagation, tandis que lorsque le bras inférieur est soumis
au chargement̀ B , la condition devient} ª� " =& ' ! "� ` �÷ '5 et nous obtenons :�� "2 
 X' ! �± 5 & "@� . MX� '� �� ` �� 5 & "�@� . µMX� '� �& �2 . # " ��2 & ' (3.125)

indiquant que la courbure réduit la propagation. Enfin, pour le chargement simultané des deux bras,
l’énergie associée obtenue, avec un chargement imposé vaut :�� "X 
 2 ' ! ��5 &X���� ` �±5 &X���� �2 . # " ��2 & ' (3.126)

entraînant une conclusion identique à celle du cas précédent. Ces développements montrent que
l’influence de la courbure dépend du chargement et de sa nature. Les résultats sont regroupés dans
les figures 3.9 et 3.10.
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FIG. 3.9: Cas de chargement où la courbure amplifie la propagation :�� "2
 X' ^ � "X'.
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FIG. 3.10: Cas de chargement où la courbure réduit la propagation :�� "2
 X' p � "X'.
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Chapitre 4

Calculs des dérivées lagrangiennes

Nous reprenons dans ce chapitre la structure? du chapitre� occupant dans sa configuration
de référence le volume� de l’espace euclidien� � . Plus précisément, le volume� est supposé
compris entre deux surfaces de distance petite devant les autres dimensions. L’appellation de coque
est attribuée à? (ou par identification à�). Enfin, nous supposons l’existence d’un front de fissure
au sein de la surface moyenne de la coque. Ce chapitre est entièrement dédié au calcul des dérivées
lagrangiennes associées à ce front. Dans un premier temps, l’épaisseur de la coque est suffisamment
faible pour adopter quelques simplifications cinématiques. Puis dans un second temps, les dérivées
lagrangiennes sont données pour une épaisseur quelconque, pourvu que la surface moyenne de?
puisse être mise en bijection avec un ouvert bidimensionnel. En d’autres termes, nous étendons
de façon systématique les développements du chapitre 2 au cas tridimensionnel etles résultats
de [OUSSET (1999)] au cas courbe. Cela nécessite au préalable quelques rappels de géométrie
différentielle, permettant la réécriture de la formulation variationnelle dans un repère local attaché
à la surface moyenne, puis de mettre en œuvre la

�
-méthode. Le cadre mécanique est celui présenté

au chapitre I et la densité de Saint Venant-Kirchhoff est retenue.

4.1 Rappels de géométrie différentielle et réécriture de la for-
mulation variationnelle

Nous faisons quelques rappels élementaires de géométrie différentielle nécessaires pour notre
propos. Une description complète et rigoureuse est présentée par exemple dans [CHOQUET-BRUHAT

& D EWITT-MORETTE (1982)]. Rappelons que l’espace euclidien� � est muni d’une base ortho-
gonale directe ! "%R 
 %S 
 %T ' et de la norme euclidienne usuelle (notée]] ]]) en faisant un espace
vectoriel normé. Notons# l’origine de la base , point de l’espace affine associé. Tout point) de
cet espace affine est repéré par ses coordonnées"( � 
 ( & 
 ( � '.
DESCRIPTION DE LA SURFACE MOYENNE

SoitL la surface moyenne de la coque�, supposée l’image de l’adhérence d’un domaine�L du
plan� & contenant l’origine� par l’application�, régulière et injective :� " �L ' ! L D � � $ �L D � &  (4.1)
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A tout pointW deL 1 repéré par ses coordonnées cartésiennes"( � 
 ( & 
 ( � ', est associé un unique
point de �L , repéré par ses coordonnées"O � 
 O& ', dites coordonnées curvilignes deW pour la carte�. Une représentation de la surfaceL est alors la suivante :L ! äW ! "( � 
 (& 
 ( � ' s � � |�W ! � "O� 
 O& ' 
 "O � 
 O& ' s �L å  (4.2)

On définit les vecteurs tangents àL , supposés linéairement indépendants, par :Qy ! ��� OY � � �y (4.3)

et le vecteur unitaire normal àL est défini par :QT ! QR � QS]]Q R � QS ]]  (4.4)

Les vecteurs (QR 
 QS 
 QT) définis surL forment une base directe orthogonale de l’espace euclidien� � , dite basecontravarianteassociée à la surface moyenneL . Par analogie avec le cas 2D (voir
chapitre 3), on introduit les vecteurs formant la basecovariante"Q R 
 QS 
 QT ' définis par :Qy Q� ! �YZ $ QT ! QT  (4.5)

Le théorème de Gauss-Bonnet ([CIARLET (2000)], page 130) assure que la surface moyenneL
est entièrement caractérisée2, à l’orientation dans l’espace près, par deux tenseurs"Qy� ' et "��y ',appelés première et seconde formes fondamentales de la surfaceL . La première forme fondamen-
tale "Qy� ', appeléetenseur de changement de métriqueest l’inverse du tenseur symétrique défini
positif Qy� � Qy Q� : Qy� Q�� ! �YZ $ Qy� ! Qy Q�  (4.6)

La seconde forme fondamentale"��y ' appeléetenseur de courbure, non symétrique, apparaît comme
le tenseur mixte du tenseur symétrique�y� � QT Qy �� ! `QT �� Qy :��y ! �y�Q��  (4.7)

Les valeurs propres de ce tenseur, notées9é�� "OY ' et 9é�& "OY ' sont les courbures principales deL
enOY . La demie-trace, notéea , est la courbure moyenne de la surfaceL tandis que le déterminant,
notéb , est la courbure totale (ou courbure gaussienne) :~a "OY ' � �& "9 é�� "OY ' . 9 é�& "OY '' ! �& "[�� "OY ' . [&& "OY '' 
b "OY ' � "9 � "OY '9 & "OY ''é� ! [�� "OY '[&& "OY ' ` [&� "OY '[�& "OY '  (4.8)

Soit maintenant un vecteurg défini surL , de composantes cartésiennes"d : ' dans et exprimé
dans la base covariante deL selon :g ")' ! dZ ") '%� . d � ") '%� ! �dZ "OY 'XZ "OY ' . �d�X� "OY ' � �g "P ' 
 (4.9)

1pour simplifier, nous identifions l’espace affine avec son espace euclidien résultant.
2modulo quelques équations de compatibilité portant sur les symboles de Christoffel de première espèce.
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(" �dY 
 �d� ' désignent les composantes covariantes deg ). Pour tout pointW deL , le covecteur

îûî�
est

donné par la relation :�g�W ! "�dZ eY ` [YZ �d� 'Qy � Q� . "�d� fY . [ZY �dZ 'Qy � QT (4.10)

en notant : �dY eZ ! �dY fZ ` CcYZ �dc $ CYZc ! Qy Q� ��  (4.11)�dY eZ est la dérivée covariante dedY . L’égalité QT ! QT entraîne�d� eY ! �d� fY . Les fonctions réellesCcYZ sont les symboles de Christoffel de seconde espèce et vérifientCcYZ ! CcZY .
DESCRIPTION DE LA COQUE

Les préliminaires précédents permettent une description de la structure complète. Sans aucune
perte de généralité pour la suite, nous supposons que l’épaisseur, notée�ô de la coque� est uni-
formément constante.� est alors l’image de l’adhérence de�� � �L «~ ` ô 
 ô t par l’application�,
telle que : � k "OY 
 O� ' s �� D � � ! � "OY 
 O� ' � � "OY ' . O�QT s � D � �  (4.12)

Une représentation du volume� est alors :� ! ä� s � � |� � ! � "O� 
 O& ' . O�QT � � "P ' 
 "O � 
 O& ' s �L 
 O� s~ ` ô 
 ô tå  (4.13)

De façon analogue, la base contravariante associée au vecteur#� , notée "Uy 
 UT ' est définie
selon : Uy ! Qy . O�QT �y ! "�cY ` O� [cY 'Q� $ UT ! QT (4.14)

et le tenseur métrique associé est :ä Uy� ! Uy U� ! "�cY ` O� [cY ' "� �Z ` O� [�Z 'Q� Q� � Qy� ` ��y� O� . �y� O &� 
\Y� ! _ $ \�� ! X�� 
 (4.15)

en vertu de la symétrie du tenseur�y� et par la notation3YZ � [cY [c Z . Notons ]\ ] ! 678 "Uy� ' le
déterminant du tenseurUy� ; il vient :]\ ] ! "678 "��y ` O� ��y ''& ]X ] ! "� ` �a O� . b O &� '& ]X ]  (4.16)

3

REMARQUE (S) 11 Supposons l’application� bijective de�L dansL . Alors les coordonnées car-
tésiennes"( � 
 ( & 
 ( � ' s � et curvilignes"O� 
 O& 
 O� ' s �� sont en bijection si et seulement si,� ` �a "OY 'O� . b "OY 'O &� ^ _ zP s �� 
 (4.17)

(le tenseurQ étant défini positif), ce que nous supposons désormais. Ã
3Dans le cas 2D du chapitre précédent, nous avions� ¹  ¹ È Å	 � » ¼Î Ç ¹¹º ¹¹

.
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Dans la suite, nous utiliserons l’égalité suivante, pour toute fonction5 6�-mesurable :¢n 5 "( � 
 ( & 
 ( � '6( �6(&6(� ! ¢ �n "5 4� ' "O � 
 O& 
 O� ' "� ` �a O� . b O &� '� ]X ] 6O�6O&6O�  (4.18)

Considérons maintenant à nouveau un vecteur exprimé dans la base covariante"Qy 
 QT '. Par un
calcul analogue, nous obtenons pour tout point� de� :�g�� ! "�dZ eY ` [YZ �d� 'U y � Q� . "�d� fY . [ZY �dZ 'U y � QT . �dY f�U T � Qy . �d� f�U T � QT� �YZ " �g 'U y � Q� . �Y� " �g 'U y � QT . ��Y " �g 'U T � Qy . ��� " �g 'U T � QT 
 (4.19)

puis nous choisissons d’exprimer le tenseur des contraintes* ") ' ! � :; ")'%� � %� sous la forme :* ")' ! ��YZ "P 'Qy � Q� . �� Y� "P 'Qy � QT . �� �Y "P 'QT � Qy . �� �� "P 'QT � QT � �* "P ' 

(4.20)" �� YZ ' désignent les composantes contravariantes planes du tenseur des contraintes," �� Y� ' celles des

composantes de cisaillement transverse et�� �� la contrainte normale. Afin de déterminer la quantité1 2 "*  î ûî¡ '
, exprimons le vecteurU y en fonction du vecteurQy sachant queU T ! QT. La relation

(4.14) entraîne : U y ! ³"��y ` O���y '´é�Q� � 6YZ Q� 
 (4.21)

en définissant le tenseur non symétrique"èy� ' défini sur�L comme l’inverse du tenseur"��y ` O� ��y '.
REMARQUE (S) 12 Retenons que la relation�a ! [YY entraîne l’égalité :U y ! 6YZ Q� ! �M§¨ �¢£¨ � �̄ YZ . O� ³[YZ ` �a �YZ ´°XZ (4.22)

avec678 "èµR' � � ` �a O� . b O &� ^ _
. Ã

Ainsi, il vient U y � Q� ! 6Yð Q� � Q� puis :�g�� !�YZ " �g '6Yð Q� � Q� . �Y� " �g '6Yð Q� � QT . ��Y " �g 'QT � Qy . ��� " �g 'QT � QT!�ð Z " �g '6ðY Qy � Q� . �ð � " �g '6ðY Qy � QT . ��Y " �g 'QT � Qy . ��� " �g 'QT � QT 
Finalement, l’égalité cherchée est, en utilisant que la symétrie� Y� ") ' ! � �Y ")' entraîne�� Y� "P ' !�� �Y "P ', 1 2 "*  �g�� ' ! �� YZ 6ðZ �ð Y " �g ' . �� �Y ¯6ðY �ð � " �g ' . ��Y " �g '° . � �� ��� " �g ' (4.23)

que nous notons sous la forme condensée :1 2 "*  �g�� ' ! �� :; 6<; �<: " �g ' (4.24)
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en prolongeant la définition du tenseur6ZY telle que6�Y � _
et 6Y� � �Y� et rappelant que :

�ð : "g ' ! ��� ��¡ dZ fY ` CcYZ dc ` [YZ d� "� 
 	' ! "� 
 � ' 
d� fY . [cY dc "� 
 	' ! "� 
 �' 
dY f� "� 
 	' ! "� 
 � ' 
d� f� "� 
 	' ! "� 
 �' 
Un calcul analogue conduit à la relation :1 2 ¯*  ¯ �,�� °/  � g�� ° ! �� :; 6ðx �ð : " �, '6c� �c; " �g 'Xx� (4.25)

où l’on notera la présence explicite du tenseur de changement de métrique"Q�ý ' de la surface4.
Dans notre quête d’une réécriture simplifiée de la formulation variationnelle,introduisons mainte-
nant l’opérateurr k "G �fÀ " �� ''� l � � "G �fÀ " �� '' défini par :

r " �g ' ! ª¤¤¤¤« ` ¯Cc�� �dc . [�� �d�° ` ¯Cc�& �dc . [�& �d�° [c� �dc` ¯Cc&� �dc . [&� �d�° ` ¯Cc&& �dc . [&& �d�° [c& �dc_ _ _ ¬¥¥¥¥
entraînant l’écriture de l’opérateur� défini en (4.19) sous la forme condensée�:; " �g ' ! �d; f: .r :; " �g '.
Puis, il vient :1 2 "* ")' 0 / ", ")'' -g ")'' ! 1 2 " �* "P '  �0 " �, "P '' "è "P ' � " �g "P '''/ ' (4.26)

avec �0 " �, ' ! �T . è � " �, 'Q 5. De la même façon, la quantité1 2 "� ") ' + ", ")''' présente dans
l’équation de comportement mise sous forme variationnelle se transforme en laquantité :1 2 "� ") ' + ", ")''' ! 1 2 " �� "P '  �+ " �, "P ''' (4.27)

avec �+ ", ' ! �& ¯è � ", ' . "è � ", ''/ . è � ", ' Q "è � ", ''/ ° .

Finalement, la formulation variationnelle prend, dans le repère local associé à la surface moyenne,
la forme suivante :��� ��¡

¢ �n 1 2 "�> k �*  �� '� ]\ ]6 �� ! ¢ �n 1 2 " ��  �+ " �, ''� ]\ ]6 �� z �� s Á " �� ' 
¢ �n 1 2 " �*  �0 "è 7 " �g ''/ '� ]\ ]6 �� ! ¢ �¤� �B  �g � ]\ ]6C z �g s � " �� ' 
 (4.28)

avec � " �� ' ! �g s "G �fÀ " �� ''�|g e�¤¦ ! _� $ Á " �� ' ! "i&� " �� ''Â (4.29)

4Si nous avions exprimé le champ dans la cobase associée non pas à la surface[ MAIS à Æ , nous aurions obtenu¶ a §Õ Ú§ ¨©¨ª « Ü Ú ¨¬¨ª « È ] � Z®� Å Áà ÇZ¯ Å ÁÊ Ç ®¯ [CIARLET (2000),page 382].

5cela s’écrit composante par composante :° � È ±� � × ²� Z²³ÿ³ .
69



DÉRIVÉES LAGRANGIENNES POUR DES COQUES MINCES LINÉAIRES CHAPITRE 4

et �B ! 5 :Q�, 5 : étant les composantes covariantes deB . �> désigne le tenseur de souplesse de com-
posantes covariantes�>:; < = dans la base locale. Le tenseur inverse�� a pour composantes contrava-
riantes dans le cas isotrope :�� :; < = "OY ' ! �X:; "OY 'X< = "OY ' . º ¯X:< "OY 'X; = "OY ' . X:= "OY 'X; < "OY '°  (4.30)

dépendant des coordonnéesO � et O&. L’énergie mécanique est enfin :� ", 
 * ' ! �& m �n 1 2 " �*  �+ " �, ''� ]\ ]6 �� ` m �¤� �B  �,� ]\ ]6C � �� " �, 
 �* '  (4.31)

En vue du chapitre 5, insistons sur la

PROPRIÉTÉ 1 Si le couple", 
 * ' s � "� ' « Á "� ' réalise un minimum de la fonctionnelle� ,
alors le couple" �, 
 �* ' s � " �� ' « Á " �� ' défini par les relations (4.9) et (4.20) réalise un minimum
de la fonctionnelle�� . Ã
REMARQUE (S) 13 La formulation (4.28) est valable pour une structure d’épaisseur�ô constante
arbitraire pourvu qu’elle vérifie la condition (4.17). En particulier, si la structure est faiblement
courbée6, alors l’épaisseur peut être de l’ordre des autres longueurs, voire arbitraire. Ã
Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les dérivées lagrangiennes de� , associées au
front KA , évoluant le long de la surface moyenne de la structure S. L’objet du prochain paragraphe
concerne le calcul de ces quantités dans le cadre des coques minces, lorsque l’épaisseur vérifiant
(4.17) est supposée faible devant les autres dimensions. A l’image du cas bidimensionnel (voir
paragraphe 3.4), des simplifications cinématique et statique conduisent à des expressions définies
sur la surface moyenne.

4.2 Dérivées lagrangiennes pour des coques minces linéaires

4.2.1 Expressions du tenseur des déformations planes

Nous nous restreignons dans ce paragraphe au cas de l’élasticité linéaire. Comptetenu de
(4.23), nous définissons le tenseur symétrique des déformations planes´,µYZ ! �� ¯6ðY �ð Z . 6ðZ �ð Y° (4.32)

ainsi que les déformations de cisaillement transverse et normale par :µY� ! �� ¯6ðY �ð � . ��Y° $ µ�� ! ��� (4.33)

de sorte que1 2 "*  îûî¡ ' ! �� YZ µYZ " �g ' . � �� Y�µY� " �g ' . �� ��µ�� " �g '. Supposant l’épaisseur de la
structure faible devant les autres dimensions, nous cherchons l’ensemble� des déplacementsg !

6dans le sens où les courbures principales, valeurs propres de la seconde forme fondamentale, sont petites devant
1.
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 d� ' qui annulent les déformations hors plan :� ! �g ! "dY 
 d� ' 
 g s "a � " �� ''� 
 µY� "g ' !µ�� "g ' ! _ 
 d e�¤¦ ! _�. Les éléments de� vérifient les relations :dZ [Zð 6ðY . dY f� ! `d� fc 6cY $ d� fY ! _ � ! �
 � (4.34)

et l’on obtient la caractérisation suivante de l’ensemble� , appelé l’ensemble des champs de
Kirchhoff-Love (noté�¶ �

) :�¶ � ! äg ! "dY 
 d� ' $ g s "a � " �� ''� $ dY "O ' ! "� »Y ` O�[»Y 'd » "O� ' ` O�d � fY "O� ' $ d� "O ' ! d� "O� 'å
(4.35)

avec "��y ` O� ��y ' ! "èy� 'é�. A nouveau, les différents modèles de coque vont dépendre de l’ap-
proximation faite sur le tenseur6Y» . Dans le cas faiblement courbé où les valeurs propres du tenseur[YZ sont faibles devant l’unité, les quantités� ` O�9 é�Z "OY ' , O� s~ ` ô 
 ô t, sont voisines de� :

le tenseur6ZY est approché par�ZY et le scalaire678 "èé�' ! 678 ""èy� ¥é�' par �. Cela conduit au
modèle de Budiansky-Sanders. Dans le cas général, on écrit :6ZY ! �ZY . O� [ZY ` O &�  (4.36)

de sorte que, pour tout champ de Kirchhoff-Love, le tenseur des déformations planes prendla
forme suivante : µYZ "g ' ! K¶ �YZ "g ' ` O�h¶ �YZ "g ' . O &�  zg s �¶ �

(4.37)

avec��� ��¡ K ¶ �YZ "g ' ! �� ¯dY eZ . dZ eY° ` [YZ d� 
h¶ �YZ "g ' ! d� eYZ . [»Y eZ d» . 3YZ d� . �� [»Z ¯d» eY ` dY e»° . �� [»Y ¯d» eZ ` dZ e»° 

en notant : d� eYZ ! "d� fY ' eZ $ [»Y eZ ! [»Y fZ . C»Z± [±Y ` C±YZ [»±  (4.38)

REMARQUE (S) 14 – La quantité[»Y eZ est définie de telle manière que"[»Y d» ' eZ ! [»Y eZ d» .[»Y d» eZ
– Le tenseurK¶ �YZ coïncide avec le tenseur� "XYZ ' représentant la variation linéaire du tenseur

de changement de métrique notéeKYZ . En revancheh¶ �YZ �! � "[YZ ' � hYZ . On montre que :hYZ "g ' ! d� eYZ ` 3YZ d� . [±Y d± eZ . [±Z d± eY . [±Y eZ d± (4.39)

puis on remarque la relation :hYZ "g ' ! h¶ �YZ "g ' . �& ¯[±YK¶ �±Z "g ' . [±Z K ¶ �±Y "g '° (4.40)
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– Si nous prenons un champg de la formeg ! d:U �, le tenseur des déformations est�:; "g ' !�& "d: f; . d; f: ` Cj:; dj ' avecCj:; ! U · U� �� et alors, pour tout champ de Kirchhoff-Love, nous
avons maintenant :µYZ "g ' ! KYZ "g ' ` O�hYZ "g ' . O &� �YZ "g ' $ µ :� "g ' � _

(4.41)

– En utilisant la relation (4.22), nous obtenons que le tenseur des déformations planes s’ex-
prime selon,zg s �¶ �

:µYZ "g ' ! �678 "èé�' K̄¶ �YZ "g ' ` O�h �YZ "g ' . O &� � �YZ "g '° (4.42)

avec notamment : h �YZ "g ' ! d� eYZ . 3YZ d� . [±± K¶ �YZ "g ' . [±Z eY d±  (4.43)

Ce tenseur est symétrique en raison de l’égalité[±Z eY ! [±Y eZ . Cette expression permet de dé-

terminer des modèles de coques valables pour descourbures arbitraires. Le terme678 "èé�'
présent au dénominateur se simplifie en effet avec ce même terme présent dans le détermi-
nant � ]\ ]de la matrice jacobienne. Ã

4.2.2 Modèles de coque mince

Nous rappelons rapidement le modèle de Koiter puis proposons, à l’image de ce qui a été fait
dans le chapitre 2 deux modèles plus riches, valables pour des courbures d’ordre unité.

M ODÈLE DE KOITER

Compte tenu des hypothèses précédentes, la formulation (4.28) devient��� ��¡
¢ �n �?YZ »¸� »¸ � YZ 678 "èé�'�X6O ! ¢ �n � YZ µYZ ", '� ]X ]6O z� s Á " �� ' 
¢ �n � YZ µYZ "g '� ]X ]6O ! @ "g ' zg s �¶ � 
 (4.44)

en négligeant les contraintes hors plan7. Le modèle de Koiter est obtenu en faisant les approxima-
tions 6ZY î �ZY . O� [ZY et 678 "èé�' ! � ` �a O� . b O &� î �. Soient les efforts résultants"Vy� ' et
les moments de flexion"W y� ' de la surface moyenne :"�YZ 
 } YZ ' ! � ]X ] ¢ õéõ "�
 `O� ' �� YZ 6O� $ "9 YZ »¸� 
 9 YZ »¸� 
 9YZ »¸ï ' ! � ]X ] ¢ õéõ "�
 O� 
 O &� ' �9YZ»¸ 6O� 

(4.45)

7sinon le tenseur½¹ est à modifier.
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Avec la relation de comportement�� YZ î �9YZ»¸ K̄¶ �»¸ "g ' ` O�h¶ �»¸ "g '° et en intégrant enO�, le

problème variationnel (4.44) est approché par le problème suivant,z, s � < , zV 
W s Á< :������� ������¡
m �ù ³¯?�YZ »¸�»¸ . ? �YZ»¸}»¸°r YZ . ¯? �YZ »¸�»¸ . ? ïYZ»¸}»¸°øYZ ´6 �L !m �ù ³r YZ K¶ �YZ ", ' . øYZ h¶ �YZ ", '´6 �L zº 
 » s Á< 
m �ù ³�YZ K¶ �YZ "g ' . }YZ h¶ �YZ "g '´6 �L ! �@ "g ' zg s � < 


(4.46)

en notant :

¯ ?�YZ »¸ ? �YZ »¸? �YZ »¸ ? ïYZ »¸ ° ! ¯ 9YZ»¸� `9YZ»¸�`9YZ»¸� 9YZ»¸ï °é�
et :� ¡� < ! äg ! "dY 
 d� ' 
 dY s a � " �L ' 
 d� s a & " �L ' 
 "dY ' e�¤¦ ! _ 
 "d� ' e�¤¦ ! _ 
 "d� f� ' e�¤¦ ! _å 
Á< ! "i&� " �L '� 

(4.47)

Enfin, l’énergie mécanique est, pour tout� s � < , pour toutV 
W s Á< :� "V 
W 
 , ' ! �� ¢ �ù ³�YZ K ¶ �YZ ", ' . }YZ h¶ �YZ ", '´6 �L ` �@ ", ' (4.48)

REMARQUE (S) 15 La littérature diffère sur l’appellation du modèle de Koiter. Certains nomment
le modèle de Koiter celui obtenu précédemment en remplaçant¼½ ¾ par ¼. En fait, l’énergie
de déformation est perturbée de manière négligeable lorsque¼½ ¾ est remplacé par¼ [KOITER

(1970)]. Ã
VERS LE MODÈLE DE K IRCHHOFF -L OVE

Afin d’augmenter l’ordre du modèle précédent d’une unité, il suffit d’approcher le déterminant
par � ` �a O�, ce qui correspond à une approximation du même ordre que le tenseur"è�y '. Nous
écrivons : � ]X ]678 "èé�' �� YZ ! 9YZ»¸ ¯K¶

�
»¸ "g ' ` O�h¶ �

»¸ "g '° (4.49)

avec9YZ»¸ ! � ]X ]¿ÀÁ "6é�' �9YZ»¸ . Puis nous définissons :"�YZ 
 } YZ ' ! � ]X ] ¢ õéõ "�
 `O� ' �� YZ 678 "èé�'6O� $ "9 YZ »¸� 
 9 YZ »¸� 
 9YZ »¸ï ' ! ¢ õéõ "�
 O� 
 O &� '9YZ »¸ 6O� 
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La formulation (4.44) devient :������� ������¡
m �ù ³¯?�YZ »¸�»¸ . ? �YZ»¸}»¸°r YZ . ¯? �YZ »¸�»¸ . ? ïYZ »¸}»¸°øYZ ´6 �L !m �ù ³r YZ K¶ �YZ ", ' . øYZ h¶ �YZ ", '´6 �L zº 
 » s Á< 
m �ù ³�YZ K ¶ �YZ "g ' . }YZ h¶ �YZ "g '´6 �L ! �@ "g ' zg s � < 

(4.50)

Enfin, reprenant (4.42), il vient :�� YZ ! 9YZ»¸ ¯K¶
�

»¸ "g ' ` O�h �»¸ "g '° (4.51)

avec9YZ»¸ ! 678 "èé�'é� �9YZ»¸ . Nous définissons cette fois :"�YZ 
 } YZ ' ! � ]X ] ¢ õéõ "�
 `O� ' �� YZ 6O� "9YZ »¸� 
 9YZ »¸� 
 9YZ »¸ï ' ! � ]X ] ¢ õéõ "�
 O� 
 O &� '9YZ»¸ 6O�
puis la formulation variationnelle prend la forme :������� ������¡

m �c ³¯?�YZ»¸�»¸ . ? �YZ»¸}»¸°r YZ . ¯? �YZ»¸�»¸ . ? ïYZ »¸}»¸°øYZ ´6 �L !m �ù ³r YZ K �YZ ", ' . øYZ h �YZ ", '´6 �L zº 
 » s Á< 
m �ù ³�YZ K �YZ "g ' . }YZ h �YZ "g '´6 �L ! �@ "g ' zg s � < 
(4.52)

Il suffit alors de calculer correctement les quantitésm õéõ �9YZ»¸ 678 "èé�'é�6O�. L’approximation
faite sur le tenseur"Ây� ' entraîne que le modèle obtenu reste d’ordre 1. Toutefois, on remarque
que le tenseur¼ R est plus simple que¼½ ¾ .

REMARQUE (S) 16 – Les trois modèles précédents admettent, sous réserve de conditions aux
limites cohérentes, une solution unique. Cela repose sur l’ellipticité de l’énergie de défor-
mation, soit une inégalité de Korn. Celle-ci est obtenue par l’absurde à partir du lemme du
mouvement rigide, montrant que si les tenseurs® et¼ sont identiquement nuls, et si le champ
de déplacement est fixé à zéro sur une partie de mesure non nulle de la frontière, alors le
champ est en fait identiquement nul. Usuellement, ce lemme est montré pour les tenseurs®
et ¼. La propriété en résulte pour les autres modèles, en remarquant au premier ordre, que
dans"i& "� ''� :®̄ ½ ¾ ! ¼½ ¾ ! _° ÃÄ ¯® ! ¼ ! _° ÃÄ ®̄ ½ ¾ ! ¼ R ! _°  (4.53)

– Dans le cas où6ZY est approché par�ZY , plusieurs modèles apparaissent. Le premier est le

modèle de Budiansky-Sanders oùh¶ �YZ "g ' devientd� eYZ . [±Y eZ d± . �& ¯[»Y d» eZ . [»Z d» eY° .
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Le second est le modèle de Novozhilov-Donnel, où de façon cohérente8 avec l’hypothèse
précédente, nous écrivonsdY î d Y ` O�d � fY et h¶ �YZ "g ' devienth¶ �YZ "g ' î d � eYZ . Ce modèle
ne vérifie pas le lemme du mouvement rigide mais admet néanmoins une solution unique. La
démonstration repose sur le fait qu’une coque peu profonde peut être considérée comme une
certaine perturbation d’une plaque pour laquelle nous avons le résultat [BERNADOU et al.
(1994)]. Ã

4.2.3 Modèle de coque peu profonde délaminée

Avant de déterminer les dérivées lagrangiennes, écrivons le modèle de coque délaminée, en
supposant la structure endommagée�� ! Å �:X � ��: formée de trois coques saines��: raccordées
le long du front de fissureKA . Pour simplifier les écritures, nous supposons que les trois coques
saines sont peu profondes, et utilisons le modèle de Novozhilov. La structure est encastrée sur une
partie �CE D � �L � de 6 �L -mesure non nulle et soumise au chargement de flexionm=� 5 �� d�� ]X ]6@ .m=P 5 �éd�� ]X ]6@ avec@& D � �L & et @� D � �L �. Le modèle est écrit sur la surface moyenne�L de la
structure. Soient� " �L : ' la projection de�L : sur �L et ô�: 
 ôé: les cotes inférieure et supérieure, dans le
repère local de la surface moyenneL et les efforts résultants"Vy�� '

et moments de flexions"W y�� '
tels que"�YZ: 
 } YZ: ' ! � ]X ] m õß�õ�� "�
 `O� ' �� YZ 6O�. La formulation variationnelle est (4.46) où� <
est remplacé par l’espace� � suivant :� � ! äg ! "dY 
 d� ' 
 "dY ' e: � �ù � � s a � "� " �L :'' 
 "d� ' e: � �ù � � s a & "� " �L : '' 
 "dY ' e�cí ! _ 
 (4.54)"d� ' e�¤¦ ! _ 
 "d� f� ' e�¤¦ ! _ 
 dY 
 d� et d� f� continus le long de� " �KA 'å  (4.55)

Les équations d’équilibre sont dans chaque sous-domaine :~ "�YZ: ' fZ . �c Z: CYc Z ! _ � " �L : ' 
"} YZ: ' fYZ . "} YZ: CcYZ 'c ` �YZ: [YZ ! _ � " �L : '  (4.56)

Désignons par� le vecteur unitaire porté par�L , normal à la ligne�KA et dirigé vers la partie déla-

minée, soit vers� " �L & ' ! � " �L � ' et tt1 YZ ~~ ! ¯1 YZ� ` 1 YZ& ` 1 YZ� ° e�c � . Les conditions de raccord

cinématique et d’équilibre statique le long de�KA s’écrivent alors :

– Continuité de�dY : tt�YZ ~~�Z ! _
en �KA "� ! �
 �'  (4.57)

– Continuité de�d� f� : tt} YZ ~~�Y �Z ! _
en �K A  (4.58)

8Pour cette raison, il est possible de retrouver ce modèle via une analyseasymptotique, contrairement au modèle
de Budiansky-Sanders, où l’hypothèse×Æ� ^ ±Æ� n’est que partiellement utilisée.
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– Continuité de�d�tt} YZfZ ~~�Y . tt} YZ CcYZ ~~�c . �� � ¯tt} YZ ~~�Y �Z ° ! _
en �KA 
 (4.59)

obtenu en décomposant

î �ÇPî � ! î �ÇPî � � . î �ÇPî � � (� désigne l’abscisse curviligne et� le vecteur
tangent à�KA tel que"� 
 � ' soit un repère direct).

Les conditions de chargement s’écrivent sur� "@: ' 
 	 ! � 
 � :� ¡ �YZ: �Z ! }YZ: �Y �Z ! _ 
"} YZ& ' fZ �Y . îî � "} YZ& �Y �Z ' . }YZ& CcYZ �c ! `5 �� 
"} YZ� ' fZ �Y . îî � "} YZ� �Y �Z ' . }YZ� CcYZ �c ! 5 é�  (4.60)

Sur les bords libres, les relations sont les précédentes avec5 �� ! 5 é� ! _
. Enfin, la condition

d’encastrement sur�K s’écrit simplement�d: ! �d� f� ! _
et l’énergie mécanique associée est :� ", ' ! �& � �:X � m: � �ù � � "�YZ: K ¶ �YZ ", ' . }YZ: h¶ �YZ ", ''6 �L ` m: �=� � 5 ����� ]X ]6@ ` m: �=P � 5 �é��� ]X ]6@

(4.61)

que nous allons maintenant dériver par rapport àKA .
4.2.4 Mise en œuvre de laã-méthode

La cinématique du front est décrite par le champ de vecteurs plans� ! "�� "OY ' 
 �& "OY ' 
 _' s"G & fu " �L ''� réguliers et de support un voisinage du front de fissure inclus dans�L ! ë�:X �� " �L : ',
surface moyenne de la structure endommagée�� . La transformation d’avancée virtuelle du front estå æ k �L l �L æ $ P l P ç ! P . ä� "P '. Le jacobien de cette transformation est alors"�S . ä î Èî É ', ce
qui entraîne : � ¡ 6Pç ! 678 "�S . ä î Èî É '6P ! ¯� . ä6	d � . ä &678 " îÈî É '°6P 
îî É ´ ! îî É "�S . ä îÈî É 'é� ! îî É ` ä îî É  îÈî É . ä & îî É  îÈî É  îÈî É . 4 "ä & '  (4.62)

Nous utiliserons cette dernière équation pour l’équation de comportement tandis que pour l’équa-
tion d’équilibre9, nous utiliserons la relation suivante :�� P ç ! 678 "�S . ä � �� P 'é� ³ �� P . ä ¯ �� P 1 2 "� �� P ' ` �� P � �� P °´  (4.63)

Parmi les formules utiles, citons :- "-d� 'æ ! - "-d� ' ` ä ³- "-d� � �� P ' . - "-d� ' � �� P ´. ä & ³- "-d� "� �� P '& ' . - "-d� � �� P ' � �� P . - "-d� ' "� �� P '&´ . 4 "ä & ' 
9où ×cÊ ÅËÌ � � ¨ Í¨Î Ç apparaît
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Enfin, pour tout tenseurB de composantes de classew & " �L ', la dérivation par rapport à la métrique
locale s’écrit : B ç ! B . ä-B � . �� ä &-& B � � . 4 "ä & ' 
 (4.64)

cette relation étant à considérer composante par composante. Afin de rendre possible le calcul des
dérivées lagrangiennes et d’utiliser les relations précédentes, il convient au préalable, de réécrire
la formulation (4.46) sous forme matricielle. Notantg Ï ! "d� 
 d& ', il vient :r YZ K¶ �YZ "g Ï 
 d� ' ! 1 2 "r � g Ï� P ' ` 1 2 "º C ' g Ï ` 1 2 "º �'d� (4.65)

et 10 : øYZ h¶ �YZ "g Ï 
 d� ' !1 2 "» - &d� ' ` 1 2 "» C ' -d� . 1 2 "» �'d� . 1 2 "» [' g Ï. øYZ �� [»Z ¯d» eY ` dY e»° . øYZ �� [»Y d̄» eZ ` dZ e»° 
Le traitement des deux derniers termes est plus délicat. Leur somme vaut�& ø YZ "[ZZ ` [YY ' "� `�ZY ' "dZ fY ` dY fZ ' - le dernier facteur est appelé le tenseur tourbillon plan - puis finalementø �& "[�� `[&& ' "d �f& ` d& f� ', selonø �& ! ø &�. Nous la réécrivons ainsi :ø �& "[ �� ` [&& ' "d �f& ` d& f� ' ! [�� ` [&&� 1 2 "» �  � g Ï� O ` "�g Ï� P '/ ' � �1 2 "» � "-g Ï '½ ' (4.66)

en définissant,� ! ¯ � __ `� ° 
 "-g Ï '½ ! -g Ï ` "-g Ï '/� et � ! [�� ` [&& 
Finalement, la formulation variationnelle prend la forme suivante (nous omettons6 �L ) :���������������� ���������������¡

¢ �ù 1 2 "?� k V . ? � k W 'º . 1 2 "? � k V . ? ï k W '» !. ¢ �ù 1 2 "º -, Ï ' ` 1 2 "º C ' , Ï ` 1 2 "º �'�� . ¢ �ù �1 2 "» � -, Ï ½ '. ¢ �ù 1 2 "» - &�� ' ` 1 2 "» C ' -�� . 1 2 "ø 3'�� . 1 2 "ø [' �¨ zº 
 » s Á< 
¢ �ù 1 2 "V -g Ï ' ` 1 2 "W C'g Ï ` 1 2 "W �'d� . ¢ �ù �1 2 "W � -g Ï ½ '. ¢ �ù 1 2 "W -&d� ' ` 1 2 "W C' -d� . 1 2 "W �'d� . 1 2 "W �' , Ï ! �@ "g ' zg s � � 
Il ne reste plus qu’à écrire cette formulation sur l’ouvert virtuel��æ ! �L æ «~ ` ô 
 ô t, à se ramener
sur �� selon les relations précédentes puis à développer :",çÏ 
 �æ� 
 Vç 
W ç ' ! ", Ï 
 �� 
 V 
W ' . ä ", RÏ 
 � �� 
 V R 
W R' . ä & ",SÏ 
 �&� 
 V S 
W S' . 4 "ä & ' 
 (4.67)

10par exemple,¶ a ÅÐ ÚÑ Ç ÚÊ Ñ È 
 �Æ ÑÒ�Æ ÙÒ .
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et enfin à identifier les termes de même ordre en le paramètreä . A titre d’exemple, nous avons :

¢ �ù â 1 2 "º Cæ ' ,çÏ 6 �L æ ! ¢ �ù 1 2 "º C ' , Ï6 �L . ä ³¢ �ù 1̄ 2 "º C ' , RÏ . 1 2 "º -C � ' , Ï°6 �L´. ä & ³¢ �ù ¯1 2 "º C ' , SÏ . 1 2 "º -C � ' , RÏ . �� 1 2 "º - &C� � ' , Ï°6 �L´ . 4 "ä & ' 
Dans le paragraphe suivant, nous donnons les résultats du calcul, dans le cas du modèle de Novoz-
hilov pour lequel la formulation est simplement :

��������� ��������¡
¢ �ù 1 2 "?� k V . ? � k W 'º . 1 2 "? � k V . ? ï k W ' » !¢ �ù 1 2 "º -, Ï ' ` 1 2 "º C ' , Ï ` 1 2 "º �'�� . 1 2 "» - &�� ' ` 1 2 "» C ' -�� zº 
 » s Á< 
¢ �ù 1 2 "V -g Ï ' ` 1 2 "W C' g Ï ` 1 2 "W �'d� . 1 2 "W -&d� ' ` 1 2 "W C'-d�Ó ÔÕ Ö×ï �ý f� fûØ fÇP � ! �@ "g ' zg s � � 

4.2.5 Dérivées première et seconde dans le cas coque peu profonde

Après développements et simplifications, le taux de restitution se réduit à :

�\ "� ' ! ¢ �ù 1 2 "V -, Ï -� ' . ¢ �ù 1 2 "W -C � ' -�� . ¢ �ù 1 2 "W -&�� -� '` ¢ �ù 1 2 "W C' -�� -� . ¢ �ù 1 2 "V -C � ' , Ï . ¢ �ù 1 2 "V - [ � '��. ¢ �ù 1 2 "W - "-�� -� '' , Ï ` �� ¢ �ù 1 2 "V -, Ï '6	d � . �� ¢ �ù 1 2 "V C ' , Ï6	d �` �� ¢ �ù 1 2 "W -&�� '6	d � . �� ¢ �ù 1 2 "W C'-��6	d � . �� ¢ �ù 1 2 "V �'��6	d �. �� ¢ �ù 1 2 "-?� � k V . -? � � k W 'V . 1 2 "-? � � k V . -? ï � k W 'W 
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Les dérivées lagrangiennesV R 
W R s Á< et, R ! ", RÏ 
 � �� ' s � � vérifient la formulation :����������������������������� ����������������������������¡

¢ �ù 1 2 "?� k V R . ? � k W R' º . 1 2 "? � k V R . ? ï k W R' » ` ¢ �ù � "º 
 » 
 , RÏ 
 � �� ' !` ¢ �ù 1 2 "-?� � k V . -? � � k W 'V . 1 2 "-? � � k V . -? ï � k W 'W` ¢ �ù 1 2 "º -, Ï - � ' . 1 2 "º -C � ' , Ï . 1 2 "º - � � ',T . 1 2 "» - "-�� -� ''` ¢ �ù 1 2 "ø - "-�� ' -�' . 1 2 "» -C � ' -�� ` 1 2 "» C ' -�� -� zº 
 » s Á< 
¢ �ù � "V R 
W R 
 g Ï 
 d� ' ! ¢ �ù `1 2 "V -g Ï '6	d � . 1 2 "V -g Ï - �' . 1 2 "V C' g Ï6	d �. ¢ �ù 1 2 "V -C � ' g Ï . 1 2 "V �'d�6	d � . 1 2 "V - � � 'd�. ¢ �ù `1 2 "W -&d� '6	d � . 1 2 "W - "-d� -� '' . 1 2 "W -&d� -� '. ¢ �ù 1 2 "W -C � ' -�� . 1 2 "W C' "-d�6	d � ` -d� -�' zg s � � 

tandis que la dérivée seconde se réduit à :� �� �&� "� 
 � ' !` ¢ �ù 1 2 "V R -, Ï - � ' . ¢ �ù 1 2 "V R -, Ï '6	d � ` ¢ �ù 1 2 "V R C' , Ï6	d �` ¢ �ù 1 2 "V R -C � ' , Ï ` ¢ �ù 1 2 "V R �'��6	d � ` ¢ �ù 1 2 "V R -�'d�` ¢ �ù 1 2 "W R - "-�� -� '' ` ¢ �ù 1 2 "W R -C � ' -�� . �� ¢ �ù 1 2 "W C' -� �� -�` ¢ �ù 1 2 "W R - &�� -� '-�� . ¢ �ù 1 2 "W R -&�� '6	d � ` ¢ �ù 1 2 "W R C ' "-��6	d � ` -�� -� '` ¢ �ù 1 2 "V -, RÏ - � ' ` ¢ �ù 1 2 "V -C � ' , RÏ ` ¢ �ù 1 2 "V - [ � '� ��` ¢ �ù 1 2 "W - "-� �� -� '' ` ¢ �ù 1 2 "W -&� �� -� ' ` ¢ �ù 1 2 "W -C -�' -� ��` ¢ �ù 1 2 "V C' , Ï678 "-� ' . � ¢ �ù 1 2 "W - "-�� "-� '& '' . � ¢ �ù 1 2 "W -C' -�� -�` ¢ �ù 1 2 "V -C � ' , Ï6	d � ` ¢ �ù 1 2 "V �'��678 "-� ' ` ¢ �ù 1 2 "V - � � '��6	d �. � ¢ �ù 1 2 "W - "-�� -� '-� ' ` ¢ �ù 1 2 "W - "-�� -� ''6	d � ` ¢ �ù 1 2 "W -C � ' -��6	d �. ¢ �ù 1 2 "V -, Ï "-� '& ' ` ¢ �ù 1 2 "V -&C� � ' , Ï ` ¢ �ù 1 2 "V - & �� � '��

(4.68)
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DÉRIVÉES LAGRANGIENNES POUR DES COQUES ÉPAISSES CHAPITRE 4. ¢ �ù 1 2 "W -&�� "-� '& ' ` ¢ �ù 1 2 "W -&C� � ' -�� ` �� ¢ �ù 1 2 "W C'-�� "-� '&` ¢ �ù 1 2 "-?� � k V R . -? � � k W R' V . 1 2 "-? � � k V R . -? ï � k W R'W` �� ¢ �ù 1 2 "- &?� � � k V . -&? � � � k W 'V . 1 2 "- &? � � � k V R . -&? ï � � k W 'W 

comportant une quarantaine de termes11, nombre à comparer avec les quatorze du cas droit
[OUSSET (1999)] pour lequel nous vérifions que les expressions obtenues coïncident. Le calcul
permettant d’exprimer ces dérivées sous forme d’intégrales curvilignes semblehors de portée ici.
Compte tenu de la complexité de ces expressions, nous choisissons de ne pas faire d’hypothèse
cinématique et d’obtenir les expressions à partir d’une formulation coque épaisse. Ceci fait l’objet
du paragraphe suivant.

4.3 Dérivées lagrangiennes pour des coques épaisses

Afin de simplifier la mise en œuvre de la
�
-méthode, posons* ! �* � ]\ ], > ! �>� ]\ ]é�,0 ! �0 , , ! �, . La formulation (4.28) devient simplement alors :~m �n 1 2 "> k * � '6 �� ! m �n 1 2 "� + ", ''6 �� z� s Á " �� ' 
m �n 1 2 "* 0 "è % "g ''/ '6 �� ! m �¤� �B g � ]\ ]6C zg s � " �� ' 
 (4.69)

tandis que l’énergie mécanique définie sur� " �� ' « Á " �� ' s’écrit :� ", 
 * ' ! �� ¢ �n 1 2 "* + ", ''6 �� ` ¢ �¤� �B ,� ]\ ]6C  (4.70)

4.3.1 Elasticité linéaire

Commençons par le faire dans le cas des petits déplacements, pour lequel la formulation (4.69)
se réduit à12 :��� ��¡

¢ �n 1 2 "> k * � '6 �� ! ¢ �n 1 2 "� è % ", ''6 �� z� s Á " �� ' 
 (4.71)¢ �n 1 2 "* è % "g ''6 �� ! �@ "g ' zg s W� " �� ' 
 (4.72)

pour ", 
 * ' s W� " �� ' « Á " �� ' et W� " �� ' ! �g s "a � " �� ''� 
 g e�¤¦ ! _�. Puis après des cal-
culs similaires à ceux effectués jusqu’à présent, le couple des dérivées lagrangiennes", R 
 * R' s

11Plus de soixante dans le cas général.
12Dans ce paragraphe, toutes les quantités ne sont pas soulignées :Õ désigneÕ ...
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DÉRIVÉES LAGRANGIENNES POUR DES COQUES ÉPAISSES CHAPITRE 4W� " �� ' « Á " �� ' vérifie la formulation suivante :�������������� �������������¡

¢ �n 1 2 "> k * R � '6 �� . ¢ �n 1 2 "-> � k * � '6 �� ! ¢ �n 1 2 "� è % ", R''6 ��. ¢ �n 1 2 ¯� è t-r ", '� ` "-, -� '/ ~°6 �� . ¢ �n 1 2 "� -è � % ", ''6 �� z� s Á " �� ' 

(4.73)¢ �n 1 2 "* R è % "g ''6 �� ! ` ¢ �n 1 2 "* è % "g ''6	d �6 �� ` ¢ �n 1 2 "* -è � % ", ''6 ��` ¢ �n 1 2 �̄ è t-r ",' � ` "-, -� '/ ~° 6 �� zg s W� " �� ' 
 (4.74)

et la loi de comportement locale (4.73) s’écrit, dans�� :* R ! � k è % ", R' . � k è t-r ", '� ` "-, -�'/ ~ . � k -è � % ", ' ` � k -> � * 
 (4.75)

avec* ! �� k è % ", ', qu’il convient ensuite d’injecter dans (4.74) pour obtenir une formulation
en déplacements. Puis, par des arguments classiques, la dérivée première de l’énergie est obtenue
sous la forme :�� ��� "� ' ! �� ¢ �n 1 2 "* è % ", ''6	d �6 �� . ¢ �n 1 2 "* -è � % ", ''6 ��. ¢ �n 1 2 ¯* è t-r ", ' � ` "-, -� '/ ~° 6 �� ` �� ¢ �n 1 2 "-> � k * * '6 �� 
 (4.76)

en utilisant les propriétés de symétrie de�> et de- �>�. Enfin, la dérivée seconde est :�� �&� "� 
 � ' ! �� ¢ �n 1 2 "* è % ", ''678 "-� '6 �� . �� ¢ �n 1 2 "* R è % ", ''6	d �6 ��. �� ¢ �n 1 2 "* è % ", R''6	d � . �� ¢ �n 1 2 "*  � ", ''6	d �6 ��. �� ¢ �n 1 2 "* R è % ", R''6 �� . �� ¢ �n 1 2 "* R  � ", R''6 �� . �� ¢ �n 1 2 "*  & ", R 
 , ''6 ��. �� ¢ �n 1 2 ¯* è t-r ", R' � ` "-, R -� '/ . "-, "-� '& '/ ~°6 ��` �� ¢ �n 1 2 "-> � k * R * '6 �� ` �� ¢ �n 1 2 "-&>�� k * * '6 �� 
 (4.77)

avec :�������� �������¡
 � ", ' ! è � � ", ' . -è � % ", ' 
 & ", R 
 , ' ! è � & ", R 
 , ' . -è �  ¯% ", R' . � � ", '° . �� -&è� � % ",' 
� � ", ' ! -r ", ' � ` "-, -� '/ 
� & ", R 
 , ' ! -r ", R' � ` "-, R -� '/ . "-, "-� '& '/ . �� -&r ", '� � 
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4.3.2 Grands déplacements

Nous obtenons, en utilisant la symétrie du tenseur"Qy� ', que le couple"* R 
 , R' s Á " �� ' «� " �� ' vérifie la formulation suivante :����������������������������� ����������������������������¡

* R ! � k0  ¯tè % ", R'~/ . tè "-r ", '� ` "-, -� '/ '~/ . t-è � % ", '~/ °` � k -> � * . �� � k è % ", ' -Q � tè % ", '~/ dans ��¢ �n 1 2 "* R 0 tè % "g '~/ '6 �� . ¢ �n 1 2 "* è % ", R' Q tè % "g '~/ '6 �� !` ¢ �n 1 2 "* 0 tè % "g '~/ '6	d �6 �� ` ¢ �n 1 2 "* 0 t-è � % "g '~/ '6 ��` ¢ �n 1 2 ¯* 0 tè "-r "g ' � ` "-g -�'/ '~/ ° 6 ��` ¢ �n 1 2 "* è % ", ' -Q � tè % "g '~/ '6 ��` ¢ �n 1 2 "* -è � % ", 'Q tè % "g '~/ '6 ��` ¢ �n 1 2 ¯* è t-r ", '� ` "-, -� '/ ~ Q tè % "g '~/ °6 �� zg s � " �� '  (4.78)

Le taux de restitution de l’énergie s’écrit alors :\ "�' ! �� ¢ �n 1 2 "-> k � * * '6 �� . ¢ �n 1 2 ¯* 0 tè ""-, -�'/ ` -r ", ' � '~/ °6 ��` �� ¢ �n 1 2 "* + ", ''6	d �6 �� ` ¢ �n 1 2 "* 0 t-è � % ", '~/ '6 ��` �� ¢ �n 1 2 "* è % ", ' -Q � tè % ", '~/ '6 �� (4.79)

tandis que la dérivée seconde (donnée ici dans le cas simplifié où la métrique est constante entraî-
nant-Q � � _ 
 -è � � _ 
 -r "' � ! _

ainsi que-> � � _
) :�� �&� "� 
 � ' ! ¢ �n 1 2 "* + ", ''678 "-� '6 �� . ¢ �n 1 2 "* R + ",''6	d �6 ��. � ¢ �n 1 2 ¯* 0 -, "-� '& è/ °6 �� ` ¢ �n 1 2 "* 0 -, R -� è/ °6 ��` ¢ �n 1 2 ¯* 0 -, -� è/ °6	d �6 �� ` ¢ �n 1 2 ¯* è "-, -� '/ Q tè % ", R'~/ °6 ��. ¢ �n 1 2 ¯* è "-, -� '/ Q -, -� è/ °6 �� ` ¢ �n 1 2 "* R 0 -, -� è/ '6 �� 

(4.80)

Bien entendu, nous prenons soin de vérifier que ces expressions coïncident avec celles du cas plan
lorsqueQ ! �T 
 è ! �T etr � _

.
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4.4 Exemples de cartes

Nous explicitons les termes présents dans les dérivées précédentes associés àdeux cartes de
natures différentes. Nous traitons tout d’abord le cas d’une arche cylindrique menant àdes expres-
sions simplifiées des dérivées, puis le cas du paraboloïde hyperbolique [BERNADOU (1994), page
10].

4.4.1 L’arche cylindrique

Soit une arche cylindrique, d’épaisseur constante représentée dans le repère"% � 
 %S 
 %T ' sur la
figure (4.1).Ù

Ù
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á
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FIG. 4.1: Arche cylindrique� image par l’application� du domaine�� et présentant une fissure
interne, au sens de sa surface moyenneL , délimitée par le frontK A .
La carte naturelle� pour décrire la surface moyenne de l’arche cylindrique est :L 9 ) ! "( 
 � 
 í ' ! � "O� 
 O& ' ! 2̄ 34� "O �' 
 O& 
 2 t�	� "O�' ` �	� "5 "2 '~° "O � 
 O& ' s �L 
 (4.81)

définie sur �L !~5 "2 ' 
 � ` 5 "2 ' t«~_ 
 i t. La fonction 5 est définie égale à5 "2 ' ! �& "� ` =÷ ' de
façon à ce que la longueur selon%R de la structure soit constante égale à@ pour tout2. Enfin, cette
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carte est bijective si et seulement si5 "2 ' ^ ` :& entraînant la condition2 ^ =&: . D’un point de vue
numérique, cette carte n’est pas satisfaisante. En effet, lorsque2 est arbitrairement grand, la surface
virtuelle �L se réduit à une bande mince centrée autour de la ligne� :& � «~_ 
 i t et générant, après
maillage des éléments finis très applatis. Comme dans le chapitre 3, nous nous ramenons alors à
un domaine�L indépendant de2 en mettant en bijectionO� s~� ` 5 "2 ' 
 5 "2 ' t et O � s~ ` =& 
 =& t selon
la relationO � ! "�5 "2 ' ` � 'O � . :& . La carte� devient alors :L 9 ) ! "( 
 � 
 í ' ! � "O� 
 O& ' ! 2̄ �	� " O �2 ' 
 O& 
 2 34� O �2 ` 234� @�2 ° "O� 
 O& ' s �L (4.82)

définie sur�L !~ ` =& 
 =& t«~_ 
 i t. La structure, d’épaisseur�ô admet alors la représentation :� 9 ) ! "( 
 � 
 í ' ! � "O� 
 O& 
 O� ' ! ¯"2 . O� '�	� " O�2 ' 
 O& 
 "2 . O� '34� O�2 ` 234� @�2 ° 
 P s ��
(4.83)

avec �� !~ ` =& 
 =& t«~_ 
 i t«~ ` � 
 � t. La base contravariante associée àL est alors :QR ! "34� O�2 
 _ 
 `�	� O �2 ' $ QS ! "_ 
 �
 _' $ QT ! "�	� O �2 
 _ 
 34� O�2 ' 
 (4.84)

menant à"Qy� ' ! "Qy� ' ! �YZ 
 Qy ! Qy 
 [�& ! [&& ! [&� ! [�& ! [&& ! _
, [�� ! [�� ! `2 é�,CcYZ ! _

. La courbure moyenne est égale à�a ! `2é� et la courbure de Gaussb est nulle13. De

plus, le jacobien égal à� ]\ ] ! � . O�2 é� entraîne la condition supplémentaire sur2 : 2 ^ �. Enfin,
nous obtenons :è ! ª« � . O�2 é� _ __ � __ _ � ¬ é� $ r "g ' ! ª« `2é�d� _ `2 é�d �_ _ __ _ _ ¬ 
Par ailleurs, la composante du champ� selon la normale étant nulle, et les opérateursQ 
 >
 è etr étant indépendants des variablesOY , il vient "-è � ':; ! _

, "-r � ':; ! _
et "-Q � ':; ! _

, ce
qui simplifie très notablement les expressions des dérivées lagrangiennes. Enfin, larelationXYZ !�YZ , entraîne, dans le cas isotrope, que le tenseur de souplesse�> est indépendant des coordonnées
curvilignes et égal à>. Il en résulte simplement> ! > "� . O�2 é�'é� et "->� ':; ! _

. De plus,
nous avons, en notant3 ! 34� " � �÷ ' et � ! �	� " � �÷ ' les relations :� ¡ �� "( 
 � 
 í ' ! �� � "O: '3 . ��� "O: '� 
� � "( 
 � 
 í ' ! ��& "O: ' 
� î "( 
 � 
 í ' ! ` �� � "O: '� . ��� "O: '3 

et : ª¤¤¤¤¤¤«

������� î î�� î��î���
¬¥¥¥¥¥¥ !

ª¤¤¤¤¤¤«
3& _ �& _ �3� __ � _ _ _ _�& _ 3& _ `�3� __ _ _ 3 _ `�`3� _ 3� _ 3& ` �& __ _ _ � _ 3

¬¥¥¥¥¥¥
ª¤¤¤¤¤¤«
� ��� &&� ��� &�� ��� �&

¬¥¥¥¥¥¥ (4.85)

13en tout point ; la surface[ est dite, d’une partuniformément parabolique, et d’autre part,développable, pouvant
être obtenue à partir d’une surface plane.
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entre les champs exprimés dans la base locale et ceux exprimés dans la base globale. La relation
concernant les déformations est identique (en vertu de�> ! >). Ces relations permettent d’obte-
nir les champs associés de la structure réelle� obtenus à partir de ceux calculés sur la structure
virtuelle �� , exactement maillée (cf. Chapitre 5).

REMARQUE (S) 17 Il est fondamentale de remarquer que cette carte, ainsi que la suivante, laissent
invariante la nature géométrique du front de fissure : elles transforment un front de fissure�KA s �L
fermé (resp. ouvert) en un front de fissureKA s L fermé (resp. ouvert). Ã
4.4.2 Le paraboloïde hyperbolique

Un paraboloïde hyperbolique14 est paramétré comme suit :L 9 ) ! "( 
 � 
 í ' ! � "O� 
 O& ' ! ¯O� 
 O& 
 \� "O && ` O &� '° $ "O � 
 O& ' s �L 
 (4.86)

avec\ ! �ì� �! _
et �L !~ ` [ 
 [ t«~ ` 3 
 3 t. Contrairement à l’exemple précédent, cette surface

moyenne présente des courbures principales non constantes. La base contravarianteassociée àL
est : QR ! "�
 _ 
 `\ O�' $ QS ! "_ 
 �
 \ O& ' $ QT ! ��XM "\ O� 
 `\ O& 
 �' 
 (4.87)

avecXM ! � . \ & "O &� . O && '. Cela entraîne :������������� ������������¡

X�� ! � . \ &O &� $ X �& ! `\ & O �O& $ X&& ! � . \ &O && 
X �� ! ��ï "� . \ &O && ' $ X �& ! ð ��ï O �O& $ X&& ! ��ï "� . \ &O &� ' 
X � ! ��ï "� . \ &O && 
 \ & O�O& 
 `\ O�' $ X& ! ��ï "\ &O�O& 
 � . \ &O � 
 \ O& ' 
[ �� ! ` ðñ �ï $ [ �& ! _ $ [&& ! ðñ�ï 
[ �� ! ` ð�Pò�ï "� . \ &� & ' $ [ �& ! `[&� ! ð P�Pò�ï (� $ [&& ! ð�Pò�ï "� . \ &(& ' 
C ��� ! `C �&& ! ð ��ï ( $ C ��& ! C&�& ! _ $ C&�� ! `C&&& ! ` ð ��ï � 
�a ! ð P�Pò�ï "(& ` � & ' $ b ! ` ð ��Pï "� . \ &(& . \ &� & ' 
(4.88)

15 Nous obtenons alors :è "g ' ! ª¤¤« � . O� ð�Pò�ï "� . \ &� & ' O� ð P�Pò�ï (� _`O� ð P�Pò�ï (� � ` O� ð�Pò�ï "� . \ &(& ' __ _ � ¬¥¥ é�
etr "g ' ! ª¤¤« ð ��ï "`(d � . � d& ' . ðñ�ï d� _ ` ð�Pò�ï ""� . \ &� & 'd � . \ &(�d& '_ ð ��ï "(d � ` �d& ' ` ðñ�ï d� ð�Pò�ï "\ &(� d � . "� . \ &(& 'd& '_ _ _ ¬¥¥ 

14une selle de cheval en est un exemple
15La courbure de Gauss est négative strictement. La surface est ditehyperbolique.
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Forts de ces calculs, nous obtenons le tenseur de rigidité dans la base locale en utilisant, dans le cas
isotrope, la relation (4.30). Sans donner les résultats ici, notons seulement, que cetenseur conserve
sa symétrie mais pas sa forme. Par exemple,�9 ���& est égal à"� . �º'X ��X �& et est non nul. Il reste
ensuite à déterminer les gradients de ces opérateurs. Par exemple, déterminer-Q � revient, selon
les conventions adoptées à déterminer-X:; � ! î � �óî �ã �Y pour tout	 
 � dans��
 � 
 � �16.

16Ces calculs se traitent rapidement grâce au logiciel de calcul formel MAPLE.
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Chapitre 5

Modèle de propagation et mise en œuvre

Dans ce chapitre, nous présentons le modèle de propagation d’un front de fissureKA évoluant
sur une surface régulière donnée de l’espace euclidien� � . Le modèle repose sur un principe de
moindre énergie des états d’équilibre admissibles. La stabilité de ces états, caractérisés par les
points critiques d’une fonctionnelle non linéaire, est discutée. Cette notion faitintervenir les déri-
vées lagrangiennes première et seconde, par rapport à la position du front, formellement obtenues
au chapitre précédent. Puis, identifiant la position du front cherché au vecteur déplacement du front
initial, un algorithme découplé incrémental, basé sur une méthode de type Newton, est proposé.
Enfin, quelques points de sa mise en œuvre sont détaillés en fin de chapitre.

5.1 Modèle de propagation

5.1.1 Position du problème et rappels sur le critère de Griffith

Reprenons la structure? des chapitres II et IV, occupant, dans sa configuration de référence,
le volume�. ? présente au sein de sa surface moyenne régulièreune unique fissure délimitée par
le front KA . Le front KA sépare la surface en deux parties connexes : une zone saine et une zone
délaminée. Enfin, la structure est soumise à une distribution surfacique de force, d’intensité (ou
facteur de charge)� s � � et encastrée sur deux parties disjointes (de mesure non nulle) de sa
frontière. Nous abordons les questions suivantes :

– Pour quelleintensité �� ^ _
du chargement le frontKA évolue-t-il ?

– Pour cette intensité, quelle est saforme du front après propagation ?

– Quelle est lanature de la propagation ?

Naturellement, les réponses à ces questions dépendent de la caractérisationadoptée des états
d’équilibre de la structure. Certains éléments de réponse peuvent être atteints en utilisant le cri-
tère de type seuil proposé par A.A. Griffith dès 1920 [GRIFFITH (1920)]. Ce critère repose sur
un bilan d’énergie, reliant l’énergie dissipée au cours de la propagation du front à l’aire de sur-
face nouvellement créée. A.A. Griffith stipule quela variation d’énergie élastique au cours d’un
mouvement virtuel de la fissure représente l’énergie nécessairepour fracturer le matériau
dans le même mouvement. Si cette variation compense, voire excède l’énergie dissipée, alors le
front de fissure progresse. Au contraire, si cette restitution d’énergie élastique n’est pas suffisante,
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le chargement imposé n’est pas suffisant et la fissure ne progresse pas. Le critère est généralement
utilisé sous une forme locale, en chaque point deKA représenté par son abscisse curviligne� :� ¡ � "�' p � � "�' Ķ A "�' ! _ tpas de propagation~ 
� "�' ! � � "�' Ķ A "�' ¾ _ tpropagation possible~ 
� "�' ^ � � "�' Ķ A "�' ^ _ tpropagation~  (5.1)

� "�' désigne la valeur du taux de restitution au point d’abscisse� et Ķ A la vitesse normale du
front en ce même point.�� apparaît ici comme la densité d’énergie dissipée et est selon A.A.
Griffith une quantité intrinsèque au matériau. Parfois appelée ténacité, elle caractérise l’énergie de
décohésion. Enfin, rappelons que cette loi d’évolution de type seuil, s’inscrit dans le cadre des lois
obéissant au principe de dissipation maximale de Hill [NGUYEN (1984)], la position du frontKA
étant considérée comme une variable interne. Soitw le cône des forces admissibles :w ! �� $ � "�' | �� "�'� 
 (5.2)

selon le critère de Griffith, le paramètre d’étatKA évolue si et seulement si la force généralisée�
atteint la frontière dew . Le critère prend la forme :"� ` �½ ' Ķ A ¾ _ z � ½ s w (5.3)

où (.) définit un crochet de dualité. L’inégalité (5.3) est le principe de dissipation maximale.

REMARQUE (S) 18 Le critère de Griffith écrit sous la forme (5.1) est local. Chaque point évolue
de façon indépendante par rapport à son voisinage. Ã
Le critère de Griffith requiert, à travers l’existence de la fonction� une régularité minimale de
l’évolution de la fissure. Une telle régularité n’a pas lieu dans des cas pathologiques que sont le
branchement de la fissure ou son amorçage, auxquels cas le critère (5.1) est inopérant. Pour re-
prendre [FRANCFORT & M ARIGO (1998)] où ces lacunes sont clairement exposées,“le critère ne
laisse pas assez de libertés spatio-temporelles à la fissure de se développer”. Suivant [EHRLACHER

(1985)], [FEDELICH (1990)] puis [FRANCFORT & M ARIGO (1993)], [FRANCFORT & M ARIGO

(1998)] et [OUSSET (1999)], nous l’abandonnons au profit d’un principe de minimum d’énergie,
assez naturel, dont les idées sont déjà présentes dans les travaux précurseurs deA.A. Griffith.

5.1.2 Le postulat du principe du minimum de l’énergie

STABILITÉ DES PROCESSUS RÉVERSIBLES(Rappels)

Le front de fissure étant donné, considérons dans cette section des intensités de chargement�
inférieures strictement à l’intensité de chargement critique��, de sorte que le front n’évolue pas.
Alors, dans le cadre élastique fragile dans lequel nous nous sommes placés, le secondprincipe
de la thermodynamique assure que l’équilibre caractérisé par le champ cinématique, "�' associé
à un minimum de l’énergie potentielle est un état d’équilibre stable. Dans le cas des évolutions
réversibles, la notion de stabilité au sens de Lyapounov possède une interprétationénergétique
équivalente :

DÉFINITION 2 (Stabilité au sens de Hill) Un état d’équilibre est stable au sens de Hill, si et
seulement si, pour toute perturbation admissible du système, hors de l’équilibre, letravail des
efforts de perturbation est strictement positif. Ã
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Soit � ", "�' 
 K "�'' l’énergie potentielle associée à la structure en équilibre caractérisée par le
champ cinématiquement admissible, "�', le front de fissureK "�' étant fixé égal àK "_'. Une
perturbation positive

�� arbitrairement petite telle que� . � � p �� du système entraîne une
perturbation du champ cinématique en, "� . ��' � , "�' . ô, "�' et le travail des efforts de
perturbation est simplement :�1j "ô,' ! � ", . ô, 
 K ' ` � ", 
 K '  (5.4)

Si la fonctionnelle� est deux fois différentiable dans la directionô, , alors ce travail devient :�1j "ô, ' ! � fá ", 
 K ' ô, . ��ô, � fEE ", 
 K ' ô, . 4 "]]ô, ]]& ' zô, admissible (5.5)

La structure étant à l’équilibre,, réalise un extremum de l’énergie potentielle entraînant� fE ", 
 K ' ô, !_
pour toute directionô, admissible. L’état d’équilibre est alors stable au sens de Hill, au second

ordre, si et seulement si, l’opérateur associé à la dérivée seconde de l’énergie potentielle est défini
positif : ô, � fEE ", 
 K ' ô, ^ _ zô, admissible
 (5.6)

auxquel cas l’extremum est bien un minimum, relatif de� .
STABILITÉ DES PROCESSUS IRRÉVERSIBLES

Plaçons-nous à l’équilibre de la structure, atteint pour l’intensité critique ou seuil �� tel que
toute augmentation�� . ��� fasse évoluer le front de fissure. Il s’agit alors de déterminer et donc
de caractériserK "�� . ��� ', pour tout

��� s � ½� arbitrairement petit. Par analogie avec le cas
réversible, il est tentant de caractériser l’état d’équilibre résultant ", "�� . ��� ' 
 K "�� . ��� ''
en terme énergétique. Il est intuitif de penser qu’un système mécanique dissipantde l’énergie et
abandonné à lui-même passera par un état d’équilibre stable tel que toute évolution ultérieure sera
impossible sans une nouvelle modification des conditions extérieures. Dans le cas dessystèmes
dissipatifs, il est bien connu que la condition de minimum de l’énergie potentielle associée n’est
qu’une condition suffisantede stabilité. Un contre-exemple est en effet donné par l’exemple du
pavé pesant et frottant en équilibre [NGUYEN (1984)] : le pavé peut se trouver dans une position
d’équilibre stable sur la pente qui ne correspond pas à un minimum de l’énergie potentielle : c’est
le cas lorsque le critère de glissement n’est pas atteint. Cela est dû au fait que l’énergie dissipée
par friction, qui constitue un coût supplémentaire pour faire glisser le pavé, n’est pas incluse dans
l’énergie potentielle. En tenant ainsi compte de l’énergie dissipée, on peut espérer se rapprocher
d’une condition de stabilité plus faible, à la fois nécessaire et suffisante. A cette fin et suivant
[EHRLACHER (1985)], nous associons à un état d’équilibre de la structure une énergie dite totale
notée� :

DÉFINITION 3 (Energie totale) L’énergie totale de la structure dans un état d’équilibre", 
 K '
est la somme de l’énergie mécanique� et d’une énergie de ruptureJ :� ", 
 K ' ! � ", 
 K ' . J "K ' 
 (5.7)

et est définie sur�E « �c , espace des déplacements admissibles de la structure et des positions
admissibles du frontKA . Ã
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DÉFINITION 4 L’énergie de rupture est ici uniquement fonction de la variable position du front
de fissure est définie sur�c selon : J "K ' ! ¢ù ï ��6? 
 (5.8)

et est proportionnelle, lorsque�� est constant, à l’aire de la zone délaminéeLM. Ã
1 Une caractérisation des états d’équilibre à chaque instant� est alors obtenu en utilisant le

POSTULAT 1 (Caractérisation des états d’équilibre) L’état d’équilibre ", "�' 
 K A "�'' de la struc-
ture associé à l’intensité de chargement� ^ �� réalise formellement un minimum local de l’énergie
totale� parmi tous les déplacements admissibles de la structure et tous les états admissible du
front : "� ' � ", 
 KA ' ! } 	� � "g 
 K ' zg s �E 
 zK s �c  (5.9)Ã
REMARQUE (S) 19 L’espace�c est plus petit que celui considéré dansFRANCFORT & M ARIGO

(1998) comprenant tous les états de fissuration possibles. Ã
Par analogie avec ce qui précéde, étudions la condition de stabilité au sens de Hilld’un des états
vérifiant "� '. Le travail des efforts de perturbation est maintenant, lorsque� est deux fois diffé-
rentiable dans la direction admissible"ô, 
�K ' :�1j "ô, 
�K ' !� ", . ô, 
 K . �K ' ` � ", 
 K '!� fE ", 
 K ' ô, . � fc ", 
 K ' �K. �� ³ ô,�K ´/ ¯ � fEE ", 
 K ' � fEc ", 
 K '� fc E ", 
 K ' � fc c ", 
 K ' °  ³ ô,�K ´ . 4 "]]ô, ]]& . ]]�K ]]& ' 

(5.10)

Le terme de premier ordre est positif ou nul : cela traduit le fait que", 
 K ' réalise un extremum de� . La stabilité au sens de Hill se résume alors à la définie positivité de l’opérateur :

¯ � fEE ", 
 K ' � fEc ", 
 K '� fc E ", 
 K ' � fc c ", 
 K ' ° ! ¯ � fEE ", 
 K ' � fEc ", 
 K '� fc E ", 
 K ' � fc c ", 
 K ' . J fc c "K ' ° 
Dans le cas où l’état d’équilibre est un état stable vis-à-vis de la variable cinématique2, la relation
(5.6) a lieu et une condition suffisantede définie positivité de l’opérateur précédent est la définie
positivité du complément de Schur� ÷fc c associé :� ÷fc c ! � fc c ` � fc E� é�fEE� fEc  (5.11)

1Dans [EHRLACHER (1985)], les problèmes d’équilibre sont écrits en vitesse, et la notiond’énergie de dissipation
est introduite. Nous préférons utiliser pourõ ici l’appellation d’énergie de rupture (mais l’idée initiale demeure la
même).

2On parle de stabilité géométrique, toujours réalisée par exemple pour un chargement de traction associé à la
densité ö÷ øù

.
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Suivant [NGUYEN (1984)], soit, ! , "K 
 �' le champ cinématique réalisant l’équilibre cinéma-
tique :� fE ", 
 K ' ô, ! _ 
 zô, s �E et soit :� "K 
 �' � � ", "K 
 �' 
 K 
 �' | � "g 
 K 
 �' zg s �E  (5.12)

Il vient alors :� fc "K 
 �' ! � fc ", "K 
 �' 
 K 
 �' . � fE ", "K 
 �' 
 K 
 �' , fc "K 
 �' ! � fc ", "K 
 �' 
 K 
 �' (5.13)

puis : � fc c "K 
 �' ! � fc c ", "K 
 �' 
 K 
 �' . � fc E ", "K 
 �' 
 K 
 �' , fc "K 
 �'  (5.14)

Or la fonction, définie implicitement par� fE ", 
 K 
 �' ô, ! _
pour toutô, s �E vérifie

nécessairement� fEc . � fEE , fc ! _
. L’opérateur� fEE ", 
 � 
 K ' étant inversible, il vient alors :� fc c "K 
 �' ! � fc c ", "� 
 K ' 
 � 
 K ' ` � fc E ", "� 
 K ' 
 � 
 K ' � é�EE ", 
 � 
 K '� fEc ", 
 � 
 K '  (5.15)

Selon (5.11), une condition suffisantede stabilité au sens de Hill, par rapport à la variable position
du front de fissureK , est alors :�K � fc c "K 
 �' �K ^ _ z�K admissible (5.16)

A titre de résumé, le problème de la propagation quasi-statique du front est ramenéà la minimisa-
tion locale d’une fonctionnelle de deux variables, parmi tous les états du front et états cinématiques
admissibles. Remarquons que La condition précédente de convexité de l’opérateur dérivée seconde
assure l’existence d’au moins un tel état. Dans le prochain paragraphe, nous détaillons le calcul de
la nouvelle position d’équilibre. De façon à pouvoir caractériser l’espace admissible�c , nous uti-
lisons au préalable un repère local attaché à la surface moyenne de la structure. Nous associons
alors à�E et �c les ensembles��E et ��c des états admissibles dans le repère local. Compte tenu
des conditions imposées à la carte� dans le chapitre précédent, il est géométriquement équivalent
d’étudier la propagation deKA dansL et la propagation de sa représentation�KA s �L . L’énergie de
ruptureJ devientJ "K ' ! m �ù ï ��� ]\ ]6OY � �J "�K '. 3 De façon similaire à la propriété 1, rappelons
le pointessentielsuivant :

PROPRIÉTÉ 2 Si le couple" �, 
 �KA ' réalise sur ��E « ��c un mininum de la fonctionnelle�� ��� . �J , alors le couple", 
 K A ', , défini à partir de �, selon (4.9) etKA s L image de�KA s �L par
l’application � définie en (4.1) réalise sur�E « �N un minimum de la fonctionnelle� ! � . J . Ã
5.1.3 Calcul de la nouvelle position d’équilibre

Dans ce paragraphe, nous nous plaçons sur un état d’équilibre stable", "�� ' 
 K "�� ''. Détermi-
ner la nouvelle position du front�KA revient à déterminer le champú tel que :�KA "OY ' ` �K "OY ' ! ú "OY ' 
 (5.17)

lorsque�K désigne l’ancienne position du front etú défini sur �K , le déplacement du front.Nous
identifions alors le déplacementú du front �K pour atteindre le front �KA avec �KA et l’espace ��c
avec l’ensemble��N des déplacements admissibles du front.

3D’une façon générale (mais non exclusivement), les quantités rehaussées du symbole ½ désignent dans la suite,
des quantités exprimées dans le repère local.
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CONDITIONS SUR LE CHAMP ú
Réintroduisons le champ� de déplacement virtuel du front, de support un voisinage?N de �K .

Le champ� doit vérifier les conditions suivantes :

– La fissure ne peut pas se refermer impliquant que le champ� doit vérifier le long du front la
condition : � %S ¾ _

sur �KA 
 (5.18)

où %S désigne le vecteur unité dans le sens transverse orienté dans la direction de l’évolution
du front.%S est pris parallèle aux côtés latéraux4 dans le cas d’une structure présentant un
front ouvert (Figure 5.1, partie gauche) et égale au vecteur normal� dans le cas d’un front
fermé (Figure 5.1, partie droite). Cette condition traduit l’irréversibilité du processus.

– Si le front intersecte les bords latéraux de�L , alors le champ� doit vérifier la condition :� � ! _
sur ?N � � �L  (5.19)û

û üýþ üýþÿ
�üýþ

��
��

��
ÿ�� ���

��üýþ
�
ü�	

ü�	�

û

FIG. 5.1: Définition de la projection sur�KA : front traversant la largeur de la structure (�KA � � �L �! �)
et front interne (�KA � � �L ! �).

– Enfin, la transformation
å æ

associée au champ� doit définir unaccroissement positif de
mesure. Cela se traduit par la condition suivante,zä ^ _

:¢ú �ù ï 6 �L ` ¢ú �ù âï 6 �L æ ! `ä ¢ú �ù ï 6	d "� ]\ ]� '6 �L` ä & ¢ú �ù ï ¯� ]\ ]678 "-� ' . -� ]\ ]�6	d � . �� � - &� ]\ ]�°6 �L . 4 "ä & ' ¾ _ 
Une condition suffisante est alors, négligeant les termes en4 "ä & '5 :� ¡ ` mú �ù ï 6	d "� ]\ ]� '6 �L ¾ _ 
` mú �ù ï ¯� ]\ ]678 "-� ' . -� ]\ ]�6	d � . �& � - &� ]\ ]�°6 �L ¾ _  (5.20)

4Ce choix n’est pas nécessaire, mais est justifié par le fait que les séquences d’empilement dans les stratifiés
génèrent des directions priviligiées de front.

5Dans le cas d’une carte de métrique constante, les termes en� Å� Í Ç n’apparaissent pas.
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DÉRIVÉES LAGRANGIENNES DE L ’ ÉNERGIE DE RUPTURE

Compte tenu des rappels du chapitre précédent, l’obtention des dérivées lagrangiennesne pose
pas de difficultés. Supposant�� constant, nous obtenons :��� ��¡�J ��� "� ' ! `�� mú �ù ï ¯� ]\ ]6	d � . -� ]\ ]�°6 �L 
�J �&� "� 
 � ' ! `�� mú �ùï ¯� ]\ ]678 "-�' . -� ]\ ]�6	d � . �& � - &� ]\ ]�°6 �L  (5.21)

De plus, selon l’égalité : 6	d "� ]\ ]� ' ! � ]\ ]6	d � . -� ]\ ]� (5.22)

et la formule de Green, ces dérivées s’expriment comme des intégrales curvilignes le long du front�KA : � ¡�J ��� "� ' ! �� m �c � � ]\ ]� � 6C 
�J �&� "� 
 � ' ! �& � � m �c � ¯6	d "� ]\ ]� '� � ` � ]\ ]� -� �°6C  (5.23)

REMARQUE (S) 20 Dans le cas où�� n’est pas constant mais néanmoins deux fois différentiable
selon�, il apparaît�� "P ç ' ! �� "P ' . ä-�� "P ' � . �& ä &� -&� � "P ' � . 4 "ä & ' et les dérivées de
l’énergie de rupture sont obtenues en remplaçant� ]\ ]par � ]\ ]� �. Cependant, nous considérons
que la détermination expérimentale d’un taux de restitution critique constant est suffisamment
complexe pour espérer obtenir une expression fiable d’un taux non constant le long du front.Ã
Compte tenu de ce qui précède, les conditions suffisantes (5.20) sont équivalentes à :J ��� "� ' ¾ _ $ J �&� "� 
 � ' ¾ _  (5.24)

Selon l’écriture (5.23�), la première condition est vérifiée si la condition (5.18) l’est. Il en résulte
que l’ensemble des déplacements admissibles du front, contenant l’élément¦ est :��N ! ä� s "a � "?N ''& 
 � %S ¾ _

surKA 
 � � ! _
sur?N � � �L 
 J �&� "� 
 � ' ¾ _å (5.25)

6 Dans le cas, par exemple, où la métrique est constante, nous avons en effet le résultat suivant :

THÉORÈME 5 Si la carte� admet une métrique constante alors le spectre de l’opérateurJ �&�
admet des éléments positifs. Ã
Preuve :Pour simplifier, notons� � � ]\ ] le déterminant associé au changement de métrique.
Soit � s t_ 
 @~ l’abscisse curviligne d’un point du front�KA et h sa coordonnée locale transverse. Le
vecteur� s’exprime alors le long du front selon :� ! ��Q R . �&QS ! �ð � ® . �� � ®  (5.26)

6La condition sur l’opérateurõ �Í peut paraître “exotique”. Les applications présentées au chapitre suivant de-
vraient suffire à convaincre le lecteur de la nécessité de prendre en compte cette condition.
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Alors, grâce aux relations

î <î� e��� ! � f�� ® . � f�� ® et6	d � � � ` � -� � ! � ��� � �& ` � �&� � �� 
 (5.27)

la relation (5.23)& devient :J �&� "� 
 � ' ! �� �� ¢ �c � � ¯� ��� � �& ` � �&� � ��°6� . �� � � ¢ �c � ¯� f��ð . � f���°�� 6�  (5.28)

Puis, l’opérateurJ �&� étant une forme bilinéaire symétrique, l’usage de la relation :J �&� "� 
 � ' ! �± ¯J �&� "� . � 
 � . � ' ` J �&� "� ` � 
 � ` � '°
fournit la relation :J �&� "� 
 � ' ! �� � � ¢ �c � � ¯� ��� � � & ` � �&� � � �°6� . �� �� ¢ �c � ¯� f��ð . � f���°� � 6�. �± � � ³� "��� ð ` �ð � � '´ e� ���  (5.29)

Le dernier terme est identiquement nul. En effet, si�KA est un front ouvert (figure 5.1 gauche),
cela est dû à la condition (5.19) tandis que si�KA est interne (figure 5.1 droit), cela est dû au fait
que� "� ! _ 
 _' ! � "� ! @ 
 _'. De ce fait, les éléments� du spectre deJ �&�, caractérisés par la
relation : J �&� "� 
 � ' ! � "� 
 � ' � � ¢ �c � � � 6� (5.30)

sont solutions du système d’équations différentielles paraboliques suivant :¯ _ `�� _ ° ¯
îN �î �î N�î � ° . ¯ � f� ��� ` � � f�� ��� f� ��& � f�� �& ` � ° ¯ ���& ° ! ¯ __ °  (5.31)

en notant� ! ��é�� �. Le polynôme caractéristiquer est alors obtenu en posant� ! 7Z � �� , � s �
et nous remarquons que la condition� "� ! _ 
 _' ! � "� ! @ 
 _' implique� ! 	L $ L ! &�:= s � . Il
vient alors : ¯ �f� ��� ` � � f�� �� ` ��� f� ��& . �� � f�� �& ` � ° ¯ W��7Z �W�& 7Z � ° ! ¯ __ ° (5.32)

et finalement : r "� ' ! � & ` � ��h � . � � �� � � . �&� & ! _  (5.33)

Si � est constant (cela se produit par exemple, pour l’arche cylindrique), le polynômer se réduit àr "� ' ! � & . �&� & ! � & ` �&L & et les valeurs propres deJ �&� sont :�� ! ���� ��@ � s �  (5.34)

Nous concluons que le spectre associé à l’opérateur est alors symétrique par rapport àzéro et
contient de ce fait des éléments positifs.Ã
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Calcul du déplacement du frontú
Ayant identifié le front�K A avec le déplacementú, le problème"� ' devient :"� ' ", 
 � ' ! X2\ ¯} 	� �I¦ � �I� �� "g 
 � '
 g s ��E 
 � s ��N°

et l’ensemble ��N est donné par (5.25). L’identification nous permet de confondre les notations�� fc 
 �� fc c avec �� ��� "� ' 
 �� �&� "� 
 � '. Rappelons que nous nous sommes placés, dans ce paragraphe,
dans le cas où l’état d’équilibre initial (avant propagation) est stable au sensde Hill par rapport à
la variable cinématique (pas d’instabilité géométrique) et par rapport au déplacement du front (pas
d’instabilité matérielle).

REMARQUE (S) 21 – Oubliant un instant les contraintes-inégalités dans l’ensemble��N , il est
tentant de résoudre le problème non linéaire"� ' par une méthode de type Newton : soit",þ 
 �þ ' l’état d’équilibre initial. Un état d’équilibre final est obtenu itérativement selon par
la procédure :¯ �� fEE ",ý 
 �ý ' " �� fE '��� ",ý 
 �ý '" �� ��� ' fE ",ý 
 �ý ' �� �&� ",ý 
 �ý ' ° ¯ ,ý� R ` ,ý�ý� R ` �ý ° ! ` ¯ �� fE ",ý 
 �ý '�� ��� ",ý 
 �ý ' °

(5.35)

jusqu’à ce que}X( "]],ý� R ` ,ý ]]� 
 ]]�ý� R ` �ý ]]& ' soit arbitrairement petit. Cette réso-
lution simultanée est conceptuellement difficile à imaginer, d’autant que la signification des
termes extra-diagonaux n’est pas claire. Cela est dû au fait que le champ, dépend en réa-
lité de la position du front, ! , "�K ' ! Dans d’autres approches - par exemple les approches
"modèles d’interphase" - la résolution simultanée est possible grâce au fait que la fonction�K " �, ' est connue explicitement. Nous reviendrons sur ce point dans la partie II. Ã

A l’image de ([POINT & SACCO (1996)], [FRANCFORT & M ARIGO (1998)], [BOURDIN et al.
(2000)]), la résolution de"� ' est remplacée par la résolution découpléedes problèmes suivants7 :"� �' , ! X2\ "} 	� �I¦ �� "g 
 � '
 g s ��E 
 � s ��N ' $"� & ' � ! X2\ "} 	� �I� �� "g 
 � ' 
 g s �E 
 � s ��N ' 
Le problème"� �' ne pose pas de difficultés nouvelles : en l’absence de contact, il correspond à un
calcul de structure classique avec��E ! �g s "G �fÀ " �� ''� 
 g e�¤¦ ! _�. Explicitons la résolution du
problème"� & '. La condition suffisante de stabilité (5.16) en� s’écrit ici :�� �&� "� 
 � ' ! �� �&� "� 
 � ' . �J �&� "� 
 � ' ^ _ z� s ��N (5.37)

pour tout champ admissible de l’ensemble��N . Il en résulte, que selon la relation (5.23�), le mini-
mum est caractérisé par l’inéquation variationnelle :�� ��� "� ` � ' ! m �c � "� � ` �� ' "� ` �' � � ]\ ]6C ¾ _ z� s ��N (5.38)

7Par comparaison, (5.35) devient� ½� hÒÒ Åà� g �� Ç Åà� � ! � à� Ç È � ½� hÒ Åà� g �� Ç Ï½� �Í Åà� � ! g �� Ç Å�� � ! � �� Ç È � ½� �� Åà�� ! g �� Ç Ú (5.36)

le vecteur initialÅà � g � � Ç étant identique.

95



MODÈLE DE PROPAGATION CHAPITRE 5

lorsque� désigne le taux de restitution local tel que�� ��� "� ' ! ` m �c � ��� � � ]\ ]6C. Cette inéqua-

tion non linéaire, qui est à rapprocher de (5.3)8, peut être résolue en introduisant le lagrangieni "� 
 º ' ! � ��� "� ' . "º 
 \ "� '' avec\ "� ' ! `� � , º la fonction duale de\ et en utilisant, par
exemple la technique de point fixe intérieur développée dans [HERSKOVITS (1992)]. En réalité,
cela n’est pas nécessaire. Lorsque l’état est stable au sens de Hill, l’événement� � p _

n’a jamais
lieu en les points du front où�� ^ ��. Le déplacement� cherché est alors obtenu en résolvant la
formulation variationnelle :�� �&� "� 
 � ' ! `� ��� "� ' ! m �c � " �� ` ��' "� '� � ]\ ]6C z� s ��N  (5.39)

Quelques remarques s’imposent

REMARQUE (S) 22 – Insistons sur le fait que l’opérateur�� �&� est non local. Il en résulte que
les points du front ne vont pas évoluer indépendamment les uns des autres : le déplacement
du front en l’abscisse curviligne� s t_ 
 i~ va dépendre de la différence" �� ` ��' "�' mais
aussi de (�� ` ��' "� ' 
 z � s t_ 
 i~. Nous constaterons dans les applications que le déplace-
ment

�
sera de l’ordre de]] �� ` �� ]]�ã avec� de l’ordre de 2 (et donc différent deq pour

une loi purement locale). Dans le cas d’évolution stable, la relation (5.39) n’est rien d’autre
qu’une formulation variationnelle faible du critère de Griffith usuel.

– Si le taux de restitution calculé excède en tout point du front la valeur��, (5.39) fournit
selon, la propriété (5.37), un déplacement normal strictement positif de tous les points du
front. Dans le cas inverse (�� "�' p �� 
 z � s t_ 
 i~), le déplacement est négatif traduisant la
non évolution du front. Bien entendu, les cas mixtes peuvent se produire.

– Si l’intensité du chargement� reste voisine de�� (� ^ ��), il se peut que le déplacement
du front ne réalise qu’un minimum localde l’énergie totale. Le front obtenu est le plus
“proche” du front initial parmi tous ceux réalisant un minimum de l’énergie, au sens où
l’aire nouvellement créée est minimale.

– Insistons également sur le fait que la condition de stabilité du front porte sur l’opérateur�� �&� et non sur l’opérateur�� �&�, et donc dépend de��. Il se peut en effet que�� �&� ne soit
pas défini positif mais que l’on ait� p �� en tout point du front. Dans [FRANCFORT &
MARIGO (1998)], les auteurs discutent de la stabilité (au sens de Hill) de l’état d’équilibre
vis-à-vis de la fissuration en étudiant la convexité de l’énergie potentielle� , vue comme une
fonction de l’énergie de rupture où intervient la quantité��. Ã

5.1.4 Cas des évolutions spontanées

Envisageons le cas d’un équilibre initial", "��' 
 K "�� '' instable vis-à-vis de la propagation.
D’une position initiale instable, la fissure va évoluer vers une position d’équilibre stable, en sup-
posant qu’une telle position existe. Cela exclut le cas de la rupture instantanée de toute la zone non
délaminée. Dans ce paragraphe, nous allons traiter une situation privilégiée d’instabilité : le pro-
cessus d’amorçagede la fissure. Dans le cas d’un matériau homogène, ce processus est toujours
instable : cela est du au fait que le taux de restitution (sans signification physique en l’absence de
fissure) est identiquement nul en l’absence de fissure et strictement positif dans le cas contraire. Il

8en écrivant que � Ú! È æØ� "# $ Í �Î%"& �Í �Î " g ê Ë ½� ç
.
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s’agit de déterminer la première position de�KA à l’équilibre ainsi que le facteur de charge critique.
La relation (5.39), utilisée dans le cas stable, s’écrit :�� �&� "� 
 � ' ! ` ¢ �c � � �� � � ]\ ]6C z� s ��N  (5.40)

Cependant, rien n’assure que le déplacement du front ainsi calculé appartient à�N , malgré le fait
que l’opérateur�� �&� n’est pas défini positif. Pour résoudre néanmoins ce problème, rappelons le ré-
sultat suivant, utilisé dans [HASHIN (1996)] pour la fissuration transverse puis dans [FRANCFORT

& M ARIGO (1998)] dans le cadre de l’élasticité linéaire bidimensionnelle :

PROPRIÉTÉ 3 (Fissuration brutale) Si l’évolution de la fissuration est discontinue à l’instant��,
alors :@	}'»úÞ ¯ �� ", "�� ` ��� ' 
 K "�� ` ��� '' ` �� ", "�� . ��� ' 
 K "�� . ��� ''° ! _ � �� s � �

(5.41)

stipulant que l’énergie totale est conservée au cours d’une évolution spontanée. Ã
Ce résultat, totalement naturel, n’est en fait rien d’autre qu’une conséquencede l’instabilité assu-
rant que le travail de perturbation pour faire évoluer une fissure d’un état d’équilibre instable vers
un autre état est arbitrairement petit. Le problème"� ' est alors transformé en le problème"( '
suivant :"( ' k ", "�� ' 
 K A "�� ' 
 �� ' s �E « �c « 9� ) tq

~ "� ' .� ", "�� ' 
 �' ! � ", "�� ' 
 K A "�� ''", "�� ' 
 �' (resp.", "�� ' 
 K A "�� '') désigne l’état d’équilibre de la structure saine soumise au charge-
ment�� avant (resp. après) amorçage."( ' apparaît comme un problème de minimisation contenant
unecontrainte-égalitésupplémentaire.

I LLUSTRATION : SOLUTION ANALYTIQUE DANS LE CAS D ’ UNE POUTRE LINÉAIRE

Résolvons le problème (( ) dans le cas de la poutre saine rectiligne, encastrée à une extrémité
et soumise à un déplacement normal� en un point de l’autre extrémité (voir chapitre 2 figure 3.6).
Se plaçant en un équilibre cinématique�, le déplacement critique�� et la première extension de
fissureX� cherchés vérifient le système :a "X� 
 �� ' ! a "_ 
 �� ' $ a f� "X� 
 �� ' ! _

avec a "X 
 � ' � � �� � &MX� . @� . ��X ! � 	�E� "� 
 X 
 � '
en supposant queX� n’est pas de l’ordre de l’épaisseur� afin que la solution poutre soit cinémati-
quement correcte. La solution unique est :"X� 
 �� ' ! ¯[@ 
 @&�²� ���[�� �& ° $ [ ! ¼µ �o�M î _ ²�µ² 
Nous vérifions que l’extremum est un minimum en calculanta f�� "X� 
 �� ' ! �ú *N�òPS= ^ _

(Fig.
5.2) et que la quantité�� est monotone croissante avec��. Par ailleurs, notons que la longueur de
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première extensionX� est indépendantedu taux de restitution��. Ce résultat est conforme avec
[B ILTERYST (2000), prop. 16 page 114].

A.N. : "� 
 @ 
 � � 
 �' ! "��_�W X 
 �__}} 
 _ �µC |}} 
 � �}} ' !Ä "X� 
 �� ' î "²� µ² 
 � ±�'}} .
La figure 5.3 représente l’évolution de l’énergie totalea à l’équilibre cinématique et des énergies
mécanique et de rupture en fonction du déplacement imposé.a "X 
 � ' ! ä � "_ 
 � ' � | �� 
� "X 
 � ' . J "X 
 � ' � ¾ ��  (5.42)

Lorsque� ^ ��, la propagation est stable, et à tout instant,X est lié à� para "X 
 � 'f� ! _
, fournis-

santX ! # "�� '. L’amorçage a lieu lorsque l’énergie associée à la structure saine (courbe rouge)
devient supérieure à l’énergie associée à la structure fissurée (courbe bleue).L’énergie mécanique
décroît alors brusquement (vers la courbe verte), décroissance exactement compensée par la créa-
tion de l’énergie de surface (courbe jaune).

Dans le cas d’une éprouvette D.C.B., un tel calcul poutre n’est pas valide. Il conduit àune énergie
infinie pour fissurer la structure, approximation évidemment incorrecte due à l’approximation du
déplacement normal. Il devient alors nécessaire d’affiner le calcul par la prise en compte de la
couche limite, conduisant à une première extension de fissure de l’ordre de� �. (voir [BILTERYST

(2000), chapitre 5] dans un cadre bidimensionnel).Ã
RÉSOLUTION DU PROBLÈME "( ) PAR ENCADREMENT

L’évolution la plus fréquente de l’énergie� 	�á �� ", "�� ' 
 K "�� '' en fonction de l’aire de la
fissure, �J "�K ', à la constante�� près, est décrite sur la figure (5.4). En zéro, l’énergie est concave
et croissante, sinon le premier minimum de l’énergie serait inférieur strictement à �� ", "�� ' 
 �'
contredisant la propriété 3. L’énergie atteint un maximum en�J "K§ ' et change de concavité en�J "Kö ' compris entre�J "K§ ' et l’aire cherchée�J "K �'. Il en résulte que tout front virtuel de fissureK tel que �J "K ' p �J "Kö ' est dans une position instable. L’intensité de chargement critique�� et
la première position du front de fissure à l’équilibre sont déterminées de façon simultanée. Soit�� ", "�' 
 �K "�'', �K "�' �! � la valeur de l’énergie totale correspondant à l’équilibre (, "�'
 �K "�')
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associé au chargement�. Alors selon le postulat adopté, la propriété précédente se décompose en
les deux inégalités suivantes :ä �� �� �� � � K ���� ¾ �� �� �� � � �� ÃÄ � | �� ��� �� �� � � K ���� | �� �� �� � � �� ÃÄ � ¾ �� � (5.43)

Si le chargement� est inférieur à��, l’énergie totale est minimale pour la structure saine. Dans le
cas contraire, il existe une position de front où l’énergie est inférieure à celle associée à la structure
saine. Selon le postulat, la structure se fissure pour atteindre la position d’équilibre

�� �� � � �K ����
impliquant une énergie totale plus faible, que de rester dans une position où l’énergie y est su-
périeure. Compte tenu de ces propriétés (la figure 5.2 en donne une illustration), la démarche est
la suivante : on se donne une position de fissure arbitraire telle que�J � �K � reste faible puis un
chargement quelconque� ; ce chargement est alors localisé par rapport à��, suivant la valeur�� �� �� � � �K ����, correspondant à un équilibre en les deux variables, par rapport à�� �� ��� � �� ; cela
fournit ainsi un encadrement simultané de�� et de�K ��� �, encadrement que l’on affine en itérant le
processus.

REMARQUE (S) 23 – Dans le cas général tridimensionnel, le choix de la première position
de fissureK peut être délicat. LorsqueJ �K � p J �Kö �, l’usage de la relation (5.39) peut
conduire à une fermeture de la fissure et un algorithme convergeant vers la position associée
à �J �K§ �. Cette position correspond à un maximum de l’énergie totale. Numériquement, cela
est détecté en étudiant le spectre de l’opérateur�� ���. L’algorithme peut aussi conduire à
une fermeture complète de la fissure. L’idéal est de partir d’un frontK tel queJ �K � st �J �Kö � � �J �KH �~ auquel cas l’usage de la relation (5.39) fournit un déplacement positif. Nous
utiliserons des techniques numériques dans les applications pour lever ces difficultés (voir
paragraphe 6.1).

– Rien n’assure que le minimum associé à�J �KH � et déterminé par la méthode précédente est
global. L’énergie peut admettre un second point critique où l’énergie totale est plus faible.
Ce point critique est associé à�J �KH � � sur la figure 5.5, correspondant au chargement cri-
tique�� �. Puisque� ��á �� �� ��� � � � �� ^ � ��á �� �� ��� � � � KH � �, il résulte des raisonnements
précédents que la structure aurait dû se fissurer pour un chargement critique��� inférieur
strictement à�� � tel que� ��á �� �� ���� � � �� � � ��á �� �� ���� � � KH� �. Dans la pratique l’ob-
tention du couple (�� � � KH �) plutôt que le couple (��� � KH �) dépend fortement de la première
position du front initialement choisie. Signalons que nos tests numériques n’ont pas permis
d’exhiber d’exemple où l’énergie présente deux minima intérieurs.

– Dans le cas d’une propagation instable (par exemple une D.C.B. soumise à une force im-
posée), le taux de restitution� ��� devient supérieur à�� z � et le reste. L’énergie reste
strictement concave et n’admet pas de minimum intérieur. Le front de fissure parcourt bruta-
lement toute la surface moyenne de la structure, support supposé du front. La conservation
de l’énergie s’écrit : �� �� ��� � � �� � ��� �2 7 � �L � � �� �� ��� � � K �����, K ��� � D � �L . Cependant,
pour une telle évolution, le fait de négliger les effets d’inertie est sujet à caution et une
inégalité inférieure stricte paraît plus correcte. Ã
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FIG. 5.5: Cas où� ��á � �� � K � admet plusieurs minima intérieurs.

5.2 Mise en œuvre

Dans cette section, nous explicitons la discrétisation numérique retenue pour les champs
�

et¸
puis la mise en œuvre de l’algorithme de propagation.

5.2.1 Description du front et définition de¹
Le front �K A est approximé par des fonctions splines cubiques. Cela permet de déconnecter la

description du front de celle du maillage élément fini discrétisant la structure �º . Considérons un
élément spline de référence

�` » | � | »�, les quatre fonctions de forme sont :���� ���¡
r ¼ ��� � ¼ÀN �» ` ��½ �r � ��� � ¼ÀN �¾�½ ¿ ¾�� ¿ »�� � À¾� �r ½ ��� � ¼ÀN �¿¾�½ ¿ ¾�� � »�� � À¾� �r À ��� � ¼ÀN �» � ��½ � (5.44)

Le front �Á Â est alors décrit par les nœudsÃ �. La partie du front située entre deux nœuds splines
constitue un élément spline. L’équation paramétrique duÄÅ§Æ § élément est :

Ã ��� � À�ÅX ¼ Ç Å ������ È µÉü � (5.45)

Les coordonnées splines géométriques��ü sont obtenues en assurant l’égalitéÃ � Ã � à chaque
nœud spline et en prescrivant les tangentes à�Á Â aux extrémités dans le cas d’un front ouvert,
ou bien en écrivant la continuité des tangente et courbure dans le cas d’un front fermé. Dans le
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voisinage de l’élément splineÄ, le champ̧ est alors défini selon :¸ �� � Ê � � ø �Ê � À�ÅX ¼ Ç Å ������ È µÉÈ
(5.46)

où ø est un fonction en cloche contrôlant le support de
¸

dans la direction transverseËÌ :

ø �Í � � �� �¡» Î Ï Í Ï ÍÅ �Ð÷ é÷Ñ Ò�Ð÷Ñé÷ � ÒP ÓÀ �Í ¿ Í§ � � ¾ �Í§ ¿ ÍÅ �Ô ÍÅ Ï Í Ï Í§ �Î Í ¾ Í§ � (5.47)

Í§ et ÍÅ sont des paramètres positifs,ÍÅ pouvant être nul. La coordonnée locale transverseÊ vérifie
la relation� � � � Õ � Ê ËÌ pour tout point� dans un voisinage du front etÕ sa projection
sur le front, selonËÌ défini dans le paragraphe précédent, suivant que le front est ouvert ou fermé.
Les intégrales qui apparaissent dans les expressions des dérivées lagrangiennes sontévaluées en
utilisant une formule d’intégration de Gauss. Cela nécessite de connaître la valeur des fonctions
de forme en chaque point de Gauss� et, pour cela, de localiser la projection de� sur ÖÁ Â
(élément spline concerné) et d’en déduire les coordonnées locales

�� � Ê � de � . Les degrés de
liberté du champ̧ sont les coordonnées splines×È

. Leur nombre est plus faible que le nombre de
coordonnées de tous les nœuds du maillage élément fini situés sur le front, réduisant ainsi la taille
du problème.

Calcul de la force de délaminage

L’approximation adoptée précédemment nous permet d’écrire le taux de restitutionsous la
forme : ÖØõ �¸ � � Ù¸ ÚÛ �Ù ÜÝ Ú � (5.48)

en notantÙ¸ Ú
le vecteur des degrés de liberté de

¸
, et Ù ÜÝ Ú

son vecteur associé, sans signification
physique. Sous la forme d’une intégrale curviligne, le taux s’écritÖØ �¸ � � Þ �ß à Öá � âØ â¸ �ã äå faisant

apparaître la force de délaminageÖá
. Pour obtenirÙ Üæ Ú

, l’intégrale est calculée en prenant la même
approximation pourÖá

et
¸
, entraînant :ÖØç �¸ � � Ù¸ Úè �Óé Ô �Ù Üæ Ú � (5.49)

avec Óé Ô une matrice symétrique définie positive (voir [NEVERS (1986)], page 4.21). La force
nodale deÖá

est obtenue en résolvant finalement le systèmeÓé Ô �Ù Üæ Ú � Ù ÜÝ Ú
.

Calculs des dérivées secondes

Le calcul des dérivées secondes nécessite au préalable le calcul des derivées lagrangiennes
� É.

Le problème variationnel (4.78) s’écrit sous forme discrète selon :Ùê Úè �Óë Ô �Ó� ÉÔ � Ùê Úè �Óì Ô �Ù¸ Ú í Ùê Ú î �ï � � (5.50)

Ó� ÉÔ et Óì Ô sont des matrices dont le nombre de lignes est le nombre de degrés de liberté en
�

et le
nombre de colonnes est le nombre de degrés de liberté en

¸
. Óì Ô s’obtient en discrétisant le terme

102



M ISE EN ŒUVRE CHAPITRE 5

de droite de (4.78). Notons que les dérivées lagrangiennes ne sont à calculer que sur le support de¸
. La discrétisation de la relation (4.80) s’écritÙ¸ Úè �Ó Ö� Ð�Ò Ô �Ù¸ Ú

tandis que celle de (5.21)¼ donneÙ¸ Úè �Ó Öð Ð�ÒÔ �Ù¸ Ú
, les deux matrices étant symétriques. De plus, comme conséquence de (5.50), la

matriceÓ Ö� Ð�Ò Ô est pleine. Enfin, il vient simplement :

Ó Ö� Ð�Ò Ô � Ó Ö� Ð�Ò Ô � Ó Öð Ð�ÒÔ � (5.51)

5.2.2 Description de l’élément fini

La surface plane (réelle ou virtuelle) contenant le front de délaminage est tout d’abord maillée
à l’aide de quadrangles Q8 à 8 nœuds (le nœud milieu est éliminé)9. L’interface, support du front,
est composée de zones délaminées (dont une zone arrière du front support de

¸
) sur lesquelles tous

les nœuds sont dédoublés, et de zones non délaminées (dont une zone en avant du front support
de

¸
). La structure tridimensionnelle est alors générée par translation inférieure et supérieure de

ces nœuds selon l’axeËñ . Les éléments dans l’épaisseur ne contiennent pas de nœuds milieu. En
conclusion, la structure est représentée à l’aide d’éléments finisò ó � Öº � à 16 nœuds (voir l’élé-
ment de référence figure 5.6) : les fonctions de forme, notéesC ô � Ä � »� õ sont quadratiques dans
les plans parallèles à la surface moyenne (engendrés par les vecteurs

�Ë É � ËÌ �) et linéaires dans
l’épaisseur selon la normaleËñ. Sur l’élément de référence, toute fonctionö réelle se représente :

ö �÷ � ø � ù � � N�ôú ¼ C ô �÷ � ø � û» � ùü ö ôý � » ¿ ùü ö ôþ ÿ � �÷ � ø � ù � � Ó¿ »� »Ô½ � (5.52)

lorsqueö ýô (resp.ö þô ) désigne la valeur deö au nœudÄ de la face supérieure (resp. inférieure).
Les fonctions de forme selon

�Ë É � ËÌ � sont données dans le tableau 5.1. Enfin, compte tenu de la

NœudÄ C ô» C ¼ �÷ � ø � � ¼� �» ¿ ø � �» ¿ ÷ � �¿÷ ¿ ø ¿ »�ü C � �÷ � ø � � ¼� �» � ø � �» ¿ ÷ � �¿÷ � ø ¿ »�¾ C ½ �÷ � ø � � ¼� �» � ø � �» � ÷ � �÷ � ø ¿ »�� C � �÷ � ø � � ¼� �» ¿ ø � �» � ÷ � �� ÷ ¿ ø ¿ »�� C Q �÷ � ø � � ¼� �» ¿ ÷ � �» ¿ ø � �� C � �÷ � ø � � ¼� �» ¿ ÷ � � �» � ø �M C S �÷ � ø � � ¼� �» � ÷ � �» ¿ ø � �õ C N �÷ � ø � � ¼� �» ¿ ÷ � � �» ¿ ø �
TAB. 5.1: Fonctions de forme selon

�Ë É � ËÌ �.
séparation entre les variables

�÷ � ø � et ù , l’intégration numérique de Gauss est découplée : elle est
choisie réduite selon (Ë É � ËÌ) (

ü � ü
points de Gauss) et complète selonËñ (» � ü

point de Gauss)
conduisant à 8 points de Gauss par élément.

Les développements précédents nous permettent de décrire un algorithme de propagation de
front de fissure.

9Les triangles, plus rigides, ne sont utilisés qu’en cas de nécessité.
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FIG. 5.6: Element finiò ó à 16 nœuds conforme.

5.2.3 Algorithme

Pour un chargement donné, la recherche d’un minimum de l’énergie totale se fait de façon
découplée. Après avoir obtenu l’équilibre cinématique, nous réalisons une itérationde la méthode
de Newton (5.39). Ce processus est répété jusqu’à ce que le front ne progresse plus. Le déplacementú du front cherché est alors la somme de tous les déplacements obtenus après (5.39).

Les principales données initiales sont :

– ÖÁ Â , le front admissible de départ décrit par des courbes spline ;

– � (ou ��), une intensité de chargement (ou de déplacement imposé) ;

–
á �

, le taux de restitution critique constant .

Les étapes sont alors les suivantes :

1. Calcul du minimumÙ� Ú
de l’énergie

� �� � Á �, Á fixé ;

2. Calcul deÙÝ � Ú
et ÙÝ Ú

discrétisant (5.21)¼ et (4.79) ;

3. Calcul deÓì Ô discrétisant (4.78), puis calcul deÙ� É Ú
résolvant (5.50) ;

4. Calcul de la matriceÓ� Ð�Ò Ô ;

5. Calcul deÙ¸ Ú
résolvant le système�Ó� Ô� �Ó� Ð�Ò Ô �Ó� Ô� �Ù�Ú � Ó� Ô� ��ÙÝ Ú ¿ ÙÝ � Ú� � Ù¸ Ú � Ó� Ô �Ù�Ú � (5.53)

6. – Si ââÙ¸ Ú ââ� Ï �� , alors� � � � �� puis étape 1 ;

– Si ââÙ¸ Ú ââ�  �� , alors ÖÁ Â ! ÙÃ Ú � ÙÃ Ú � �ý Ù¸ Ú
puis étape 1 ;

Cette procédure peut être répétée jusqu’à la rupture de la structure (ÖÁ Â " � Ö# ). Cet algorithme
requiert quelques explications supplémentaires :

Commentaires

1. Le calcul de la force de délaminageÙæ Ú
n’est pas nécessaire. Cependant, dans le cas où$á %Å & á � � í �, son évaluation à l’étape 2 permet d’éviter les étapes ultérieures.

2. La matriceÓ� Ô présente dans (5.53) est composée des vecteurs propres associées aux valeurs
propres non négatives de la matriceÓð Ð�Ò Ô. Cela assure que le champ

¸
vérifie

ð Ð�Ò �¸ � ¸ �  Î.
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3. Le premier événement de l’étape 6 signifie que le chargement n’est pas suffisant pourfaire
évoluer la fissure. L’énergie est alors en un point de minimum local par rapport à ses deux
arguments. Il convient alors d’incrémenter le chargement. Dans le cas contraire, l’énergie est
seulement en un point de minimum local pour

�
mais pas encore pourÁ . Le front évolue

d’un déplacemenţ. Il convient alors de réactualiser la géométrie, puis de retourner à l’étape
1, sans incrémenter l’intensité du chargement. Sur la géométrie réactualisée, l’énergie n’est
a priori minimale ni en

�
ni enÁ .

4. Plusieurs méthodes sont envisageables afin d’évaluer la nouvelle position d’équilibre ciné-
matique après déplacement du front. Une méthode consiste à repartir de la solution d’équi-
libre précédente. Cependant, si le déplacement du front précédent est trop important, l’al-
gorithme de Newton peut diverger. Pour éviter cela, on prescrit un déplacement maximal en
norme du front'Æ () . Une autre méthode consiste à partir du champ cinématique, obtenu
en interpolant aux nouveaux nœuds, le déplacement des anciens nœuds correspondants. Ce
choix réduit sensiblement le nombre d’itérations de la méthode de Newton dans les casde
convergence, sans toutefois préserver de la divergence. Par ailleurs, elle nécessite la localisa-
tion des nouveaux nœuds dans un des éléments finis de l’ancien maillage. Dans le cas oùles
éléments finis ne sont plus des éléments droits10, cette localisation conduit à la résolution
d’un système non linéaire sur chaque élément et donc coûteux. Enfin, une troisième voie
consiste à réeffectuer toute la montée en charge. C’est la plus coûteuse maiselle permet des
incréments de déplacement du front plus grands.

5. �� et'Æ () sont pris égaux à des fractions d’une longueur caractéristique de la structure. Puis,�ý � min
�»� *+,-../0 1 ..23 �.

Dans le cas d’un état instable, le processus peut conduire à un déplacement
¸

intermédiaire tel
que

¸ �ã & Î. Illustrons-le dans le cas de l’amorçage en prenant, selon la méthode indiquée plus
haut pour déterminer le premier état d’équilibre, un front de fissureÁó tel que

ð �Áó � �Ôð ß 4 � ð ß5 Ó(Fig. 5.7). Sur le schéma, la seconde itération de Newton conduit à un déplacement normal négatif.
Cependant, le déplacement réel du frontú est bien dansÖ6* . Dans la pratique, une telle éventualité
conduit à un déplacement trop important. Le paramètre�ý est alors plus petit que l’unité et permet
de ne pas faire le test surú �ã . En général, lorsque le premier déplacement vérifie

¸ �ã 7 Î, il en
est de même pourú .

Terminons ce paragraphe en évoquant la représentation géométrique du nouveau front, illustrée
par la figure 5.8. Le déplacement

¸
du front représenté par des fonctions splines, est déterminé aux

nœuds splines (nœudsÃ 8 � Ã 8�ñ � Ã 8�9 � Ã 8�: ��� sur la figure 5.8). La position des nouveaux nœuds
splines est alors calculée, définissant de nouvelles fonctions splines et un nouveaufront ÖÁ Â � Ù¸ Ú

.
Sur ce nouveau front, les nœuds splines sont ensuite répartis uniformément11 assurant une des-
cription future du front homogène. Enfin, les nœuds éléments finis de l’ancien front sont répartis
uniformément sur les courbes splines définissant le nouveau front. Le procédé utilisépour mailler
la structure délaminée assure un coût de remaillage, après chaque nouvelle évolution du front, né-
gligeable devant celui du calcul de la nouvelle position d’équilibre. Ce fait peut être différent dans
le cas de structures complexes, ou bien lorsque la surface de délaminage est inconnue. Certaines

10c’est le cas après le premier remaillage
11La longueur de chaque segment reliant deux nœuds splines est identique
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àbefgd
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méthodes où la description du front est indépendante du maillage ont été récemment proposées
([M ÖESet al. (1999)], [WELLS & SLUYS (2001)]).

REMARQUE (S) 24 L’énergie de rupture choisie est indépendante de la variable cinématique.
[CHARLOTTE (2001)], suivant les idées développées par G.I. Barenblatt [BARENBLATT (1962)],
propose de modifier cette énergie de façon à prendre en compte les interactions des lèvres de fis-
sure au voisinage du front de fissure. La fonction constante

á �
est alors remplacée par une fonction

différentiable, nulle sur le front et proche de
á �

loin du front lorsque les lèvres n’interagissent pas.
La fonctionöÛ � �� �� � á � �» ¿ ��Ç �¿� �� ��� convient, pour� 7 Î,

�� �
désignant l’écart entre les

lèvres, selon une projection donnée. L’énergie de rupture vaut ainsi (dans le cas rectiligne) :ð �Á � �� �� � �� ï öÛ ��� ��ä# (5.54)

et les équilibres de l’énergie totale associée sont caractérisés par les relations :� W� �� � Á � � Î � �� � Í �� �� � ��ê �äº � �� ï � öÛ � �� �� �Óê Ôä# � �Â �ê � í ê � 6 �º � (5.55)

et� Ð¼Ò �¸ � � Î � ¿ �� � Í �� �� � ��� ��¸ �äº � »ü �� � Í �� �� �� ��ä��¸ äº � �� ï öÛ � �� ��ä��¸ ä#
(5.56)

après élimination dans
� Ð¼Ò des dérivées lagrangiennes premières. Dans la partie II, nous résou-

drons numériquement un problème très similaire. Pour des valeurs non petites de�, les résultats
obtenus pour les deux énergies de ruptures sont quantitativement proches. Plus� est faible, plus la
réponse est assouplie : la fissure se propage "plus tôt" et "plus loin". Des différences qualitatives
sont étudiées dans [CHARLOTTE (2001)], partie III]. �
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Chapitre 6

Applications

Ce chapitre présente quelques applications académiques très simples, visant à montrer la faisa-
bilité de la méthode exposée dans le chapitre précédent. Le premier exemple étudiel’amorçage et la
propagation dans le cas de la DCB rectiligne. Le second exemple concerne un front elliptique ayant
pour but de mettre en évidence la notion de stabilité ainsi que la nécéssité de la condition (5.24-
(ii)). Puis les exemples suivants concernent des surfaces non planes et ont pour objectif l’étude des
paramètres géométriques sur la propagation.

6.1 Double cantilevear beam (DCB) - Surface plane

Ce premier exemple est consacré à l’amorçage et à la propagation d’une fissure évoluant au
sein de la surface moyenne d’une DCB représentée sur la figure 6.1�
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−0.003571
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−0.00153

−0.0005101
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�
���

 ¡
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�
FIG. 6.1: Structure saine avant amorçage

et dont les caractéristiques géométriques et matériau sont données dans le tableau (6.1). La struc-
ture, initialement saine, est soumise à un chargement1 de mode I sur les arêtes inférieure et supé-

1Tous les chargements considérés dans les applications sont des chargements de traction n’engendrant pas de
contact entre les lèvres de la fissure. L’exemple d’un panneau raidi soumis àun chargement de compression est présenté
dans [OUSSET& M ÜNCH (2001)].



DOUBLE CANTILEVEAR BEAM (DCB) - SURFACE PLANE CHAPITRE 6� ¥ ¦ � § á �»�ÎÎÎÎé ¨ ï Î �© õÎªª ©Îªª üªª Î �©©«õC ¬ªª
TAB. 6.1: Caractéristiques géométriques et matériau.

rieure de l’une des extrémités de la structure. L’algorithme de Newton est piloté en déplacement
normal de sorte qu’il s’agit de déterminer la valeur de pilotage critique notée���.
Relation entre les paramètres critiques d’amorçage

Appliquons la procédure d’encadrement introduite au cours du chapitre précédent. La figure
6.2 représente l’évolution des énergies mécanique et totale en fonction de l’aire délaminée, le
déplacement imposé étant constant égal respectivement àÎ �ÎÎ�ªª et Î �ÎÎ��ªª 2. La partie
gauche de la figure 6.2 donne

� �Î�  ü� �ü�C �ªª inférieure à l’énergie obtenue à l’équilibre� �©«�  ü� �®©C �ªª . Il en résulte que le déplacement imposé est inférieur au déplacement cri-
tique cherché et que la surface délaminée correspondante est supérieure à©«ªª �.¯
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FIG. 6.2: Evolution des énergies en fonction de l’aire (ï ��) de la zone délaminée :�� � Î �ÎÎ�ªª
et �� � Î �ÎÎ��ªª .

A l’inverse, la partie droite de la figure 6.2 permet de conclure que le déplacementcritique cher-
ché est inférieur àÎ �ÎÎ��ªª et l’aire délaminée est inférieure à

��ªª � . En affinant ce premier
encadrement, nous obtenons

� Ù� Ú Û ÜÛÛÝÞßÕ Õ . Naturellement, il est possible de concevoir le
problème inverse ; celui de déterminer la quantité

á �
à partir d’une valeur critique d’amorçage���

donnée :��� � Î �ÎÎ�ªª est par exemple associé à la valeur
á � � Î �©Î�C ¬ªª (figure 6.3)

Le tableau 6.2 regroupe quelques valeurs assurant la stricte conservation de l’énergie totale et
montre deux points, en parfait accord avec [BILTERYST (2000)]. D’une part, le déplacement cri-
tique est proportionnel à la racine carrée du taux de restitution critique :���  Î �Î »Îõ®ü �á � �ó à�**½ (6.1)

2Tous les calculs numériques présentés sont effectués sur une station de travail Sun ULTRA 5, en double précision.
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FIG. 6.3: Résolution inverse : détermination du

á �
pour��� � Î �ÎÎ�ªª .

et d’autre part, l’aire nécéssaire pour restituer l’énergie mécanique accumulée estindépendante
du taux de restitution critique

á �
. Ce point, illustré par la figure 6.4, réduit la quantité

á �
au

rôle de paramètre critique d’amorçage. Il est alors tentant de relier cette quantité à la contrainte
prédominante (ici� ½½) associée à��� le long de l’arête juste avant amorçage ; nous obtenons :

� ½½�  ��� �ü� �á � �ó à�ó�½ � (6.2)

La dépendance en�á �
de la contrainte critique est également en bon accord avec [LEGUILLON

(2002)]. Dans la partie II, nous obtiendrons, par une procédure différente, ce même résultat.

�� �ªª � � ½½ � ½½� �é ¨ ï� � �C �ªª � á � �C ¬ªª � ï � �ªª �� �Î� ¿ � õ �üÎ«� ¿ Î� »���ü� � Îü »»��«� Î �»�� »��õõ� ��� ¿ � « �ü�Î� ¿ Î� »��»»� � Îü »� ��ü« Î �»®»� �Î� ¿ � »�Îü®� ¿ Î� »��õÎ� � Îü »® �õü » Î �ü »» »��«Î� ��� ¿ � »�»� »� ¿ Î� »�õ�«� � Îü ü »��®� Î �ü��� �Î� ¿ � »�ü��� ¿ Î� ü �Î »õ� � Îü ü� ��õ� Î ��Î� »��õü� ��� ¿ � »���õ� ¿ Î� ü �»õ®� � Îü �Î �»�� Î ���® »��« »® �Î� ¿ � »��� »� ¿ Î� ü ���®� � Îü �� �«õõ Î �� »� »��õ®
TAB. 6.2: Constantes critiques.

L’évolution de la force de délaminage illustre également l’instabilité du processus d’amorçage sur
une longueur plus faible que la première extension de fissure, entre lesquelles l’évolution redevient
stable (et le reste) mais où toute l’énergie élastique emmagasinée n’a pasencore été restituée (le
point critique de la force de délaminage correspond à celui de la dérivée première de l’énergie
totale).
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FIG. 6.4: Evolution de la force de délaminage en fonction de l’aire (ï � �) de la zone délaminée :
Instabilité à l’amorçage et invariance de la première extension de fissure.
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FIG. 6.5: DCB à l’équilibre après amorçage.
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Simulation de l’amorçage et étude de l’instabilité

Après ces premiers calculs grossiers supposant le front de fissure rectiligne,décrivons plus fine-
ment les processus d’amorçage et de propagation. Fixons��� à Î �ÎÎ���ªª et

á �
à Î ���«õC ¬ªª

puis déterminons la forme du premier front de fissure associée. Nous utilisons dans cebut la mé-
thode exposée dans le chapitre précédent. La première extension de fissure étant en moyenne
d’aire environ

�»��õ � ��ªª , prenons arbitrairement un premier front tel que l’aire soit égale à�»�ü � ��ªª � et appliquons l’algorithme du chapitre 5. Le tableau 6.3 résume les résultats obtenus
après une itération.

� ¼ �ªª � � � �ªª � öÛ �C ¬ªª � ö% �C ¬ªª �Î �®õõÎÎ� � Îü Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î ��üÎ�ü� ¿ »® Î �ü®«��� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î ��®�ÎÎ� � Î » Î ���««Î� ¿ Îü Î ��Îõüü� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �®�ÎÎÎ� � Î » ¿Î ��üÎ��� ¿ Îü Î ��Î�õ�� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»»ü�Î� � Îü Î �»�ü®»� ¿ Îü Î ��Î�Î�� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»�ÎÎÎ� � Îü Î ����®Î� ¿ Î® Î ��Î�®ü� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»õ®�Î� � Îü ¿Î �»�ü®»� ¿ Îü Î ��Î�Î�� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �üü�ÎÎ� � Îü Î ��üÎ��� ¿ Îü Î ��Î�õ�� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �ü�ü�Î� � Îü ¿Î ���«õõ� ¿ Îü Î ��Îõüü� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î ��ÎÎÎÎ� � Îü Î ����«�� ¿ »® Î �ü®«��� � ÎÎ
TAB. 6.3: Force de délaminage

æ � �öÛ � ö% � au pointÃ � �� ¼ � � � � Î� après la première itération.

La force de délaminage moyenne (rapport du taux de translation par unité de longueur sur la lon-
gueur du front) vaut alorsÎ ��Î »��C ¬ªª signifiant qu’il reste encore de l’énergie à restituer. Le
spectre de la matrice

� Ð�Ò, reporté dans le tableau 6.4 comporteun élément négatif à mettre en
rapport avec le caractère instable du front (lié ici au caractère instable de l’initiation) . L’ap-
plication directe de la méthode de Newton fournit alors un déplacement du front tel que

¸ �ã & Î
(la fissure à tendance à se refermer). Nous remédions à ce problème, en remplaçant

� Ð�Ò par¿� Ð�Ò,
quitte à réduire le déplacement du front (selon la figure 5.8), ou bien en remplaçant

� Ð�Ò 3 par l’opé-
rateur identité, conduisant à un déplacement proportionnel (au sens faible) à

á ¿ á î
. Le tableau

6.5 présente les résultats obtenus.»�ü�»�ü�õõ� »ü���ü� ¿ � -0.4725738895802094 Î �Î�õ�õü�»�õ®�üÎõ��Î �Î�®««Î«õü��»õüÎÎ » Î ���«�� »üõ »�®®�®õ« Î �»����«�Îü�«õ�Î���Î ��õõ�Î®õõ� »�Î���� Î �ü »�ü »«®ü�õ�ü�Î®�� Î �ü®�õõ®««�üÎ���®®Î �»Îõü »»� »Îõ��««Îüü »�ü«Î���®®��õü���ü� ¿ �
TAB. 6.4: Valeurs propres de la matrice

� Ð�Ò & � Ð�Ò.
Après remaillage et calcul du nouvel équilibre cinématique, la seconde itération fournit les résultats
du tableau 6.6.

3Dans le cas d’un front ouvert, l’espace des déplacements du front est choisi telque' ( ) *, la poutre étant portée
dans sa longueur par l’axe+, ; il résulte de ce choix que- ./0 ) *.
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� ¼ �ªª � � � �ªª � 1Û �ªª � 1% �ªª �Î �®õõÎÎ� � Îü Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �»Î���� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î ��®�ÎÎ� � Î » Î �� »�ü�� ¿ »� Î �ü »«�õ� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �®�ÎÎÎ� � Î » ¿Î ��®«üÎ� ¿ »� Î �ü�ü«Î� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»»ü�Î� � Îü Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �ü���«� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»�ÎÎÎ� � Îü ¿Î �«®���� ¿ »� Î �ü�®�õ� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �»õ®�Î� � Îü Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �ü���«� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �üü�ÎÎ� � Îü Î �»��®�� ¿ »� Î �ü�ü« »� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î �ü�ü�Î� � Îü ¿Î �� »�ü�� ¿ »� Î �ü »«�õ� � ÎÎÎ �®õõÎÎ� � Îü Î ��ÎÎÎÎ� � Îü Î �ÎÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �»Î���� � ÎÎ
TAB. 6.5: Déplacement du fronţ � �1Û � 1% � Î� au pointÃ � �� ¼ � � � � Î� après la première itération.

� ¼ �ªª � � � �ªª � ö% �C ¬ªª � 1% �ªª �Î �®õ�«�� � Îü ¿Î �»»»Îü� ¿ »� Î �ü����� � ÎÎ Î �ü���®� ¿ Î »Î �®õ�®«� � Îü Î ��®�ÎÎ� � Î » Î ���«��� � ÎÎ Î ��Î«��� ¿ Î »Î �®õ���� � Îü Î �®�ÎÎÎ� � Î » Î ���õ�õ� � ÎÎ Î ��õ�Î«� ¿ ÎüÎ �®õ��ü� � Îü Î �»»ü�Î� � Îü Î ���®ü®� � ÎÎ ¿Î �ü®Î »ü� ¿ ÎüÎ �®õ�� »� � Îü Î �»�ÎÎÎ� � Îü Î ���«�õ� � ÎÎ ¿Î �ü�üÎ�� ¿ ÎüÎ �®õ��ü� � Îü Î �»õ®�Î� � Îü Î ���®ü®� � ÎÎ ¿Î �ü®Î »ü� ¿ ÎüÎ �®õ���� � Îü Î �üü�ÎÎ� � Îü Î ���õ�õ� � ÎÎ Î ��õ�Î«� ¿ ÎüÎ �®õ�®«� � Îü Î �ü�ü�Î� � Îü Î ���«��� � ÎÎ Î ��Î«��� ¿ Î »Î �®õ�«�� � Îü Î ��ÎÎÎÎ� � Îü Î �ü����� � ÎÎ Î �ü���®� ¿ Î »
TAB. 6.6: Force et déplacement normal après la seconde itération.
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La valeur propre négative chute à environ¿Î ��Î�». L’abscisse moyen du front, légèrement courbé
aux extrémités, est de®õ ��®»�ªª et la longueur du front est de�Î �ÎÎ�ªª . Le taux de restitution
moyen vautÎ ���ü«õC ¬ªª , soit une valeur légèrement supérieure au taux de restitution critique.
Remarquons que les nœuds splines aux extrémités du front possèdent un déplacement normal en-
core positif, malgré une force de délaminage, en ces nœuds, inférieure à

á �
. Une dernière itération

fournit les résultats du tableau 6.7.� ¼ �ªª � � � �ªª � ö% �C ¬ªª � 1% �ªª �Î �®õ�®ü� � Îü ¿Î �»»»Îü� ¿ »� Î �ü�«�ü� � ÎÎ Î �®««ÎÎ� ¿ ÎüÎ �®õ��õ� � Îü Î ��®�ÎÎ� � Î » Î ���ü��� � ÎÎ Î �»�ü��� ¿ Î »Î �®õ�� »� � Îü Î �®�ÎÎÎ� � Î » Î ���Î »«� � ÎÎ Î �� »�õ®� ¿ ÎüÎ �®õ��ü� � Îü Î �»»ü�Î� � Îü Î ���õ«®� � ÎÎ Î �ü®�®«� ¿ ÎüÎ �®õ�� »� � Îü Î �»�ÎÎÎ� � Îü Î ��� »Î«� � ÎÎ Î �����»� ¿ ÎüÎ �®õ��ü� � Îü Î �»õ®�Î� � Îü Î ���õ«®� � ÎÎ Î �ü®�®«� ¿ ÎüÎ �®õ�� »� � Îü Î �üü�ÎÎ� � Îü Î ���Î »«� � ÎÎ Î �� »�õ®� ¿ ÎüÎ �®õ��õ� � Îü Î �ü�ü�Î� � Îü Î ���ü��� � ÎÎ Î �»�ü��� ¿ Î »Î �®õ�®ü� � Îü Î ��ÎÎÎÎ� � Îü Î �ü�«�ü� � ÎÎ Î �®««ÎÎ� ¿ Îü
TAB. 6.7: Force et déplacement normal après la troisième itération.

L’abscisse moyenne des nœuds est égale à®õ ���«�ªª , le taux de translation est égal àÎ ���Î«õªª á �
et la longueur de front est égale à�Î �ÎÎ�ªª . Le déplacement normal du front étant négligeable

devant la longueur totale de la structure, la convergence est décrétée4. La valeur propre négative
vaut ¿Î �ü«®õ. Enfin, nous retrouvons une première extension du front de l’ordre de1.45mmen
moyenne. Les quatre figures suivantes illustrent la propagation de la fissure. La première (figure
6.6) décrit l’évolution des énergies mécanique et de rupture en fonction du déplacementimposé.
Les évolutions sont analogues à celles données par la figure 5.3. Lorsque le déplacement critique
est atteint, les variations des deux énergies se compensent ; cela se traduitpar une brutale chute du
facteur de charge (figure 6.7).La propagation est ensuite stable. Les points de même abscisse
sur la figure 6.7, représentant les états d’équilibre cinématique, illustrent les itérations eņ . Seuls
les points inférieurs sont associés à des états minimisant l’énergie par rapport à ses deux variables.
La figure montre également l’invariance de la courbe par rapport à l’incrément de déplacement
imposé2��. Un incrément important permet une propagation plus rapide du front, mais requiert
plus d’itérations eņ .

Enfin, les deux dernières figures décrivent respectivement la distance de deux points du front au
côté chargé, et quelques positions du front à l’équilibre, montrant une légère courbure du front à
ses extrémités5.

4Une quatrième itération fournit un taux de restitution égal à* 344567 899 : ;<, une abscisse moyenne de=> 366499 , et une valeur propre?* 3@5A B
5L’obtention de 62 positions de front à l’équilibre, soit4@* calculs de positions d’équilibre nécessite environ 20

heures de calculs, le maillage comportant4C4= nœuds.
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6.2 Front fermé - Cas plan

6.2.1 Cas isotrope

Nous considérons dans ce paragraphe le cas d’une structure circulaire plane
º � $Ã ��� ¼ � � � � � ½ � � � �¼ � � �� & � � � ½ �Ô ¿ § � § Ó%, présentant selon sa surface moyenne un délaminage#� � $Ã � �� ¼ � � � � � ½ � � � ½ � ) ��� �� � ) ��� �, & »% de frontièreÁ Â � $Ã � �� ¼ � � � � � ½ � � � ½ � ) ��� �� � ) ��� �, � »%

elliptique centré à l’origine, avecÎ & Í( Ï Í� & � . La surface est soumise au chargement de
traction ponctuel suivant� � � �Î � Î � ö �½ � en

�Î � Î ��§�. A nouveau, l’algorithme est piloté en
déplacement. La matériau est isotrope :

� � »ü�ÎÎÎé ¨ ï et
¥ � Î ��.

PROJECTION SUR
ð � �¸ � ¸ � 7 Î

Le premier calcul illustre la nécessaire prise en compte de la condition
ð Ð�Ò �¸ � ¸ � 7 Î dans

l’espace des déplacements admissibles du frontÖ6� . Prenons� � »üÎªª � Í� � �Îªª � Í( �ü�ªª � § � »ªª et �� � »�üªª . Le tableau 6.8 donne la composante normaleö% de la force de
délaminage et du vecteur déplacement1% aux 13 nœuds splines du front, de coordonnées� ¼ � � �.
Ce même tableau regroupe également le déplacement normalÖ1% lorsque la projection sur le sous-
espace

ð � �¸ � ¸ � 7 Î n’est pas effectuée.

� ¼ �ªª � � � �ªª � ö% �� ¬ªª � 1% �ªª � Ö1% �ªª �¿Î ����Î� ¿ »� Î �ü�ÎÎ� � Îü Î �»»�ü� � Î » Î �»»ü�� � Îü Î �»®®ü� � Î »Î �»®Îü� � Îü Î �üü�ü� � Îü Î ���Îü� � ÎÎ Î �»� »�� � Î » Î ��»õ »� � Î »Î ��üü�� � Îü Î �»�®«� � Îü Î �õ®Îü� ¿ Î » ¿Î �»���� � Îü ¿Î �»���� � ÎüÎ ��ÎÎÎ� � Îü ¿Î ����Î� ¿ »� Î �ü«õõ� ¿ Î » ¿Î �»®«�� � Îü Î ��®õ®� � ÎüÎ ��üü�� � Îü ¿Î �»�®«� � Îü Î �õ®Îü� ¿ Î » ¿Î �»���� � Îü ¿Î �»���� � ÎüÎ �»®Îü� � Îü ¿Î �üü�ü� � Îü Î ���Îü� � ÎÎ Î �»� »�� � Î » Î ��»õ »� � Î »¿Î ����Î� ¿ »� ¿Î �ü�ÎÎ� � Îü Î �»»�ü� � Î » Î �»»ü�� � Îü Î �»®®ü� � Î »¿Î �»®Îü� � Îü ¿Î �üü�ü� � Îü Î ���Îü� � ÎÎ Î �»� »�� � Î » Î ��»õ »� � Î »¿Î ��üü�� � Îü ¿Î �»�®«� � Îü Î �õ®Îü� ¿ Î » ¿Î �»���� � Îü ¿Î �»���� � Îü¿Î ��ÎÎÎ� � Îü Î �ÎÎÎÎ� � ÎÎ Î �ü«õõ� ¿ Î » ¿Î �»®«�� � Îü Î ��®õ®� � Îü¿Î ��üü�� � Îü Î �»�®«� � Îü Î �õ®Îü� ¿ Î » ¿Î �»���� � Îü ¿Î �»���� � Îü¿Î �»®Îü� � Îü Î �üü�ü� � Îü Î ���Îü� � ÎÎ Î �»� »�� � Î » Î ��»õ »� � Î »¿Î ����Î� ¿ »� Î �ü�ÎÎ� � Îü Î �»»�ü� � Î » Î �»»ü�� � Îü Î �»®®ü� � Î »
TAB. 6.8: Déplacement normal (1% et Ö1%) du front selon que la projection sur

ð � �¸ � ¸ � 7 Î est ou
n’est pas effectuée .

La force de délaminage est décroissante avec la distance à l’origine de l’ellipse, laissant prévoir
une propagation plus importante du petit axe de l’ellipse, et ainsi unecircularisation de Á Â . La
valeur du déplacement1% confirme ce point. Par ailleurs, les nœuds où ce déplacement est négatif
appartiennent à la zone où la force de délaminage est inférieure à

á �
. A l’inverse, le déplacementÖ1%

prévoit un applatissement de l’ellipse, ce qui est non cohérent avec les valeurs deö% et montre ainsi
la nécessité de la restriction

ð � �¸ � ¸ � 7 Î dans l’espace des déplacements admissibles du front.
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Nous vérifions, numériquement sur cet exemple, que le spectre de cet opérateur est symétrique par
rapport à l’origine6 comme annoncé dans le théorème 5.

STABILITÉ DU FRONT VIS À VIS DE SA FORME

La seconde série de calculs est consacrée à la propagation proprement dite du front.Au préa-
lable, étudions l’influence de la forme du front sur le spectre des opérateurs de dérivée seconde mis
en jeu dans l’algorithme. Prenons�� � »�üªª , � � »�Îªª , Í� � �Îªª . La figure 6.10 décrit
l’évolution du facteur de charge et de la force de délaminage moyenne lorsqueÍ( varie de

üüªª
à Í�, montrant quela propagation est stable. Pour cette variation, la figure 6.11 décrit l’évolution
de la plus faible valeur propre de

� Ð�Ò et celle des deux plus faibles valeurs de
� Ð�Ò, illustrant le

fait que la condition de définie positivité de l’opérateur
� Ð�Ò 7 n’est qu’unecondition suffisante

de stabilité. Tandis que
� Ð�Ò possède au moins une valeur propre négative,

� Ð�Ò a, à partir d’une
certaine valeur deÍ( , toutes ses valeurs propres positives. La solution du problème étant un front
de délaminage circulaire, nous pouvons attribuer la valeur propre négative de

� Ð�Ò à une forme trop
éloignée de la solution. Un même phénomène a lieu lorsque le déplacement imposé conduit à une
force de délaminage

á
trop importante par rapport à

á �
: le déplacement du front est alors trop

important, ce qui n’est pas conforme à l’hypothèse quasi-statique. Dans les conditions normales
(continues) de chargement, de tels déplacement sont exclus, la propagation ayant lieuavant. Pour
des valeurs inférieures ou dans un voisinage du chargement critique, le spectre de

� Ð�Ò n’admet
que des éléments positifs.Ces résultats mettent en évidence la notion de forme naturelled’un
front associée à un chargement. La nature de ces éléments négatifs estdifférente de celle
rencontrée dans l’exemple de la D.C.B., pour de faibles valeurs d’airesdélaminées, où les
éléments négatifs sont liés à l’instabilité à l’amorçage.

Prenons maintenant� � »üÎªª � Í( � ü�ªª � Í� � �Îªª et
á � � Î �üõ� ¬ªª , § � »ªª . Le

maillage initial de la structure correspondante est donné figure
� �»ü

. Compte tenu de l’élancement
de la plaque circulaire, un unique élément fini est utilisé par demi-épaisseur8. Le déplacement
imposé initial est deÎ ��ªª . L’incrément de ce déplacement est2�� � Î �Î�ªª . La figure 6.13
représente la position du front de fissure en fonction de la valeur (croissante) dudéplacement
imposé. Comme attendu, la forme elliptique converge vers le cercle. Le déplacement critique de
début de propagation est��  Î �õªª . Au départ, seul le nœud spline de coordonnées

�Î � Í( �
progresse ; la zone d’évolution s’étend ensuite progressivement à tous les nœuds du front. La figure
6.16 représente la distance des points situés sur les axes en fonction de la variable de pilotage,
montrant que les nœuds du front situés sur l’axe des abscisses, n’évoluent que lorsque lefront a

6Spectre de - / : ?* 3B* BB55*A B@>*@B65B, ?* 3B* BB55*A B@>*@B65A, * 3B* BB55*A B@>*@B6==,* 3B* BB55*A B@>*@B6C4, * 3*5A=B4=65@> B544>C, * 3*5A=B4=65@> B544>5, ?* 3*5A=B4=65@> B54A*=,?* 3*5A=B4=65@> B54A*=, ?* 3*C46B6=56=A>=* B=B, ?* 3*CC==6*5A6*=B>B*A, * 3*@5*5 B>6C64 BA@=BB,* 3*@5*5 B>6C64 BA@=B4=, * 3*CC==6*5A6*=B>*>@, * 3*C46B6=56=A>=*BC, ?* 3*C46 B6=56=A>=* B=>,?* 3*CC==6*5A6*=B>*5=, ?* 3*@5*5 B>6C64 BA@=B4=, ?* 3*@5*5 B>6C64BA@=*=, * 3*CC==6*5A6*=B>*5,* 3*C46 B6=56=A>=* BCC, ?> 3>AA@A5C4>@*C>A=� ? B*, ?> 3>AA@A>6@=5>4>@@� ? B*, > 3>AA@A>4>5@*65AA� ? B*,> 3>AA@AC6>6*546@5� ? B*.
7et à plus forte raison de l’opérateur� ./0, après projection de� sur- ./0 �� � � � � *
8grâce à la symétrie du problème, le calcul est effectué sur la demi-plaque supérieure, en fixant à zéro la troisième

composante du déplacement aux nœuds de la surface moyenne des zones non délaminées
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FIG. 6.10: Evolution du facteur de charge et de la force de délaminage en fonction deÍ( .
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atteint une forme quasi-circulaire (��  »�®ªª ). La figure 6.15 représente le facteur de charge en
laissant les itérations sur

�
: l’évolution est ici croissante. Enfin, la figure 6.14 décrit le maillage

final, résultat des remaillages successifs.
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FIG. 6.12: Maillage initial 3292 nœuds (Front elliptique)

�Í( � ü�ªª � Í� � �Îªª �.

Les résultats montrent que la propagation est stable. D’autre part, les incréments de pilotage étant
suffisamment faibles, le spectre de

� Ð�Ò ne contient que des éléments positifs, tandis que celui de� Ð�Ò contient au moins un élément négatif, convergeant vers une valeur négative trèsfaible au cours
de la propagation (selon la discussion plus haut et la figure 6.11). Il ressort de cette simulation que
la forme naturelle du front associé à cet exemple, est - évidemment - le cercle, obtenu ici pour la
valeur��  »�®ªª : tout front initial inclus dans le cercle de rayonÍ � �Îªª centré à l’origine
converge,�� étant fixé à»�®ªª , vers le cercle de rayonÍ. Oubliant la condition de non recul, il
correspond un cercle de rayon inférieur à

�Îªª , pour la valeur�� � Î �õªª . Il suffit pour cela, de
relancer l’algorithme en autorisant le recul des nœuds : le front converge, sansapport d’énergie (��
constant) vers le cercle de rayon�  ü� ��ªª , pour lequel le spectre de

� Ð�Ò contient une valeur
négative très proche de zéro. Cette position étant atteinte, le front progresse, en restant circulaire,
lorsque�� augmente (voir figure 6.17)
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FIG. 6.14: Maillage final 3292 nœuds.
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Ð Ò minimal)
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6.2.2 Cas d’un stratifié

Dans ce paragraphe, nous reprenons la structure précédente en supposant que les matériaux sont
des stratifiés composites. De façon à pouvoir apprécier l’influence de la stratification, le front initial
est supposé circulaire de rayonÍ( Õ Í� Õ �üªª tandis que� Õ !üÎªª . Suivant [ROBINSON &
SONG (1992)], la séquence d’empilement suivante, comportant 24 plis, est retenue :

– Un stratifié multidirectionel symétrique, avec pli×" #¬ × " # dans le plan moyen :

Ó¿" ¬Î#¬ Ø" Ú ¬Î#¬ ¿ " ¬" ¬Î#¬ Ø¿" Ú ¬Î#¬" Ô$ Ö (6.3)

Les résultats sur une DCB de [ROBINSON & SONG (1992)] fournissent
á � Ø" Õ Î# Ú ÕÎ Öüõ !� ¬ªª et

á � Ø" Õ ��# Ú Õ Î Ö®!�� ¬ªª . Le chargement étant un mode I pur, nous
utilisons ces données.

Chacun des 24 plis présente une épaisseur deÎ Ö!ü�ªª , soit une épaisseur de la plaque de�ªª .

% �& % � ¥�& á�& á�&' §
!�ÎÎÎÎé ¨ ï «�ÎÎé ¨ ï Î Öü�� �«ÎÎé ¨ ï �«ÎÎé ¨ ï �ªª

TAB. 6.9: Caractéristiques mécaniques.

FORCE DE DÉLAMINAGE LE LONG DU FRONT SELON "
Les figures 6.18 et 6.19 illustrent la dépendance de l’évolution du front par rapport à la valeur

de" . La première figure donne la plus faible valeur du spectre de�
Ð Ò ainsi que la valeur moyenne

de la force de délaminage. Comme précédemment, la plus faible valeur propre est négative. Elle est
minimale pour une valeur autour de

�Î#, valeur pour laquelle le cercle est déjà une forme naturelle
associée à ce type de chargement (le front de fissure va peu évoluer autour du cercle). Les plis à�"
annihilent l’influence des plis à

�Î#. En dehors de cette zone, la direction privilégiée est fortement
imposée par" . Ainsi, lorsque"  «Î#, la force de délaminage est telle que le cercle va évoluer plus
rapidement selon la direction( comme l’indique la figure 6.19 représentant la force de délaminage
sur le premier quadrant de plan (�  Î Û (  Î). Cet effet est amplifié lorsque" Õ Î# : la valeur
négative est très forte et l’amplitude de la force de délaminage est maximale. La forme naturelle
est dans ce cas une “ellipse“ très aplatie.

SIMULATION DE LA PROPAGATION

Les figures suivantes montrent quelques évolutions du front, pour différentes valeurs del’angle
" : " Õ üÎ#, �Î#, ��# et «Î#. Nous prenons

á � Ø" Õ üÎ# Ú Õ Î Ö�� ¬ªª et
á � Ø" Õ «Î# Ú ÕÎ Öõ� ¬ªª . Dans tous les cas lapropagation est stable. On observe cependant un comporte-

ment légèrement différent, en début de propagation, de celui du cas isotrope front elliptique. Par
exemple, pour" Õ �Î# Øá � Õ Î Ö�� ¬ªª Ú, la propagation commence pour�� Õ ! Ö�®�ªª . Il
faut ensuite attendre�� Õ ü ÖÎ�ªª pour que le front progresse à nouveau. Pour cette valeur de" ,
nous avons comme dans le paragraphe précédent, autorisé le recul du front. Les positions dufront
sont données figure 6.24 (à comparer avec la figure 6.23 [propagation proprement dite : non recul
du front]). Le front de fissure recule, en une forme elliptique, jusqu’à obtenir sa forme naturelle.
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FIG. 6.18: Force de délaminage moyenne et Inf
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FIG. 6.19: Force de délaminage sur le premier
quadrant [�� Õ ! Ö�üªª ].

Au-delà, après incrémentation de la variable de pilotage, le front progresse de nouveau, et conserve
sa forme, de façon homothétique9. La forme du front est comparable à celle donnée par la figure
6.23. La stabilité des évolutions est alors donnée sur la figure 6.25 représentant la valeur minimale
des spectres des opérateurs�

Ð Ò et
% Ð Ò, dans les cas de non recul (Z Öã  Î)[figure 6.23] et de

recul éventuel (Z Öã quelconque). Entre les valeurs�� Õ ! Ö�ªª et �� Õ ! Ö�®� (trois incréments2 Õ Î ÖÎü�ªª ), le front reste immobile et la valeur minimale des spectres décroît. Puis vient la
première propagation, le front évolue légèrement vers une position légèrement plus aplatie. La
valeur de Min spectre�

Ð Ò augmente, puis décroît jusqu’à atteindre un minimum�� Õ ! Öõ®�ªª
pour Z Öã quelconque et�� Õ ü ÖÎ�ªª dans le casZ Öã  Î. Cette différence vient du fait que
le front n’a pas exactement la même forme, puisque dans le premier cas, le front recule lorsque�� vaut ! Ö�®�ªª . Dans le cas1 Ö¥ quelconque, les éléments du spectre atteignent leurs bornes
inférieures dès�� Õ ! Öõ®�ªª après quelques propagations. Dans l’autre cas, la convergence
vers la forme naturelle est plus lente ; le plateau est lié aux formes de front, peu régulières, pour��  Óü Ö�ªª Û �ªª Ô, effet de la sensibilité des fonctions splines. Enfin, la valeur de Min spectre% Ð Ò est très légèrement positive (resp. négative) pour le casZ Öã quelconque (resp.Z Öã  Î). Ce
dernier point est sans conséquence.

Nous terminons cette série avec le cas" Õ Î#, pour lequel l’amplitude de la force de délaminage
le long du front est la plus importante. A nouveau, la figure 6.28 présente les différentes positions

9la littérature emploie l’expressionauto-similaire.
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FIG. 6.21: empilement symétrique :" Õ üÎ# �� Õ ! Ö�®� Û ü Ö!®� Û ü Ö�ü� Û ü Ö�®� Û ü Ö�ü� Û ü Ö®®� Û ü Ö«ü� Û� ÖÎ®� Û Ö� Öüü� Û � Ö�®� Û � Ö�ü� Û � Ö�®� Û � Öõü� Û � Ö«®� Û � Ö!ü� Û � Öü®� Û � Ö�ü� Øªª Ú.
126



FRONT FERMÉ - CAS PLAN CHAPITRE 6

m

m
−60 −40 −20 0 20 40 60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

no
p
pq

rsttu m

FIG. 6.22: empilement symétrique :" Õ «v# �� Õ ! Öõü� Û ü Ö®ü� Û ü Öõ� Û ü Ö«®� Û � Ö! Û � Öüü� Û � Ö�� Û� Ö�®� Û Ö� Ö� Û � Ö®ü� Û � Öõ� Û � Ö«®� Û � Ö! Û � Öüü� Û � Ö�� Û � Ö�®� Øªª Ú.
w

w
−50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40 50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

xyzz{

|}
~
~�

w

FIG. 6.23: " Õ �v# �� Õ ! Ö�®� Û ü Ö!� Û ü Öü®� Û ü Ö� Û ü Ö�ü� Û ü Ö�� Û ü Ö®®� Û ü Ö« Û � Övü� Û � Ö!�� Öü®� Û � Ö� Û � Ö�ü� Û � Ö�� Û � Ö®®� Û � Ö« Øªª Ú.
127



FRONT FERMÉ - CAS PLAN CHAPITRE 6

�

�
−50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40 50

−30

−20

−10

0

10

20

30

�����

��
�
��

�

FIG. 6.24: Recherche de la position naturelle du front (argument négatif du spectre de�
Ð Ò mi-

nimal) sans apport d’énergie :" Õ �v# �� Õ ! Ö� Û ! Öõ®� � !! Û ! Öõ®� Û ! Ö«®� Û ü Ö!� Û ü Ö� Û ü Ö�� Û ü Ö� Ûü Ö®� Û ü Ö« Û � Öv� Û � Öü Û � Ö�� Û � Ö� Øªª Ú.
�

� 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

������

����

����� �������������

����
�� 
¡¢
£¤¥
¦£
§̈©

ª£¥
«̈©

ª

�

FIG. 6.25: Evolution de la plus petite valeur du spectre de� ¬
 

et
% ¬

 
en fonction de��.

128



ARCHE CYLINDRIQUE CHAPITRE 6

®

® 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
4

6

8

10

12

14

16

18

°̄±²²³

µ́¶·̧
¹º
»̧
¶¼µ
º½̧
¾

®

FIG. 6.26: Facteur de charge vs.��.
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FIG. 6.27: Distance des points



et � au centreØv Û vÚ vs.��.
du front (lorsque le recul est autorisé). La convergence vers la forme naturelle, correspondant
à Min spectre� ¬

 
le plus faible, obtenue après un nombre important d’itérations est alternée,

comme l’indiquent les figures 6.29 et 6.31. Plusieurs phases se distinguent dans la propagation.
La première comprend l’instabilité évoquée plus haut - la valeur propre la plus faible de

% ¬
 

,
initialement négative, devient positive après la première propagation, puis l’augmentation de�� (
pendant laquelle le minimum du spectre de

% ¬
 

décroît), jusqu’à atteindre la valeur critique de
propagation. Au-delà de cette valeur, le front en reculant s’aplatit et prend une forme plus naturelle
(forte croissance de Min spectre� ¬

 
). La deuxieme phase correspond aux nombreuses oscillations

autour de cette forme naturelle (�� ne varie pas et min spectre� ¬
 

augmente très progressivement
vers une borne supérieure). Ayant atteint sa forme naturelle10, le front progresse (�� augmente)
correspondant à la phase 3. Les fronts n’étant pas très précisément auto-similaires au front obtenu
en fin de phase 2, la stabilité se dégrade légèrement (

% ¬
 

décroît), mais le restent suffisamment
pour que� ¬

 
revienne à sa valeur de début de phase 2. La phase 4 est alors consacrée à une nouvelle

période d’oscillations (�� ne varie pas) pour déterminer une meilleure forme naturelle.

6.3 Arche cylindrique

Dans ce paragraphe, nous étudions la propagation d’une fissure présente au sein d’une arche
mince cylindrique, dont une carte associée est rappelée dans le paragraphe 4.4. Les casd’un front
débouchant et d’un front interne sont envisagés11. Reprenant les notations du paragraphe 4.4,

10à une erreur près fixéea priori, à partir de la norme des déplacements normaux des nœuds du front
11Nous reproduisons certains résultats numériques de [MÜNCH & OUSSET(2002a)].

129



ARCHE CYLINDRIQUE CHAPITRE 6

Ô

Ô
−60 −40 −20 0 20 40 60

−30

−20

−10

0

10

20

30

ÕÖ××Ø

ÙÚ
Û
ÛÜ

Ô

FIG. 6.28: Recherche de la forme naturelle du front (argument néga-
tif du spectre de � ¬

 
minimal) sans apport d’énergie :" Õ v# �� Õ

v Ö« Û ! ÖÝ � � Û ! ÖÝü� Û ! ÖÝ� Û ! ÖÝ®� Û ! Ö� � Ý Û ! Ö�ü� Û ! Ö�ü� Û ! Ö®®� Û ! Ö«ü� Û ü Öv®� Û ü Öüü� Ûü Ö�®� Û ü Ö�ü� Û ü Ö�®� Û ü Ö«®� Û � Ö!ü� Û � Öü®� Û � ÖÝü� Û � Ö�®� Øªª Ú.
Þ

Þ
0 50 100 150 200 250 300

18

20

22

24

26

28

30

32

ßàáâãäåäàæ

ç è é ê

ëìíî
ïðñ
òó
òô
ïõ
ñòð
îöò
÷ø
øù

Þ
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vs. incrément.

l’arche présente une courbure constante non nulle dans la direction� & et nulle dans la direction� (voir figure 6.33). Les caractéristiques géométriques et matériaux sont reportées dans le tableau
(6.10)

% ¥ á � � ¦ § 'L () ��
!ü�vvvé ¨ ï v Ö� v Öüõ !� ¬ªª !vvªª !vvªª ü Öüªª !vM � ªª Ý Ö!vM� � ªª

TAB. 6.10: Caractéristiques géométriques et matériaux.

Enfin, signalons que pour cet exemple, les dérivées première et seconde de l’énergie derupture
s’écrivent simplement :ð ¬&

 ØZ Ú Õ Ná � �O P�Q äÙ�Z Ø! × ù'R M &Úä S# T ð ¬
  ØZ Û Z Ú Õ Ná � � O P� Q ä�� Ø�Z Ú Ø! × ù'R M &Úä S#

(6.4)

6.3.1 Front débouchant

L’arche cylindriqueU représentée par l’ouvertSU Õ V N W Û W X�Vv Û ¦ X�V N§ Û § X contient une fissure
initiale au sein de sa surface moyenne (ù' Õ v). La zone délaminée estS#� Õ $ Øù & Û ù Ú � S# Û ù & 7 W� %
et le front de fissure estSYZ Õ [\

Õ Øù & Û ù Û ù' Ú � SU Û ù & Õ W� Û ù �Vv Û ¦ XÛ ù' Õ v] ou bienYZ Õ [^ Õ Ø� Û ( Û _ Ú � U Û � Õ R `Ùa W�� Û ( �Vv Û ¦ XÛ _ Õ R Øîb` W�� N îb` W � Ú].

La structure est fixée sur le côtéc� Õ $\ � SU Û ù & Õ N W % et soumise au chargement normald� Õ Øv Û v Û Sö �' Ú, Sö e' Õ N Sö M' Õ õ� sur le côté opposé. A nouveau, l’algorithme de Newton modifié
est contrôlé en déplacement ; soit�� le déplacement normal à une des deux extrémités de l’arête
supérieure de la partie délaminée. Les figures 6.34 et 6.35 décrivent les variations du facteur de
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charge et de la longueur de délaminage (au point milieu du front) respectivement en fonction de la
quantité��. Deux valeurs du rayon de courbure sont considérées :R Õ Ývªª et R Õ �fvªª .l
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FIG. 6.34: Facteur de charge vs.��

s

s 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
25

30

35

40

45

50

55

60

r=350mm 

r=40mm 

tuvwwx

yzz{

s
FIG. 6.35: Longueur du délaminage (au point
milieu) vs.��

La figure 6.34 montre que la courbure accroît légèrement la rigidité de l’arche. A nouveau, les
points de même abscisse correspondent aux itérations de l’algorithme enZ et uniquement les points
inférieurs assurent en plus le minimum de

%
par rapport à la position du front. La convergence de

cette position est obtenue en 6 itérations au plus avec un incrément2�� Õ v Övüfªª et en 12
itérations au plus avec un incrément2�� Õ v Ö!ªª . Les différents points d’équilibre obtenus
avec ces deux valeurs sont reportées sur la figure 6.36. Naturellement, le chemind’équilibre est
indépendant de la valeur de l’incrément.

La figure 6.37 décrit l’évolution du taux de restitution de l’énergie en fonction du rayon de courbure
de l’arche. Nous obtenons, en accord avec les développements analytiques du chapitre3, que la
courbure est un facteur limitant la propagation du front de fissure. Enfin, la positiondu front à
équilibre est donnée, pour différentes valeurs de la quantité�� sur la figure 6.38. Pour la lisibilité,
les positions sont données dans le plan de référenceØù & Û ù Ú.
Le spécimen étant très large, les effets de bord restent faibles sur la forme du front qui reste recti-
ligne au cours de son évolution. Finalement, mentionnons que la propagation est stable, toutes les
valeurs deX� ¬

  V (et donc deX% ¬
  V) étant positives.

6.3.2 Front fermé

Le cas d’un front circulaire (dans le plan de référence) interneSYZ Õ $\ Õ Øù & Û ù Û ù' Ú Û ù  & × ù   Õ| Û ù' Õ v% centré à l’origine est considéré.| désigne le rayon du front et est égal à
Ývªª . L’arche

est fixée sur les côtés latéraux :c� Õ $ù & Õ � � Û ù Õ v Û ¦ % et est soumise à deux forces normales
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FIG. 6.36: Chemins d’équilibre (�� Û �)
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ponctuellesS³ e' Õ N S³ M' Õ !vv� appliquées au centre de la zone délaminée sur les faces inférieure
et supérieure. Les caractéristiques de l’arche sont inchangées excepté

¦ Õ ±vvªª . A l’image
du cas précédent, l’algorithme de Newton est piloté en déplacement, la variable de pilotage est
le déplacement normal du point central de la face supérieure. La figure 6.39 présente le maillage
initial et un maillage final après quelques propagations.´

´
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¶ ·̧¹º»

¼½
¼¾

´
FIG. 6.39: Maillage initial (gauche) et final (droite) pourR Õ �vvªª et �� Õ Ý Ö²±ªª

Les figures 6.40 et 6.41 décrivent la variation du facteur de charge et des distancesà l’origine
des points A et B (définis sur la figure 6.39) du front en fonction de��, et ce, pour deux valeurs
du rayon de courbure. Ces figures montrent, d’une part, qu’une valeur plus importante de�� est
nécessaire pour initier la propagation dans le cas le plus courbé et d’autre part, que le front évolue
plus rapidement selon l’axe¿À où la courbure est minimale (point B).

Les différentes positions du front sont reportées sur les figures 6.42 et 6.43 pourR Õ �vvªª etR Õ «vvªª respectivement : naturellement, les fronts restent symétriques par rapportaux deux
axes.

Par ailleurs, les valeurs du taux de restitution localÁ et du déplacement normal associé le long
du quadrant positif du frontØÂ & 7 v Û Â 7 vÚ sont reportées sur la figure 6.44. Le déplacement du
front, apparaît être, à une constance près, une régularisation de la quantitéÁ N Á �. Les variations
du taux de restitution local aux points



et � en fonction du rayon de courbure sont réportées sur

la figure : les évolutions sont identiques à l’exemple précédent.

Pour conclure, faisons quelques commentaires sur la stabilité. Les calculs réalisés pour les valeursR Õ �vvªª et R Õ «vvªª des rayons de courbure montrent une évolution stable. Cependant,
nous observons grâce aux figures 6.40 et 6.41 que pour de faibles valeurs deR, la réponse de l’arche
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est irrégulière pour une valeur de la variable de pilotage inférieure à� Ö®fªª . Des calculs réalisés
avecR Õ ±vvªª révèlent une propagation instable. Il y a donc un compromis à déterminer, dans
la conception de structure, entre la propagation et la stabilité : plus la courbureest importante,
moins le risque de propagation est grand, mais plus celui d’une propagation instable (et peut-être
catastrophique ?) l’est.
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Chapitre 7

Problématique

Nous abordons dans cette seconde partie un problème dont les liens avec la partie précédente
vont apparaître rapidement, celui de la modélisation de l’assemblage de structures par collage, puis
de la modélisation de la rupture du joint. Grâce aux progrès dans la conception des colles et résines
synthétiques, ce procédé d’assemblage mécanique a connu un succès important dans l’industrie,
et ce pour l’assemblage de matériaux aussi divers que les bois, l’acier et de façon plus récente
les céramiques et les composites. Le succès de cette technique est dû à plusieurs raisons. C’est
la seule façon de relier deux pièces sans en altérer les propriétés mécaniques ; par ailleurs, les
jonctions collées sont moins lourdes que les boulonnages ou rivetages et l’énergie nécessaire est
bien inférieure à celle mise en œuvre dans un soudage. D’autres points comme l’anti-corrosion et
l’étanchéité peuvent être également évoqués. La liaison métal-colle-métal est si résistante que son
utilisation fut envisagée, dans les années 40, dans l’industrie aéronautique. Néanmoins, dans l’in-
dustrie aéronautique, où l’analyse des liaisons mécaniques est un des points les plus importants1, la
technique prépondérante reste celle du rivetage2, jugée plus sûre, permettant un démontage éven-
tuel des structures, alors que le collage y est davantage utilisé comme moyen derenfort ou de
réparation. Une plus grande utilisation de cette technique requiert encore une meilleure connais-
sance de la description mécanique du joint et de son comportement aux dommages. Ces quelques
points expliquent le grand nombre de travaux théoriques et expérimentaux visant à caractériser les
états de contrainte dans le joint et ses différents modes de rupture. Principalement, deux paramètres
sont à considérer : d’une part, l’épaisseur moyenne de l’adhésif par rapport à une longueur carac-
téristique de la structure, et d’autre part, le rapport des rigidités entre les différents constituants.
D’un point de vue numérique, ce type de problème est délicat. La faible épaisseur du jointde colle
nécessite un maillage fin engendrant un coût de calcul important. D’autre part, lamatrice de ri-
gidité du problème est mal conditionnée lorsque les rigidités des constituants sont d’un ordre de
grandeur différent. Dans la section suivante, nous rappelons quelques modélisations mécaniques
de ce problème, ramenant le joint à sa surface moyenne et permettant, en outre, demener à terme
la modélisation numérique.

1le coût d’assemblage représente 30ù à 50ù du coût total de la structure et la masse des fixations et renforts
représente environ 10ù de la masse totale de la structure.

2pour un ordre de grandeur, environ 150000 vis et rivets sur un Rafale, 250000 sur un Falcon.
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7.1 Sur la modélisation du joint

L’étude d’un assemblageUú de joint collé, est généralement ramenée dans la littérature à la
situation simple suivante :Uú est formé de deux adhérents notésUeú et UMú liés sur une partie de
leur frontière par un adhésifULú , d’épaisseur�§ constante.� représente un paramètre positif petit
sans dimension et§ une longueur caractéristique de l’assemblage.û

û

üý
þÿ�

þ��
�ÿü�ÿü

��ü
��ü ��ü ���
þ��

þÿ�
��	��

û

FIG. 7.1: Assemblage colléUú
L’hypothèse sur la différence de rigidités entre les constituants est prise en compte en introduisant
trois tenseurs� e Û � M et � L de même ordre de grandeurs tels que� ú Õ � e surUeú , � ú Õ � M surUMú , et� ú Õ ��L surULú . � et � sont les deux paramètres du problème. La structure est encastrée
et soumise à une distribution surfacique de force sur deux parties disjointes de sa frontière.

Les premiers travaux de modélisations sont généralement crédités à l’actif de Goland et Reiss-
ner [GOLAND & REISSNER(1944)] retenant dans un cadre élastique linéaire les deux hypothèses
suivantes : i) la flexibilité de l’adhésif est négligeable ii) les contraintes axiales sont négligeables
tandis que les autres contraintes sont constantes dans l’épaisseur. Compte tenu de ces deux hypo-
thèses, ces auteurs considèrent deux cas :

– le cas où le joint est si fin (�§ Õ b Ø!Ú) et rigide � Õ  Ø!Ú que les déformations sont né-
gligeables. Les différents champs sont alors continus à travers le joint considéré comme un
corps rigide. On introduit la notion d’interface parfaite (ou forte);

– le cas où l’adhésif est souple (� Õ b Ø!Ú) et flexible : la flexibilité du joint est due à la
déformation de l’adhésif. On introduit la notion d’interface faible.

Cette analyse en contraintes a été affinée [ALLMAN (1977)], en supposant que la variation des
contraintes est linéaire dans l’épaisseur du joint, hypothèse ensuite exploitée pardes calculs ana-
lytiques donnant une première influence des paramètres mis en jeu [DELALE et al. (1981)] et par
des travaux numériques basés sur la méthode des éléments finis ([WOOLEY & CARVER (1971)]).
Le cadre élastique linéaire a ensuite été étendu à des lois non linéaires ([REDDY & ROY (1988)],
[DESTUYNDER & N EVEU (1986)], [EDLUND (1994)]).
Pour certaines densités, une analyse asymptotique en les paramètres� et � , similaire à celle utilisée
pour les structure minces, a permis de justifier et d’affiner ces modèles, en les inscrivant dans un
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cadre mathématique rigoureux. Le paramètre� est alors écrit sous la forme� Õ �� �� , �� étant
un paramètre sans dimension, indépendant de� et les champs cinématique et statique sont déve-
loppés formellement selonØ�� Û � � Ú Õ Ø�� Û � � Ú × � Ø� � Û � �Ú × ÖÖÖ . La valeur de� ainsi que la
densité d’énergie choisie déterminent alors différents modèles simplifiés dits limite. Dans le cas
de l’élasticité linéaire ([GILIBERT & R IGOLOT (1979)], [KLARBRING (1991)], [ABDELMOULA

et al. (1996)], [GEYMONAT et al. (1999)]) et� � Xv Û ! X, l’analyse conduit à des champs�� et
� �

constants dans la colle. La colle est alors rigide au premier ordre en� : cela correspond au premier
cas étudié par Goland et Reissner. Dans le second cas évoqué où la colle est plus souple, que nous
traduisons en écrivant� Õ !, au premier ordre, les contraintes restent constantes dans la colle mais
les déplacements sont linéaires en l’épaisseur de l’adhésif. Si celle-ci est portée par l’axe¿� , le
champ cinématique s’écrit :�� Ø^ � Ú Õ �� Ø� ú� Ú × �� Ø� ú� Ú± × � ú'�§ X�� V Ø�� Ú� �� �V � ¬�  × Ø�Ú Û (7.1)

en notant�� Ø� ú� Ú Õ �! Ø� ú� Û ú" Ú, �� Ø� ú� Ú Õ � # Ø� ú� Û N ú" Ú et X�� V Ø� ú� Ú Õ �� Ø� ú� Ú N �� Ø� ú� Ú le saut
des déplacements à travers le joint. Cette écriture assure la continuité duchamp cinématique sur$ eú Õ Ueú % ULú et

$ Mú Õ UMú % ULú . DansULú , les contraintes valent� ú&' Õ '()*)*" Xì �& V×  Ø�Ú et l’éner-
gie de déformations est remplacée, au premier ordre par uneénergie d’adhésionde type rappel
élastique définie sur la surface moyenne

$
deULú : �+ ØX�� VÚ Õ & ,+ '()*)*" Xì ú& V -$

. Le joint dispa-
raît d’un point de vue géométrique de sorte que les éventuels problèmes numériques évoqués
plus haut sont éliminés. Des travaux similaires concernent des lois élastiques non linéaires de type
puissance (Norton-Hoff) ([SUQUET (1988)], [ GANGHOFFERet al. (1997)]) ou traitent la situation
plastique ([DESTUYNDER & N EVEU (1986)], [KRASUCKI & L ENCI (2000)]). Concernant la justi-
fication des développements asymptotiques formels, la propriété de convexité des énergies permet
enfin d’assurer dans un espace convenable, la convergence ou seulement lac-convergence de��
vers��. Le cas� . ! a été traité dans [GEYMONAT et al. (1999)] tandis que le cas� / v (inclu-
sion de corps rigides) a été traité dans [CAILLERIE (1980)]. Une analyse sur le collage de plaques,
correspondant à la situation où les adhérents présentent une dimension faible devant les autres,
nécessite l’introduction d’un troisième paramètre et conduit, suivant la valeur de� , au modèle
d’interface parfaite ou à un modèle de glissement ([DE MONTLEAU (1999)]). Dans [GEYMONAT

& K RASUCKI (1997)], le collage dans leur plan de plaques de type Kirchhoff-Love est étudié.
Deux cas significatifs sont mis en évidence suivant la valeur de� (� Õ ! ou� Õ �). Ce modèle a
ensuite été justifié parc-convergence dans [ZAITTOUNI et al. (2002)].
Lorsque l’adhésif est plus souple que les adhérents (� . v), l’hypothèse des petites déformations
dans le joint, adoptée de façon quasi-systématique dans la littérature, est sujette à caution. Les
auteurs présentent dans [LICHT & M ICHAILLE (1996)] une première tentative de prise en compte
des grandes déformations, introduisant une densité d’énergie non convexe, dont les hypothèses
de croissance et de continuité sont cependant incompatibles avec la condition de préservation de
l’orientation (1.1). En revanche, les auteurs prennent en compte à l’aide de fonctions fortement
oscillantes, la rugosité des surfaces inférieure

$ Mú et supérieure
$ eú du joint. La c- convergence

de l’énergie potentielle lorsque l’épaisseur du joint tend vers zéro est démontrée faisant appa-
raître une énergie d’ “adhésion” fonction convexe positivement homogène de degré� du saut des
déplacements et définie sur

$
. Les modèles obtenus sont étudiés numériquement dans [LEBON

et al. (1998)]. Le chapitre 8 est consacré à une seconde tentative à l’aide d’une densité expli-
cite prenant en compte la condition de préservation de l’orientation (1.1). La démarche sera ana-
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logue. Avant cela, nous appliquerons la méthode sur la densité de Saint Venant-Kirchhoff,éten-
dant [KLARBRING (1991)], et nous verrons que le modèle obtenu diffère de celui présenté dans
[EDLUND & K LARBRING (1992)], dont nous rappelons maintenant les caractéristiques.
L’épaisseur du joint étant faible, les auteurs adoptent un déplacement linéaireselon l’épaisseur
dans la colle (7.1). Notant0 Õ 1V 2ú" et � Õ V 3 ¬45 eV 6 ¬45  le tenseur des déformations� s’exprime
dans la colle selon :78888889888888:

%�; Ø� Ú Õ %�; Ø� Ú × !± � ' <�� W; × �; W� × ì= W� �= W; × �= W�ì= W; > × !± �  ' �= ?� �= ?; Û
%�' Ø� Ú Õ !± Ø�� × ì ' ?� × ì= ?� �= Ú × � '± Ø�' ?� × �= ?� �= Ú Û (7.2)

%'' Ø� Ú Õ �' × !± �= �= Ö
La relation� �&@ A �=@ ¥& Õ �L&@ A L=@ ¥& sur

$ � et la condition de raccord cinématique permettent d’en
déduire que les contraintes sont du même ordre dans les adhérents que dans l’adhésif. Lesauteurs
supposent alors, la colle étant plus souple (cas� Õ !), que les déformations

% �; sont d’ordre
supérieur aux déformations

%�' dans le joint. Enfin, la déformation�' ?� × �= ?� �= , étant reliée à une
contrainte nulle sur la surface moyenne du joint, est négligée devant les autres termes de

%�'. A
l’aide de ces choixa priori, les auteurs en concluent :

%�; Ø� Ú  v T % �' Ø� Ú  !± Ø�� × ì' ?� × ì= ?� �= Ú T %'' Ø� Ú Õ �' × !± �= �= Ö (7.3)

Les contraintes dans le joint sont alors, pour des matériaux monocliniques :

��;  � ú�; ''%'' 2�; T ��'  !±� ú�'�' Ø�� × ì ' ?� × ì= ?� �= Ú T � ''  � ú'''' Ø�' × !± �= �= Ú Û
(7.4)

conduisant à l’énergie de déformation suivante dans le joint :

�+ Ø� Ú Õ �+ � BC�M BC� � ú�'�' Ø�� × ì' ?� × ì= ?� �= Ú × � ú'''' Ø�' × !± �= �= Ú -� '-�� (7.5)

qui s’intègre selon l’épaisseur pour obtenir une énergie d’adhésion définie sur la surface moyenne$
:

�+ Ø� Ú Õ �+ � ú�'�'�§ ØXì� V × �§ì ' ?� × ì= ?� Xì= VÚ × � ú''''�§ <Xì ' V × !±�§ Xì = V >  -�� Ö (7.6)

Les auteurs ne traitent pas les questions d’analyse mathématique de leur modèle limite mais com-
parent numériquement, sur l’exemple de l’assemblage à simple recouvrement, les résultats avec
ceux issus de l’élasticité linéaire.

7.2 Sur la modélisation de la rupture du joint

Les modèles de joints rappelés rapidement ci-dessus ne sont pas une fin en soi et servent à dé-
crire les différents modes de rupture possibles du joint. Celui-ci est, par sa fonction et sa nature, un
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lieu favorable de rupture, laquelle peut y apparaître principalement selon deux formes : d’une part,
une rupture de l’interface adhérents-adhésif3 et d’autre part, une rupture du joint lui-même, par la
présence de fissures ou micro-fissures4. L’apparition d’un de ces modes plutôt que l’autre dépend
bien entendu de la nature du joint, de la géométrie de l’assemblage et aussi du chargement. Ainsi,
dans [FLECK et al. (1991)] est décrit un assemblage, composé de deux demi-disques d’alliage
d’aluminium joints par une fine couche d’epoxy : soumis à un chargement de mode I prédominant,
la fissure apparaît à l’interface, malgré une énergie de rupture deux fois supérieure pour l’epoxy
que pour l’interface aluminium-epoxy ; soumis à un mode II prédominant, la fissure apparaît dans
le joint. Concernant la fissure d’interface, les modèles de rupture sont basés sur des critères en
contrainte maximum [HARRIS & A DAMS (1984)] ou sur une étude des singularités présentes aux
extrémités du recouvrement dans les coins et/ou à l’interface adhérents-adhésif (la différence des
rigidités des matériaux donnant naissance à ces singularités). [DESTUYNDER et al. (1988)] réa-
lisent une étude paramétrique des singularités présentes dans l’assemblage à doublerecouvrement.
Dans [GEYMONAT et al. (1999)], un résultat de régularité général pour le problème plan per-
met de montrer que les singularités types sont toujours de type logarithmique quand les adhérents
sont convexes. Par ailleurs, l’étude de la couche limite montre que des singularités d’ordre supé-
rieur peuvent apparaître dans la colle. Les singularités, très localiséesaux voisinages des points
extrêmes ne peuvent fournir que des indications sur le processus d’amorçage de la fissure. En rai-
son des grandes déformations dans le joint, certains auteurs préfèrent utiliser pourle second mode
de rupture, des critères locaux en déformation ([CHAI (1996)] dans le cas du cisaillement, où la
fissure initialement à l’interface évolue dans le joint). Ces résultats sont essentiellement expéri-
mentaux. La finesse du joint nécessiterait ici un maillage très raffiné autourdu front de fissure.
Naturellement, les outils de la mécanique de la rupture sont utilisables et un modèle de propaga-
tion d’une fissure d’interface, basé sur un principe de moindre énergie et de ce fait sur le calcul
de dérivées d’énergie, est parfaitement envisageable. De nombreux travaux concernent également
la détermination des facteurs d’intensité de contraintes. Ainsi, [FLECK et al. (1991)] décrivent
les chemins possibles de fissuration dans le joint suivant le critère de symétrie locale (D EE Õ v) ;
[SUO & H UTCHINSON (1990)] déterminent, dans le cas d’une structure semi-infinie et lorsque
l’épaisseur du joint est faible, une relation universelle entre ces facteurs d’intensité et les facteurs
d’intensité virtuels associés à une fissure dans un assemblage homogène, où le joint a disparu.
[L EGUILLON & A BDELMOULA (2000)] utilisent la technique des développements asymptotiques
raccordés pour calculer dans le cas anti-plan ces facteurs, selon la positionde la fissure et le rapport
des rigidités adhérents-adhésif. Cette tendance, visant à se ramener à la surface moyenne du joint,
est également adoptée dans [DESTUYNDER et al. (1992)] utilisant le modèle d’interface élastique
[K LARBRING (1991)](cas� Õ !) pour déterminer un taux de restitution associé à une fissure le
long de la surface moyenne. La procédure est identique à celle utilisée dans la première partie. Un
terme supplémentaire dû au joint apparaît dans le taux de restitution :F ú ØZ Û�� Ú Õ F � ØZ Û�� Ú × !± �+ � ú&'&'�§ Xì ú& V -Ù�Z-$

(7.7)

et les auteurs montrent que cette dérivée est indépendante de la cinématique virtuelle Z du front
pour obtenir une expression le long du frontF ú ØZ Ú Õ & ,ß G 'B)*)*ú" Xì ú& V -Y . La quantitéF � désigne le
taux de restitution obtenu sans le joint (expression (1.46) linéarisée). La singularité de contrainte
proche du front virtuel de fissureYZ est représentée par le saut des déplacements, à l’image de

3“adhesive fracture”.
4“cohesive fracture”.
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l’expression (3.96), où apparaissent les sauts des efforts normaux et moment de flexion à travers
la pointe de la fissure. Sur la structure réelle, cela revient à supposer que le joint se rompt sur
toute son épaisseur, et que le front reste perpendiculaire aux interfaces

$ eú et
$ Mú . Cette hypothèse

est d’autant moins forte que l’épaisseur du joint est faible, auquel cas les contraintes sont, au pre-
mier ordre, constantes dans l’épaisseur du joint. Il s’agit ici d’une vision énergétique, parfaitement
en phase avec la modélisation du joint, décrite dans le paragraphe précédent. Parailleurs, dans
le cas où l’épaisseur du joint est très faible, les travaux expérimentaux montrent que le taux de
restitution critiqueÁ E H est très proche de celui associé à une fissure d’interface [CHAI (1986)].
Dans [DESTUYNDER et al. (1992)], les auteurs, compte tenu de l’hypothèse retenue, supposent
le champ virtuelZ constant dans l’épaisseur, soitXZ V Õ v, fournissant alors une expression simpli-
fiée de (1.46), écrite ensuite le long decZ & YZ IV N ú" Û ú" X selonF ú ØZ Ú Õ & ,JG � ú&'ìú& ?'-Y . Cette
expression est obtenue grâce aux résultats des études de singularité dans les “interfaces” faibles,
présentes ici le long de

$ eú % cZ et
$ Mú % cZ . L’expression précédente peut être obtenue, en raison de

la commutativité des opérateurs, en dérivant d’abord l’énergie par rapport à une évolution du front
puis en réalisant l’analyse asymptotique sur les formulations variationnellesvérifiées par les deux
premières dérivées lagrangiennes. En revanche, cette stratégie adoptée surune fissure d’interface
adhérent-adhésif où les singularités sont plus fortes ne conduit pas à une expression à lafois simple
et prenant en compte les propriétés du joint. Dans le chapitre 9, nous appliquerons cettetechnique
aux modèles obtenus au chapitre 8. Dans le cas d’une interphase forte (� � Xv Û ! X), où le joint est en
première approximation un solide rigide, cette hypothèse est faible, puisque le tauxde restitution
converge vers celui de l’interface parfaite.
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Chapitre 8

Modèles de joint collé en élasticité non
linéaire

Dans le cadre de l’élasticité non linéaire, nous étudions le comportement d’un jointde colle
d’épaisseur d’ordre� reliant deux solides. Considérant la densité d’énergie de Saint Venant-Kirchhoff
puis la densité d’énergie de Ciarlet-Geymonat, une technique de développement asymptotique for-
mel fournit le terme de premier ordre en� de l’énergie mécanique associée à la structure. L’exis-
tence et l’unicité de points critiques associés à cette énergie limite sont alors étudiées pour les deux
densités. Enfin, quelques applications numériques sont présentées.

8.1 Position du problème

Soient dans l’espace euclidien� '
muni d’une base orthonormée directeØ T ¿ � Û ¿À Û ¿� Ú deux

ouvertsUe et UM disjoints, connexes, bornés de frontièreKUe et KUM de classeL  
. Soit

$ ÕKUe % KUM la partie commune des surfaces externes, de mesure 2D non nulle et projetable sur le
plan M� ' Õ vN. Afin d’insérer l’adhésif, les ouvertsUe et UM sont translatés dans la direction¿�
et N¿� respectivement sur une longueur égale à la demi-épaisseurú" de l’adhésif. La quantité§
désigne une longueur caractéristique, par exemple le diamètre deUe O UM, tandis que la quantité�,
sans dimension, est strictement positive petite devant l’unité. Nous définissonsalors les domaines
suivants :

Ueú Õ M^ × �§± ¿� Û ^ � Ue N Û UMú Õ M^ N �§± ¿� Û ^ � UM N ÛULú Õ M^ × �_± ¿� Û N§ / _ / § Û ^ � $ N Û$ eú Õ M^ × �§± ¿� Û ^ � $ N Û $ Mú Õ M^ N �§± ¿� Û ^ � $ N Û
de sorte que : Uú Õ Ueú O UMú O ULú O $ eú O $ Mú (8.1)

désigne la configuration physique de référence de l’assemblage (figure 8.1). Selon la terminologie
usuelle,Ueú et UMú sont appelés lesadhérentstandis queULú est appelé l’adhésif.
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FIG. 8.1: Assemblage collé - Configuration de référenceUú (gauche), dilatéeU u� (droite), limiteU
(bas).
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Nous supposons que la rigidité de l’adhésif est plus faible que la rigidité des adhérents, dans un
rapport�, ce que nous traduisons en introduisant trois tenseurs� e , � M et � L de même ordre de
grandeur et indépendants de� tels que :7898:�

ú Õ � e dans Ueú Û� ú Õ � M dans UMú Û� ú Õ �� L dans ULú Ö (8.2)

Nous supposons également que les matériaux constituant l’assemblage sont monocliniques :� ú'''� Õ� ú�; ß ' Õ v. La structure est fixée sur les partiesce� et cM� , ce� v KUeú ¬$ eú et cM� v KUMú ¬$ Mú , l’une
étant au moins de mesure bidimensionnelle non nulle et est soumise à une densité surfacique de
force � Ù� � Ø¦  ØcZ ÚÚ' sur les partiesceZ et cMZ , ceZ v KUeú ¬$ eú , cMZ v KUMú ¬$ eú de sorte quece� % ceZ Õ w et cM� % cMZ Õ w. Enfin, nous associons à cette structure l’énergie mécanique :

� ú Ø� Øx ÚÚ Õ yzB {| ú Ø^ � Û} Øx ÚÚ-^ � N ~ ú Øx Ú (8.3)

définie sur un espace fonctionnel� ØUú Ú. {| ú désigne la densité d’énergie associée aux matériaux
et ~ ú désigne l’application linéaire associée au chargement� �Ù :~ ú Øx Ú Õ yJ�� � Ù� Öx -c x � � ØUú Ú Ö (8.4)

Nous considérons deux densités d’énergie élastique non linéaire. La densité de Saint Venant-
Kirchhoff pour laquelle nous avons :�+ � ØUú Ú Õ Mx � Ø| & ?� ØUú ÚÚ' Û x Õ v surc�� N (8.5)

puis la densité de Ciarlet-Geymonat, rappelée au premier chapitre pour laquelle:�H � ØUú Ú Õ Mx � Ø| & ?� ØUú ÚÚ' Û -��� Øx Ú . v Û x Õ v surc�� N Ö (8.6)

Le paramètre� étant fixé, la solution�� du problème de l’équilibre est, au moins formellement, un
point critique de l’énergie mécanique. Dans le cas de la densité de Ciarlet-Geymonat, les résultats
de J. Ball [BALL (1977)] assurent l’existence d’au moins un minimum de l’énergie. Cette question,
dans le cas général, demeure ouverte pour l’énergie associée à{| ú+ � .

Compte tenu des deux hypothèses, l’une géométrique sur la faible épaisseur relativede l’ad-
hésif, et l’autre matérielle sur la faible rigidité relative de l’adhésif, faisant intervenir un petit pa-
ramètre�, notre objectif est d’atteindre un modèle simplifié du modèle élastique usuel précédent.
Ce modèle approcherait d’autant mieux le modèle initial, dans un sens à définir, que leparamètre� serait faible. A cette fin, nous utilisons la méthode des développements asymptotiques rappelée
au chapitre 3. Nous commençons par le cas de la densité d’énergie de Saint Venant-Kirchhoff.

8.2 Densité de Saint Venant-Kirchhoff

Nous reprenons la démarche adoptée dans [CIARLET & D ESTUYNDER (1979)] consistant à
travailler à partir d’une formulation variationnelle mixte. A cette fin, introduisons le tenseur des

contraintes� � Õ � �� B���� Ø
^ � Û} Ú.
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8.2.1 Formulation variationnelle et dilatation selon l’épaisseur

Les points critiquesØ�� Û � � Ú sont, au moins formellement, caractérisés par la formulation mixte
d’Hellinger-Reissner :

� ú 78889888:
yzB $ ú&@ = W� ú= W�&@ -Uú Õ yzB �&@ % &@ Ø�� Ú -Uú �� � � ØUú Ú Û
yzB � ú&@ Ø2@ = × ìú= ?@ Ú�= ?& -Uú Õ yJ�G � �� Öx -$ �x � � ØUú Ú Û

avec� ØUú Ú Õ ~  
$ ØUú Ú Õ M� Õ Ø�&@ Ú T �&@ � ~  ØUú Ú T �&@ Õ �@ & N. Afin de faire apparaître expli-

citement la dépendance du problème en le paramètre�, nous définissons, suivant les techniques
développées dans [CIARLET & D ESTUYNDER (1979)], un problème équivalent posé sur un do-
maineU u� (figure 8.1 droite). A cette fin, nous introduisons la fonction� ú � ^ Õ Ø� & Û �  Û � ' Ú �U u� � ^ � Õ Ø� ú& Û � ú Û � ú' Ú � Uú définie par :7898:� ú Ø� & Û �  Û � ' Ú Õ Ø� & Û �  Û � ' N " Ø! N �ÚÚ � Ueú Û pour

^ � Ueu� Û� ú Ø� & Û �  Û � ' Ú Õ Ø� & Û �  Û �� ' Ú � ULú Û pour

^ � UL Û� ú Ø� & Û �  Û � ' Ú Õ Ø� & Û �  Û � ' × " Ø! N �ÚÚ � UMú Û pour

^ � UMu� Û (8.7)

avecU�u� Õ M^ � " ¿� Û ^ � U� N, UL Õ M^ × � ¿� Û N� / _ / � Û ^ � $ N,
$ � Õ M^ � " ¿� Û ^ � $ N.

Afin de simplifier les notations, nous identifions sans confusion possibleUeu� avecUe et UMu� avecUM. Enfin, nous notonsU u� & U Õ Ue OUM OUL O $ e O $ M & U� OUL O $ � . Le champ� Ø� Û ^ Ú est
défini sans changement d’échellepar � Ø� Û ^ Ú Õ �� Ø^ � Ú Õ ��b� ú Ø^ Ú. La même correspondance,
sans changement d’échelle, est adoptée pour le tenseur des contraintes ainsi que pour lesmodules
de rigidité : � Ø� Û ^ Ú Õ � � Ø^ � Ú Õ � �b� ú Ø^ Ú T � Ø� Û ^ Ú Õ � ú Ø^ � Ú (8.8)

avec� Ø� Û ^ Ú Õ � � sur U� et � Ø� Û ^ Ú Õ �� L sur UL . Enfin, nous effectuons le changement
d’échelle des forces suivant :

� �� Ø^ � Ú Õ �� � � Ø^ Ú Û � � � Ö (8.9)

Selon les relations��4B5 Ø� ú Ø^ � ÚÚ Õ ��45 Ø� Ø^ ÚÚ, ��4B* Ø� ú Ø^ � ÚÚ Õ �M & ��4* Ø� Ø^ ÚÚ et ,z(B � ú Ø^ � Ú-^ � Õ� ,z( � ú b� ú Ø^ Ú-^ & � ,z( � Ø^ Ú-^, pour toute fonction� différentiable et
-U-mesurable et� ú

telle que� úb� ú & �, le problème
� ú se transforme en un problème

� Ø�Ú posé surU et défini par :

� Ø�Ú

788888888888888888888988888888888888888888:

yz� $ �&@ = W�= W�&@ -U × yz( $L&@ = W�= W�&@ -U Õ �M & yz( �''± ì & ?'ì & ?' -U
× yz� �&@ Y &@ Ø� Ú-U × yz( Ø�&'ì & ?' × ��'ì & ?'ì & ?� Ú-U
× � yz( Ø��; Y�; Ø� Ú × ��'ì ' ?� Ú-U �� � � ØU Ú Ûyz� � &= Ø2@ = × ì@ ?= Ú�@ ?& -U × �M & yz( � ''ì@ ?'�@ ?' -U
× yz( <��' Øì@ ?'�@ ?� × ì@ ?� �@ ?' Ú × � &'�& ?'> -U
× � yz( Ø��; ì@ ?��@ ?; × ��@ �@ ?� Ú-U Õ �� yJ�G � � Öx -$ �x � � ØU Ú Û
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avec� ØU Ú Õ Mx � Ø| & ?� ØU ÚÚ' Û x Õ v sur c�� N et � ØU Ú Õ ~  
$ ØU Ú tandis que l’énergie mécanique

devient :

� Ø� Û} Øx ÚÚ Õ yz {| +� Ø� Û ^ Û} Øx ÚÚ-^ N ~ Ø� Û x Ú Û x � � ØU Ú (8.10)

avec~ Ø� Û x Ú Õ � ,JG � � Öx -c.

8.2.2 Développement asymptotique formel

Comme dans [CIARLET & D ESTUYNDER (1979)], nous supposons que les champs cinéma-
tique et statique se développent en une série de puissances du paramètre� selon :

Ø� Ø� Û ^ Ú Û � Ø� Û ^ ÚÚ Õ �  Ø�¡ Ø^ Ú Û� ¡ Ø^ ÚÚ × � e & Ø�¡! � Ø^ Ú Û � ¡! � Ø^ ÚÚ × ÖÖÖ ¢ � � Û (8.11)

développements que nous injectons dans le problème
� Ø�Ú. L’identification des termes de même

ordre en� fournit alors une suite de problèmes variationnels. Si nous prenons� Õ ¢ Õ v comme
dans le cas de l’élasticité linéaire, alors le terme en�M & dans la relation de comportement fournit
la relationì �& ?' Õ v dansUL tandis que celui en�� fournit � �&@ Õ v dansUL . Ces deux conditions
sont incompatibles puisque selon la continuité des déplacements, le joint disparaît et l’adhérence
parfaite est assurée entre les faces inférieure et supérieure, tandis quela condition en contraintes
entraîne que ces faces sont libres d’effort. Par ailleurs, la distributiondes forces� � pouvant être
arbitrairement petite, il est naturel d’imposer que le problème limite cherché généralise le problème
limite issu de l’élasticité linéaire présenté dans [KLARBRING (1991)]. Une telle condition requiert
en fait£ ¤ ¥ puis¦ ¤ ¥ 1. Le problème variationnel à l’ordre 1 est alors :

� &

7888888888898888888888:

Ø� � Û � �Ú � � & I � &

yz� $ �&@ = W� &= W�&@ -U × yz( $L&@ = W� &= W�&@ -U Õ
yz( <�''± ì && ?'ì && ?' × �&'ì && ?'>-U × yz� �&@ ì &@ ?& -U �� � � & Û

yz� � &&@ ��@ ?& -U × yz( <� &''ì &@ ?'�L@ ?' × � &&'�L& ?'> -U Õ yJ�G � � Öx § -$ �x � � & Û
avec

� & Õ
[x # � Ø¨ & ØUM ÚÚ' Ûx ! � Ø¨ & ØUe ÚÚ' Û x© � Ø~� ØUL ÚÚ' Û

�L= ?' � ~� ØUL Ú Û x ! ª+« Õ x© ª+« T x # ª+ ¬ Õ x© ª+ ¬ Û x § Õ v surc�� ]
(8.12)

1Une situation similaire est rencontrée lorsque l’on dérive le modèlede plaque de Von Kármán à partir de l’élasticité
tridimensionnelle [CIARLET & D ESTUYNDER(1979)] où le choix ® @ est nécessaire. Une discussion est également
donnée sur ce point dans [FONSECA & FRANCFORT (2000)]. D’une facon général, l’analyse asymptotique effectuée
sur des densités non linéaires ([CIMETIÈRE et al. (1988)],[FOX et al. (1993)],[BUSSE(1997)]) génère des difficultés
supplémentaires importantes.
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où x ! Û x # et x© sont les restrictions dex à Ue , Ue et UL , respectivement.� &
est muni de la

norme naturellē¯x ¯¯� � telle que :¯¯x ¯¯ � � Õ ¯¯xe ¯¯ ¬° � ¬z« * × ¯¯x M ¯¯ ¬° � ¬z¬ * × ¯¯xL ¯¯ ¬±² ¬z( * × ¯¯xL?' ¯¯ ¬±² ¬z( * (8.13)

et � & Õ Ø~  
$ ØU ÚÚ³.

En suivant la démarche de [CIARLET & RABIER (1980)], les solutions du problème
� &

sont les
points critiques de la fonctionnelle� &+ � définie sur� &

par

�
&+ � Øx Ú Õ !± yz� ��&@ = W��= ?W��& ?@ -U

× !± yz( �́L�'; '�L� ?'�L; ?' × �L''''Ý Ø�L� ?'�L� ?' × Ø�L' ?' × !Ú N !Ú µ-U N yJ�G � � Öx § -c Ö
Un simple calcul montre que l’on obtient directement cette fonctionnelle en développant l’énergie
�+ � Ø� Û} Ø� Ø�ÚÚÚ, exprimée sur l’ouvert virtuelU, par rapport à�

�+ � Ø� Û} Ø� Ø�ÚÚÚ Õ � � &+ � Ø� �Ú ×  Ø�' Ú Ö (8.14)

Cela signifie que l’opérateur noté



, qui a une série de puissance en� associe son terme de
plus faible degré,commute avec l’opérateur de dérivation par rapport au champ cinématique :
 Ø¶ � ú Ø�� Ú Öx Ú Õ ¶ 
 Ø� ú Ø�� ÚÚ Öx . Il en résulte que le problème initial est formellement réduit, au
premier ordre, à la détermination des points critiques de� &+ � , caractérisés par le problème

� &
.

REMARQUE (S) 25 DansUL , le gradient
� Ø� Ø� Û ^ ÚÚ de la déformation̂ × � Ø� Û ^ Ú est :

� Ø� Ø� Û ^ ÚÚ Õ ·̧ ! × ì Ø� Û ^ Ú& ?& ì Ø� Û ^ Ú& ? �M &ì Ø� Û ^ Ú& ?'ì Ø� Û ^ Ú ?& ! × ì Ø� Û ^ Ú ? �M &ì Ø� Û ^ Ú ?'ì Ø� Û ^ Ú' ?& ì Ø� Û ^ Ú' ? ! × �M &ì Ø� Û ^ Ú' ?' ¹º (8.15)

puis
� Ø� Ø� Û ^ ÚÚ Õ � � Ø� � Ø^ ÚÚ ×  Ø�Ú avec

� � Ø� � Ø^ ÚÚ Õ ·̧ ! v ì & Ø
^
Ú& ?'

v ! ì & Ø
^
Ú ?'

v v ! × ì & Ø
^
Ú' ?' ¹º (8.16)

entraînant
-�� Ø� Ø� Ø� Û ^ ÚÚÚ Õ ! × ì &' ?' Ø^ Ú ×  Ø�Ú dansUL . Au premier ordre, la condition de

préservation de l’orientation dansUL équivaut ainsi à :

! × ì &' ?' Ø^ Ú . v
^ � UL Ö (8.17)

Un calcul similaire conduit à
-�� Ø� Ø� Ø� Û ^ ÚÚÚ Õ ! ×  Ø�Ú dansU� de sorte que la condition de

préservation est, au premier ordre, toujours vérifiée dans les adhérents. »
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Pour simplifier les notations, nous omettons l’exposant! de � � et � �. Les équations locales cor-
respondant au problème

� &
sont :7888888888888898888888888888:

¼ �&@ Õ ��&@ = W ��½ ¾¿e��¿ ¾½ dans U� Û¼ �&@ ?@ Õ v dans U� Û¼L&@ Õ �L&@ �'ìL� ?' × �L&@ '' <ìL' ?' × & ìL= ?'ìL= ?'> dans UL Û
Ø¼L&' × ¼L''ìL& ?' Ú ?' Õ v dans UL Û�§ Õ �© sur

$ � Û¼ �&' Õ ¼L&' × ¼L''ìL& ?' sur
$ � Û�§ Õ v sur c�� ÛØ� ÖÀ Ú� Õ � � sur c�Z Ö

(8.18)

Les équations (8.18)Á et (8.18)� représentent les équations detransmission statique et cinéma-
tique au passage de

$ e et
$ M. Il apparaît ainsi que les adhérents, au premier ordre, ont un com-

portement linéaire géométrique tandis que celui de l’adhésif reste non linéaire,par la présence de
la déformation normale

%'' qui reste complète. Les déformations de cisaillement transverse
%�'

sont linéarisées tandis que les déformations planes sont, au premier ordre, négligées. L’opérateur
“asymptotique” linéarise partiellement le problème de l’élasticité. C’est une situation rencontrée
dans l’analyse asymptotique des plaques [CIARLET (1990)]. D’un point de vue mécanique, l’ad-
hésif, plus souple, va subir des déformations plus importantes que les adhérents. Au second ordre,
des termes non linéaires apparaissent dans les équations posées surU� .

Reportant (8.18)' dans (8.18)� , nous obtenons que les déplacements dans l’adhésifUL sont solu-
tions du système non linéaire d’équations aux dérivées partielles suivant :7898: �́L&'�'ìL� ?' × Ø�L&''' × �L''''ìL& ?' Ú <ìL' ?' × & ìL= ?'ìL= ?'>µ ?' Õ v ÛìL& Ø�� Û � " Ú Õ ì�& Ø�� Û � " Ú Û Øà Ö!àÚ� Û Ù Õ ! Û ± Û Â Ö (8.19)

Avant d’exploiter le fait queles champs linéaires en la variable� ' sont solutions de ce système,
traitons le cas unidimensionnel.

8.2.3 Le cas unidimensionnel

ETUDE DE L ’ ÉNERGIE LIMITE

Considérons l’assemblage de trois tigesÃ ú Õ Ã eú O Ã Mú O Ã Lú (voir figure 8.2, après dilatation),
encastré à une extrémité et soumis à un chargement axial

�
à l’autre extrémité. La tige reliant les

deux tiges extrêmes est de longueur et de rigidité d’ordre� par rapport à celles des deux autres.
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FIG. 8.2: Assemblage de trois tiges (configuration dilatée).

Après dilatation, la tigeÃ Lú devient TL et présente une longueur égale à�. Le système (8.18)
précédent se réduit alors à (notons�e Õ �e'''' , � M Õ � M'''' et�L Õ �L'''') :788888888988888888:

¼ �'' Õ ��ì ' ?' T ¼�'' ?' Õ v dans Ã � Û¼L'' Õ �L Øì ' ?' × & ìL' ?'ìL' ?' Ú dans Ã L ÛØ¼L'' × ¼L''ìL' ?' Ú ?' Õ v dans Ã L Ûì�' Õ ìL' en � ' Õ � " Û¼ �'' Õ ¼L'' Ø! × ìL' ?' Ú en � ' Õ � " ÛìM' Õ v en � ' Õ N~ Û¼ e'' Õ �
en � ' Õ ~ Ö

(8.20)

DansÃ � , le déplacement est linéaire :ì�' Ø� ' Ú Õ Ó�� ' × " � . Les conditions aux limites fournissent
de plusÓe Õ u'« et " M Õ Ó M~. La relation (8.20)Á fournit :� Õ ¼ �'' Õ �L ìL' ?' Ø! × ìL' ?' Ú Ø! × & ìL' ?' Ú (8.21)

puis, de (8.20)', nous en déduisons queìL' ?' est constante par morceaux dansÃ L , et ¼e'' Ø" Ú Õ¼ M'' ØN " Ú. L’étude de la fonction réelle
³ � � � � Ø! × � Ú Ø! × & � Ú et la relation (8.21) montrent que

trois cas sont à considérer (figure 8.3) :

– si u'( / N &'Ô ' , l’équation (8.21) admet une unique solution mais celle-ci ne vérifie pas la
condition de préservation de l’orientation ;

– si N &'Ô ' Õ u'( / v, (8.21) admet trois solutions (éventuellement de multiplicité deux) telles
que :

N ! N ±ÖÂ Õ Ó / N ! / " Õ Y / v (8.22)

dont deux seulement," et Y , vérifient la condition de préservation de l’orientation ;

– si u'( . v correspondant à un chargement de traction, il n’y a qu’une seule solution préser-
vant l’orientation.
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FIG. 8.3: Chemin d’équilibreØìL' ?' Û u'( Ú.
Le second cas conduit àìL' ?' � M" Û Y N presque partout, entraînant que le déplacement dansÃ L Õ VN" Û " X est linéaire par morceaux. Sur chaque intervalle de longueur non nulle deÃ L , le déplacement
a pour dérivée l’une des valeurs" ou Y , générant ainsi une infinité de solutions mathématiques
possibles. Cependant, nous avons le

THÉORÈME 6 L’énergie associée au chargement
� �V N '(

'Ô ' Û v X est minimale pour la solutionì ' ?' Ø� ' Ú Õ Y Û�� ' � Ã L Ö »
Preuve: Calculons l’énergie de la structure soumise au chargement

�
. Supposons pour simplifier

que�e Õ � M. Envisageons le cas d’une solution classique où le déplacement est linéaire dans
l’adhésif. Il vient :788888988888:

ì &eu Ø� ' Ú Õ
�
�e Ø� ' × ~ Ú × � XÓu N �

�e V � ' � Ã e Ûì &Lu Ø� ' Ú Õ Óu Ø� ' × �± Ú × �
�e Ø~ N �± Ú � ' � Ã L Û (8.23)ì &Mu Ø� ' Ú Õ

�
�e Ø� ' × ~ Ú � ' � Ã M Û

où Óu Õ ³ M & Ø u'( Ú. L’énergie associée est alors :

�
& ØÓu Ú Õ !± ��L ØÓu × !± Ó  u Ú N �Óu � × � 

�� Ø
�± N ~ Ú Ö (8.24)

Lorsque
� �V N '('Ô ' Û v X, il suffit pour montrer que� & ØY Ú / � & Ø" Ú d’étudier la fonction� &

. La dérivée

de � &
est un polynôme de degré 3Ø� &Úí Ø� Ú Õ � �́L Ø! × � Ú Ø� × & �  Ú N �µ

qui s’annule enÓ Û "
et Y . Cette dérivée étant positive entreÓ et " car positive enN ! : Ø� &Úí ØN !Ú Õ N� . v, elle est
négative entre" et Y entraînant que� &

y est décroissante puis le résultat. Envisageons maintenant
le cas d’une solution non classique. Nous subdivisons l’intervalleÃ L en

a × ! intervallesXî& Û î&e &V,
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î� Õ " et

îñe & Õ N " . Sur chaque intervalleXî& Û î&e &V, Ù Õ ! Û a N !,ìL' ?' Õ Ó& � M" Û Y N. L’énergie associée est :

�
&ñ ØÓ & Û ÖÖÖÛ Óñ Ú Õ !±�L

ñò&ó� Øî& N î&e &Ú ØÓ& × !± Ó  & Ú N � ñò&ó� Øî& N î&e &ÚÓ& × � ô õ Ø�± N ~ Ú (8.25)

puis par un argument identique, nous obtenons que� & ØY Ú Õ � &ñ ØY Û ÖÖÖÛ Y Ú Õ � &ñ ØÓ & Û ÖÖÖÛ Óñ Ú Õ
� &ñ Ø" Û ÖÖÖÛ " Ú Õ � & Ø" Ú Ö»
COMPARAISON AVEC LE MODÈLE COMPLET

A titre de première comparaison avec le modèle complet, calculons de la mêmefaçon la solu-
tion analytique associée au modèle complet surÃ õ O Ã L . Il vient :788888988888:

ìeu Ø� Û � ' Ú Õ
��ôe Ø� ' × ~ Ú × � XÓ úu N ��ôe V � ' � Ã e ÛìLu Ø� Û � ' Ú Õ Ó úu Ø� ' × �± Ú × ��ôe Ø~ N �± Ú � ' � Ã L Û (8.26)ìMu Ø� Û � ' Ú Õ
��ôe Ø� ' × ~ Ú � ' � Ã M Û

avec
³ú ØÓ Ú Õ Ø! × �M &Ó Ú ØÓ × ú¬ö Ó  Ú, 
 ú Õ '«'( < uú'« × !> < uú'« × & Ø uú÷« Ú > et

³ú ØÓ úu Ú Õ 
 ú. Il vient

alors :7888898888:
ìeu Ø� Û � ' Ú N �ì &eu Ø� ' Ú Õ ±� X³ M &ú Ø
 ú Ú N �³ M & Ø �ôe ÚV � ' � Ã e ÛìLu Ø� Û � ' Ú N �ì &L Õ X³ M &ú Ø
 ú Ú N �³ M & Ø �ôe ÚV Ø� ' × �± Ú � ' � Ã L Û (8.27)ìMu Ø� Û � ' Ú N �ì &Mu Ø� ' Ú Õ v � ' � Ã M

et :

� Ø�Ú Õ �± ôL ØÓ úu × !± ØÓ úu Ú Ú × !ôe Ø~ N �± Ú Ø�� × !± Ø��Ú Ú N �� <± ��ôe ~ × ØÓ úu N ��ôe Ú�> Ö
(8.28)

Après quelques calculs, nous exprimons queÓ úu N �Óu Õ D Øôe ÛôL Û �Ú� ×  Ø� Ú, D Øôe ÛôL Û �Ú Õ Ø� Ú, montrant que les écarts sont de l’ordre de� et justifiant ici le développement asymptotique
formel (8.11). Nous obtenons de même que� Ø�Ú N � � & Õ  Ø�' Ú. 2

Dans le cas d’un déplacement imposéìúí, les résultats sont qualitativement différents. Le système
à résoudre est (surÃ Lú directement) :7888898888:

Óe~ × " e Õ ìúí T ÓM Õ Óe T " M Õ Óe~ ÛÓe ��± × " e Õ Ó ' ��± × "' T NÓ M ��± × " M Õ NÓ ' ��± × "' ÛÓeô úõ Õ ô úL Ó ' Ø! × Ó ' Ú Ø! × !± Ó ' Ú Ö
2� ø ® ùú ûü ýþÿ � øú þúÿ �ú � ý� � ùú � ÿ��� � � ý� ÿ�� � � ýþÿ � ÿ�� �	�
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Ecrivant
'B�'B( Õ &ú , Ó ' Õ ìL ú' ?' est alors solution de l’équation :³ ØÓ ' Ú Õ Ø±~ N ��ÚÓ '' × ØNÂ�� × ²~ ÚÓ  ' × ØN±�� × Ý~ × ±�ÚÓ ' Õ ±ìúí� Ö (8.29)

Si la fonction
³

est monotone alorsÓ ' est unique et la solution également. En revanche, si
³

n’est
pas monotone, niÓ ', ni Óe et " e ne sont uniques.

³
est monotone si elle n’admet pas de point

critique (condition suffisante), soitØ±~ N ±� N ��Ú Ø±~ N ��Ú / v. Il en résulte que si les deux
quantités� et ~ sont de même ordre, alors le problème précédent admet une solution unique.
Cet exemple illustre les éventuelles différences qualitatives entreun chargement en force et un
chargement en déplacement.

REMARQUE (S) 26 Cet exemple met en lumière l’hypothèse (8.9) ; la quantitéÓ ú', qui représente
la déformation de la tigeÃ Lú est solution de l’équationÓ ú' Ø! × Ó ú' Ú Ø! × & Ó ú' Ú Õ &'� uBú s’exprime
ainsi, dans le cas

�ú . v 3 :

Ó ú' Õ fÝ ö*Â Øô õ ÚM ö* <�ú� > ö* N ! × !fÝ ö* Øô õ Ú ö* < ��ú > ö* ×  Ø< ��ú > 
* Ú (8.30)

montrant que si
�ú n’est pas de l’ordre de�, alors la déformation de l’adhésif ne peut être faible et

est hors du domaine de validité de la densité de Saint Venant-Kirchhoff. Dans le cas linéaire,cette
hypothèse, bien que non faite a priori est pour la même raison sous-jacente puisqu’il vient:Ó ú' Õ !ô õ �ú� Ö (8.31)

En résumé, l’hypothèse (8.9) ne constitue pas une hypothèse mécanique supplémentaire. Elle est
déjà nécessaire afin que les déformations induites par de tels efforts restent dans le domaine de
validité du modèle de Saint Venant-Kirchhoff4. »
8.2.4 Etude du problème limite� �
1. Nous étudions dans ce paragraphe le problème

� &
, ce qui, rappelons-le, revient à étudier les

points critiques de� &+ � dans� &
.

REMARQUE (S) 27 La fonctionnelle� &+ � est continue pour la topologie forte de� &
. Cependant,

elle n’est pas convexe, de sorte que la continuité forte n’implique pas la semi-continuité inférieure
pour la topologie faible. »
Afin de montrer l’existence d’au moins une solution du problème

� &
, nous introduisons la fonc-

tionnelle suivante :S� &+ � Øx Ú Õ !± yz� ô õ&@ = W�õ= ?W�õ& ?@ -U
× !±� y+ <ôL�'; ' X�� V X�; V × ôL''''

Ý� <X�� V X�� V × ØX�' V × �Ú N � >  > -$ N yJ�G  � Öx § -c
3même résultat qualitatif dans le cas�� � �.
4La conclusion est identique dans le cas du déplacement imposé ; nous obtenons respectivement dans le cas non

linéaire et linéaire les solutions suivantes :þ �� ® ����� � �� � � �� � � � �� � � 	� �� � �� �� � �� � � ý� �� � � þ �� ® � ��� ý��	 � �� � 	� � (8.32)
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où : Xx V �� & � �   ! x ! �� & � �  � �±  N x # �� & � �  � N �±  (8.33)

défini sur
$

représente lesautdu champ des déplacements à traversUL . S� &+ � est définie sur :S� & " Mx ! � �¨ & �Ue   ' � x # � �¨ & �UM   ' T x § "
v surcõ� N (8.34)

muni de la normē¯x ¯¯ P� ö telle que¯¯x ¯¯ P� ö " ¯¯x ! ¯¯ ¬° ö ¬z« * # ¯¯x # ¯¯ ¬° ö ¬z¬ * .
PROPOSITION 1 Si

d� � S� &
est un point critique deS� &+ � alors

� " $ d� dans Uõ �%&«" �" # � '  # %& ¬" �" N � '  dans UL � (8.35)

est solution du problème
� &

. »
Preuve :Grâce à l’injection continue�¨ ö' �$   ' v �~� �$   ' 5, nous vérifions que� défini par
(8.35) est un élément de� &

. De plus, si
d� est un point critique deS� &+ � , alors pour tout

d( � S� &
:

yz� ô õ&@ = W Sì = ?W) & ?@ -U# !� y+ ôL''''±� <X Sì &V # X Sì  V # �X Sì ' V # �  N � > *<X Sì &V X S) &V # X Sì  V X S)  V # �X Sì ' V # � X S) ' V> -$# !� y+ ôL�'; ' X Sì� V X S) ; V-$ " yJ�G  � * d( -c * (8.36)

Utilisant (8.35), nous avons pour tout( � � &
:

¶ �
&+ � ��  �(  " yz� ô õ&@ = W Sì= ?W S) & ?@ -U# !± yz( ôL'''' < !� �X Sì &V # X Sì  V  # � X Sì ' V� # !  N !> *< X Sì &V� ) & ?' # X Sì  V� )  ?' # � X Sì ' V� # ! ) ' ?'>-U# yz( ôL�'; ' X Sì� V� ) ; ?'-U N yJ�G  � *( -c * (8.37)

Enfin, puisque( � � &
implique

d( ! ( ªz«+z¬ � S� &
, nous en déduisons, en identifiant

$ e et
$ M

avec
$

, et grâce à (8.36) et au théorème de Fubini que¶ � &+ � ��  �(  "
v pour tout( � � &

. »
2.

5Rappelons,, étant de dimension deux, que l’injection- �� ý, � dans�. ý, � est continue pour/ 0 1 et compacte
pour/ � 1.
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THÉORÈME 7 La fonctionnelleS� &+ � définie surS� &
admet au moins un point critique. »

Preuve :Pour obtenir le résultat, nous montrons queS� &+ � est bornée inférieurement surS� &
et atteint

son minimum. En vertu de l’implication :ôL&@ = W�&@ �= W ï 2� �ñL �ñL � ��&@  tq
�&@ " �@ & "3 ôL�'; ' ��' �; ' ï 2� �ß ' �ß ' (8.38)

et de l’inégalité de Korn, il existe deux réels positifs strictementÓ et " tels que :S� &+ � �x  ï Ó ¯¯x ¯¯ P� ö N " ¯¯ � ¯¯¬± '
¬
J�G * ¯¯x ¯¯ P� ö � (8.39)

de sorte qu’il suffit de montrer la semi-continuité inférieure pour la topologie faible. Alors, de la
relation :<X� &V # X� V # X�' # � V N � >  "

<X� &V # X� V # X�' # �V >  # �� N ±� <X� &V # X� V # X�' # �V > � (8.40)S� &+ � apparaît comme la somme de termes convexes et continus pour la topologie forte et du

terme supplémentaireN &�" ,+ ôL'''' <X� &V # X� V # X�' # � V >-$
. La compacité de l’injection¨ ö' �$  v ~  �$  implique que ce terme est faiblement continu. Enfin, puisqu’une fonction convexe

et continue est également faiblement semi-continue inférieurement,S� &+ � est semi-continue inférieu-
rement. Le minimum est alors atteint.»
3. Identifiant

$ e et
$ M avec

$
, les conditions de transmission sur

$
deviennent, pour tout point

critique de S� &+ � :788988:
¼ e�' " ¼ M�' " ôL�'; '� Xì; V # ôL''''±�' <Xì &V # Xì  V # �Xì ' V # �   N � > Xì� V Ó "

! � ± � (8.41)¼ e'' " ¼ M'' " ôL''''±�' <Xì &V # Xì  V # �Xì ' V # �   N � > �Xì ' V # � * (8.42)

Il résulte alors de (8.35) que les points critiques deS� &+ � génèrent des déplacements linéaires selon� ' dansUL et des contraintes constantes. Le système précédent suggère par ailleurs, que pour
certains choix de

 �, la fonctionnelleS� &+ � pourrait avoir plusieurs points critiques. Pour
 � ! 4,dx " 4 est l’unique minimum. De plus, nous avons :¶  S� &+ � �x  �( � d(  " yz� ô õ&@ = W) = ?W S) & ?@ -U # !� y+ ôL�'; ' X) � V X S) ; V-$# !±�' y+ ôL'''' <X� &V # X� V # �X�' V # �  N � > *<X) &V X S) &V # X)  V X S)  V # X) ' V X S) ' V>-$# !�' y+ ôL'''' <X� &V X S) &V # X� V X S)  V # �X�' V # � X S) ' V> * (8.43)<X� &V X) &V # X� V X)  V # �X�' V # � X) ' V>-$
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menant à :¶  S� &+ � �4 �( � d(  " yz� ô õ&@ = W) = ?W S) & ?@ -U # !� y+ ôL�'; ' X) � V X S) ; V-$ # !� y+ ôL'''' X) ' V X S) ' V-$
(8.44)

qui est un isomorphisme défini positif. Cela implique queS� &+ � est strictement convexe en4 et donc,
pour ¯¯ � ¯¯¬± '

¬
J�G * suffisamment petit, la fonctionnelleS� &+ � possède un unique minimum absolu.

Des arguments similaires permettent de prouver la

PROPOSITION 2 Il existe 5 . v tel que pour¯¯ � ¯¯¬± '
¬
J�G * / 5, le problème

� &
a une unique

solution, qui est le minimum absolu de� &+ � sur � &
. »

Dans l’optique d’étudier la non-unicité des solutions de
� &

, considérons l’opérateurÁ � 6 ' � 6 '
;�� & � �  � � '  � �Á & �Á  �Á '  défini par :7888888898888888:

Á & �� & � �  � � '  " ôL&' &'� & # ôL&' '�  # ôL''''± � & <�  & # �   # �� ' # !  N !> �
Á  �� & � �  � � '  " ôL ' &'� & # ôL ' '�  # ôL''''± �  <�  & # �   # �� ' # !  N !> � (8.45)

Á ' �� & � �  � � '  " ôL''''± �! # � '  <�  & # �   # �� ' # !  N !> *
Alors, les équations (8.18)Á et (8.18)� s’écrivent simplement :$�§ " �© sur

$ õ �Á �ìL?'  " � ! *¿� " � # *¿� dansUL * (8.46)

Si,
 � étant fixé, ce système détermineìL?' de façon unique, alors�© est linéaire en la variable� '

dansUL et est donc complètement déterminé parX�© V. Cette solution correspond à celle obtenue
par la proposition 1. Si, au contraire, le système (8.46) possède plusieurs solutions, alors, à l’image
du cas unidimensionnel du paragraphe précédent, nous pouvons prendre�© linéaire par morceaux
en la variable� ' sur un nombre arbitraire dénombrable de sous-intervalles deVN " � " X. Ces solutions
ne correspondent pas à des points critiques deS� &+ � . Un exemple de cette situation est donné par le
cas� ! *¿� "

v. Dans ce cas, le système (8.46) admet les solutions suivantes :79: ìL� ?' "
v T ìL' ?' " MN± � N ! � vN � (8.47)�ôL&' &' # 7  �ôL ' ' # 7  " �ôL&' '   T ìL' ?' " N ! X7 ! ôL''''± ��ìL& ?'   # �ìL ?'   N ! V *

La dernière équation admet des solutions réelles en vertu de (8.38). Si
 � ! 4, la seule solution

estìL& ?' "
v qui correspond à la solution de la proposition 1, de sorte que� &+ � possède un minimum

strict. De plus, par le calcul de la dérivée seconde, nous pouvons montrer que les autressolutions
ne correspondent pas à un minimum strict de� &+ � .

REMARQUE (S) 28 – A l’image du cas de l’élasticité linéaire ([KLARBRING (1991)], [DESTUYNDER

et al. (1992)], [GEYMONAT et al. (1999)]), le joint disparaît d’un point de vue géométrique
et est remplacé par une énergie d’adhésion définie sur la surface moyenne

$
.
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– Le modèle obtenu diffère du modèle de [EDLUND & K LARBRING (1992)] rappelé au cha-
pitre précédent. L’analyse asymptotique conduit ici à une déformation

% �' plus simple, ne
faisant pas intervenir les déformations de la surface moyenne du joint. Précisément,les
termesì' ?� # ì = ?� �= dans (7.3) sont ici négligés. De plus, les termes non linéaires sont né-
gligés dans les adhérents.

– Notons que les relations (8.18)' entraînent la nullité de la contrainte¼L& . Par ailleurs,
les contraintes ne vérifient pas sur le bord latéral la condition� © *À "

v : ¼L&@ *8@ "�¼L&&8 & # ¼L& 8 � ¼L& 8 & # ¼L  8  " �¼L&&8 & � ¼L  8  9" v. Le modèle simplifié fait ainsi appa-
raître un phénomène de couche limiteprès du bord latéral deUL . Cependant, cette couche
limite n’affecte pas l’énergie� & �� � de la structure et est donc sans incidence sur le critère
énergétique de rupture du prochain chapitre. D’autre part, contrairement au cas linéaire, les
équations définies sur cette couche sont des équations couplées entre le terme correcteur et
les termes corrigés (��), rendant hors de portée une résolution “analytique” tel que cela a
été fait dans ([DESTUYNDER (1986)], chapitre 6). »

8.3 Densité de Ciarlet-Geymonat

Dans le paragraphe précédent, le modèle de joint issu de l’élasticité linéaire a été étendu au cas
du modèle de l’élasticité associé à la densité de Saint Venant-Kirchhoff. Par ailleurs, nous avons
montré l’existence d’au moins une solution du modèle limite. Ce modèle n’est valable que pour
de faibles déformations, hypothèse sujette à caution ici, dans la mesure où l’adhésif est supposé
plus souple que les adhérents. Nous allons étendre ce modèle à des déformations plus importantes,
reprenant l’analyse précédente en remplaçant la densité de Saint Venant-Kirchhoff par la densité
de Ciarlet-Geymonat rappelée au chapitre 1.

Nous nous plaçons maintenant dans le cas isotrope. Les coefficients de Lamé sont notés�: ú � ; ú  .
L’hypothèse sur les rigidités se traduit par�: ú � ; ú " �:õ � ;õ  surUõ

et �: ú � ; ú " � �:L � ;L  surULú , les coefficients nouvellement introduits étant du même ordre et indépendants de�. L’énergie
de la structureUú, soumise à des conditions de chargement et d’encastrement de même nature que
dans les paragraphes précédents est alors :

� úH � �^ � � } �x   " yzB {| úH � �} �x   -^ � N ~ ú ���  
de densité :

{| úH � �}  " Y úÃ R} # : ú± �́Ã R}   N Ã R}  µ # à2ú-��} N Y ú± <bF -�� �=� # ±}  �
Y ú " > B? # ; ú � 2ú . v. @ úH � est définie sur l’espace :� �Uú  " Mx � �| A ?� �Uú   B T -�� �=� # Cx  . v � x "

v surcõ� N (8.48)

qui n’est plus un espace vectoriel, en raison de la “contrainte-inégalité”, qu’il est nécessaire ici
de prendre en compte afin que le terme<bF -�� ��  soit défini. Il en résulte que les états d’équi-
libre ne sont plus caractérisés par une équation variationnelle. Nous contournons cette difficulté
en développant directement l’énergie en une série de puissances du paramètre�. Rappelons que
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la relation entre les contraintes, définies comme la dérivée de la densité d’énergie par rapport à la
transformation} , et les déformations, est non linéaire. Pour cette raison, l’opérateur associé ne
s’inverse pas explicitement de sorte que l’on ne peut pas obtenir d’équation variationnelle associée
à la relation de comportement, analogue à celle du cas précédent. Ce point constitueun argument
supplémentaire pour travailler directement sur l’énergie, fonction du champ des déplacements uni-
quement.

REMARQUE (S) 29 La détermination numérique des points critiques de@ úH � est effectuée dans
([LE TALLEC & V IDRASCU (1984)], [L IAO (1990)]) utilisant une technique de lagrangien aug-
menté. »
8.3.1 Développement de l’énergieD �E F

La démarche est similaire à celle du cas précédent. L’opérateur� ú transforme l’ouvertUú en
l’ouvert U faisant apparaître la dépendance du problème en le paramètre�. Puis, nous développons
formellement le champ des déplacements selon la relation (8.11) et le champ des efforts extérieurs
selon (8.9), en prenant à nouveau¢ " � " G

. Cela fournit les développements en série de� des
trois invariants de

�
. Nous obtenons dans l’adhésifULú les résultats suivants :H �; ���  "  �� T H�B ���  " G± ì A� ?B #  �� �H BB ���  " ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B #  �� �-�� �� I �  " �G # ì AB ?B  ? #  �� "3 �-�� �� I �   M A " �G # ì AB ?B  M? #  �� �Ã R} �� �� � ^   " ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B #  �� �Ã R} �� �� � ^   H �; �� �� � ^   "  �� �Ã R} �� �� � ^   H �B �� �� � ^   " G± ì A� ?B <ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B> #  �� �

Ã R} �� �� � ^   H BB �� �� � ^   " <ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B> ?# �� �H ?�; �� �� � ^   " G
Ý ì A� ?Bì A; ?B #  �� �H ?�B �� �� � ^   " G± ì A� ?B <ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B> #  �� �H ?BB �� �� � ^   " G
Ý ì Aß ?Bì Aß ?B # <ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B> ? #  �� �

Ã R �} ?  �� �� � ^   " G± ì Aß ?Bì Aß ?B # <ì AB ?B # G± ì A= ?Bì A= ?B> ? #  �� �-��} "  �� *
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La densité d’énergie{| úH � s’écrit alors :

{| H � �� � } �� ú   " �;L ì A� ?Bì A� ?B # �YL <ì AB ?B # G± �ì AB ?B  ? N <bF �G # ì AB ?B  > #  ��?  dansUL *
(8.49)

Dans les adhérentsUõ
, les relations :H &@ ���  " � �&@ �� � #  ��?  (8.50)

fournissent directement :

{| H � �� � } ���   " �? :õ± �Ã R¿ �� �  ? # �?;õÃ R¿ �� � ? #  ��B  dans Uõ * (8.51)

Finalement, l’énergie de la structure se développe selon :@H � �� � ��  " �? @ AH � �� � #  ��B  (8.52)

avec @ AH � �x  " yz� {| +� �¿ �x §   -Uõ N ~ A �x §  #
yz( ;L± �L� ?B�L� ?B # YL <�LB ?B # G± ��LB ?B  ? N <bF �G # �LB ?B  > -UL *@ AH � est définie sur :J A " [x " �x # � x© � x !  T x � �~ ? �U   B � x # � �¨ A �UM   B � x ! � �¨ A �Ue   B ��L= ?B � ~ ? �UL  � �G # �LB ?B  . v p.p. inUL � <bF �G # �LB ?B  � ~ A �UL  �x ! ª+e " x© ª+« � x # ª+M " x© ª+ ¬ � x "

v surcõ� ] * (8.53)

De façon similaire au cas précédent, l’opérateur asymptotique a un effet linéarisant. Il transforme
dans les adhérents la densité de Ciarlet-Geymonat en la densité de Hooke. Dans l’adhésif, la li-
néarisation est partielle, la densité conservant des termes non linéaires enìLB ?B. Notons enfin que la
condition de préservation de l’orientation (8.17), indépendante de la densité choisie, est inchangée.

8.3.2 Etude deD �E F
En vertu de la convexité de la fonction� � � N <bF �G # �  , l’ensemble

J A
est un ensemble

non vide�4 � J A , convexe de l’espace de Hilbert :| A " [x " �x # � x© � x !  T x � �~ ? �U   B � x # � �¨ A �UM   B � x ! � �¨ A �Ue   B �
�L= ?B � ~ ? �UL  � x ! ª+« " x© ª+« � x # ª+ ¬ " x© ª+ ¬ � x "

v surcõ� ]
(8.54)
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muni de la norme naturellē̄x ¯¯� ö telle que :¯¯x ¯¯?� ö " ¯¯x ! ¯¯?¬° ö ¬z« * # ¯¯x # ¯ ?̄
¬° ö ¬z¬ * # ¯¯x© ¯¯?¬± '

¬
z( * # ¯¯x© ?B ¯¯?¬± '

¬
z( * * (8.55)

Suivant l’approche de J. Ball [BALL (1977)], nous étendons le domaine de définition de@ AH � à
| A

.
Pour cela, nous introduisons la fonctionF � 6 � 6 ! 6 O MKL N :

F �Â  " 79:�:L # ±;L  <A? Â ? # Â N <bF �G # Â  > � si
G # Â . v#L si

G # Â Õ v * (8.56)

REMARQUE (S) 30 F est une fonction de Carathéodory. »
L EMME 2 La fonctionnelle x � A �x  " yz( F �x �^   -^ (8.57)

est convexe, positive faiblement semi-continue inférieurement de~ ? �UL  dans6 . »
Preuve :PuisqueF �Â  ï v, la fonctionelleA est positive semi-continue inférieurement de~ ? �UL  
dans6 [EKELAND & T EMAN (1974)]. De plus,Â � F �Â  est convexe et doncx � A �x  
également.»
THÉORÈME 8 Il existe au moins un élément� � J A

tel que@ AH � ��  " @ a³M NO ö @ AH � �x  . »
Preuve :De 4 � J A

et @ AH � �4 "
v, nous déduisons que :@ a³M NO ö@ AH � �x  Õ v * (8.58)

Nous prolongeons alors la fonctionnelle@ AH � à l’espace
| A

en définissant :@ AH � �x  " yz� <:õ± ��== �x §   ? # ;õ �&@ �x §  �&@ �x §  >-U # G± A ��LB ?B  # G± yz( ;L ���LA ?B  ? # ��L? ?B  ?  -U N yJ�G  � *x § -c * (8.59)

Nous remarquons que@ AH � �x  / L 3 x � J A
. En effet, si@ AH � �x  / L , alors A ��LB ?B  ",z( F ��LB ?B �^   -^ / L entraînant

G # �LB ?B . v presque partout dansUL . De plus,<bF �G # �LB ?B  " G± ��LB ?B  ? # �LB ?B N G:L # ±;L F ��LB ?B �^   � ~ A �UL  (8.60)

grâce à�LB ?B � ~ ? �UL  � F ��LB ?B  � ~ A �UL  et
A>( e?P( � ~Q �UL  . Nous en déduisons alors que :@ AH � �x  " @ AH � �x  / L R3 x � J A * (8.61)

Selon le lemme 2,@ AH � est convexe, faiblement semi-continue inférieurement de
| A

dans6 . Alors,
puisqueF �Â  ï A? �:L # ±;L  Â ?, pour Â . N G

, il en résulte, comme dans [GEYMONAT et al.
(1999)], qu’il existe deux réels positifs strictementÓ et S tels que :@ AH � �x  ï Ó ¯¯x ¯¯?� ö N S ¯¯ � ¯¯¬± '

¬
J�G * ¯¯x § ¯¯¬° ö ¬z� * * (8.62)
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Ainsi, il existe� � | A
tel que@ AH � ��  " @ a³M N� ö@ AH � �x  Õ v. Selon (8.61),� � J A

montrant
que@ AH � atteint (et donc@ AH � également) son minimum en� � J A

:@ AH � ��  " Ta³M NO ö@ AH � �x  " Ta³M N� ö@ AH � �x  * (8.63)»
PROPOSITION 3 Le minimum� de@ AH � est unique. »
Preuve :Ce résultat est une conséquence directe de la stricte convexité de l’application Â � F �Â  
pour

G # Â . v. »
Si la solution� satisfait la régularité�G # ìLB ?B  M A � ~Q �UL  , alors@ AH � admet une dérivée di-
rectionnelle pour toutx � | AQ " Mx � | A T �LB ?B � ~Q �UL  N. De plus, le minimum� � J A

est
caractérisé par l’équation variationnelle suivante,�x � | AQ :

U
788888888988888888:

yz� <:õ �== ��§  �== �x §  # ±;õ�&@ ��§  �&@ �x §  >-U# G± yz� �:L # ±;L  <G # ìLB ?B N GG # ìLB ?B >�LB ?B-U# yz( ;L <ìLA ?B�LA ?B # ìL? ?B�L? ?B> -U N yJ�G  � *x § -c "
v *

3. Comme dans le cas de Saint Venant-Kirchhoff, il est possible de définir la fonctionnelle :S@ AH � �x  " G± yz� <:õ ��== �x §   ? # ±;õ�&@ �x §  �&@ �x §  >-U# G±� y+ �:L # ±;L  <G± X�B V? # � X�B V N �? <bF �G # X�B V�  > -$# G±� y+ ;L �X� AV? # X�? V?  -$ N yJ�G  � *x § -c (8.64)

sur l’ensemble :SJ A " [x # � �¨ A �UM   B � x ! � �¨ A �Ue   B �G # X�B V� . v p.p. sur
$ �

<bF �G # X�B V�  � ~ A �$  � x § "
v surcõ� ] (8.65)

ensemble convexe non vide de l’espace de Hilbert :S| A " Mx # � �¨ A �UM   B � x ! � �¨ A �Ue   B T x § "
v surcõ� N

muni de la normē ¯x ¯¯ P� ö telle que ¯¯x ¯ ?̄P� ö " ¯¯x ! ¯¯?¬° ö ¬z« * # ¯¯x # ¯¯?¬° ö ¬z¬ * . Alors, de façon
similaire au lemme 2, nous avons le

L EMME 3 Soit SF la fonction de Carathéodory suivante :

SF �Â  " 79:�:L # ±;L  <A? Â ? # �Â N �? <bF �G # V"  > si
G # V" . v �#L si

G # V" Õ v * (8.66)
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La fonctionnellex � SA �x  " ,+ SF �x �^   -$
est à nouveau convexe positive, faiblement semi-

continue inférieurement de~ ? �$  dans6 . »
Puis, en suivant la preuve du théorème 8, nous prolongeonsS@ AH � �x  à S| A

avec :W@ AH � �x  " G± yz� <:õ ��== �x §   ? # ±;õ�&@ �x §  �&@ �x §  > -U# G±� y+ ;L �X� AV? # X�? V?  -$ # G±� SA �X�B V N yJ�G  � *x -c * (8.67)

De façon similaire au théorème 8 et à la proposition 3, nous obtenons le

THÉORÈME 9 Il existe un unique élément
d� � SJ A

tel que :S@ AH � � d�  " Ta³M N PO ö S@ AH � �x  " Ta³M N P� ö W@ AH � �x  * (8.68)»
Si la solution

d� satisfait la condition de régularité�� # X Sì B V M A � ~ ²* �$  , alors S@ AH � est Gâteaux-
différentiable en

d� et le minimum est caractérisé par l’équation variationnelle,�x � S| A
SU

7888888898888888:
yz� <:õ �== � d�§  �== �x §  # ±;õ �&@ � d�§  �&@ �x §  >-U# G±� y+ �:L # ±;L  <� # X Sì B V N G� # X Sì B V> X�B V-$# G� y+ ;L <X Sì AV X� AV # X Sì ? V X�? V> -$ N yJ�G  � *x § -c "

v *
4.

PROPOSITION 4 Si
d� � SJ A

est solution du problèmeSU alorsX� " 79: d� dansUõ �%&Y" <"? # � B> # %&Z" <"? N � B> dansUL (8.69)

est solution du problème
U

. »
Preuve :i) Vérifions que

X� � J A
. En fait, si

X� � SJ A
, alors

X� défini par (8.69) vérifie
X�© "%&Y" �"? # � B  # %&Z" �"? N � B  � ~ ? �UL  , WìL?B " 1 %& 2" � �~ ? �UL   B, G # WìLB ?B " G # 1 P�* 2" . v p.p. inUL

et ,z( <bF �G # WìLB ?B  -UL " � ,+ <bF �G # 1 P�* 2"  -` / L .

ii) Finalement, montrons que : W@ AH � � X�  Õ W@ AH � �x  �x � J A * (8.70)

Nous associons àx la fonction
Xx selon :Xx " 79:Xx § " x § dansUõ �Xx© " MY" <"? # � B> # MZ" <"? N � B> dansUL * (8.71)
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Puis, en utilisant l’égalité
W�L?B " 1M 2" " A" , C'M C' � ?B-� B et la convexité deÂ � F �Â  , nous écrivons :F �W�L?B  Õ G� y C'

M C' F �� ?B  -� B * (8.72)

Pour x � | A
, nous notons

dx � S| A
la restriction dex à Ue et UM. Alors, un calcul explicite

conduit, avec (8.71) et (8.72), à
W@ AH � � dx  Õ W@ AH � �Xx  Õ W@ AH � �x  de sorte que, grâce à (8.68), nous

obtenons pour toutx � | A
:S@ AH � � d�  " @ AH � � X�  Õ W@ AH � � dx  Õ W@ AH � �x  * (8.73)»

REMARQUE (S) 31 L’opérateur asymptotique transforme ainsi l’énergie@H � �� �  , seulement po-
lyconvexe au sens de J. Ball, en une énergie@ AH � strictement convexe et permet d’obtenir l’unicité
de la solution du problème limite.

5. Avant d’interpréter l’équation variationnelle
U

, définissons les fonctions suivantes :78889888:
¼ õ&@ " ±:õìõ= ?= # ;õ �ìõ& ?@ # ìõ@ ?& � ~ ? �Uõ  �¼L�B " N >(? ìL� ?B # YL �(5 ¾*

¬Ae�(* ¾* ' � ~ A �UL  �¼LBB " YL <G N A
¬Ae�(* ¾* ' > � ~ A �UL  * (8.74)

Ces fonctions apparaissent comme les dérivées de la densité d’énergie limite associée à l’énergie
limite @ AH � . Puisqu’ici encore, l’opérateur de passage à la limite en� et l’opérateur de dérivation par
rapport au champ� commutent, ces fonctions apparaissent également comme le terme de premier
ordre en� de la dérivée� � de la densité d’énergie complète{| H � �� � ^  . L’interprétation de

U
fournit alors les résultats suivants :78888889888888:

¼ õ&@ ?@ "
v dans Uõ ��¼L&B # ¼LBBìL& ?B  ?B "

v dans UL ��§ " �© sur
$ õ �¼ õ&B " ¼L&B # ¼LBBìL& ?B sur
$ õ ��§ "

v sur cõ� ��� *À  õ "  � sur cõZ * (8.75)

(8.74) et ces relations entraînent alors¼LBBìL� ?B # ¼L�B " ;L ìL� ?B " �¼ õ�B  ª+ � et YL <G # ìLB ?B NAAe�(* ¾* > " �¼ õBB  ª+ � , soit :78889888:
ìL� ?B " �¼ õ�B  ª+ �;L � (8.76)

ìLB ?B " G± < �¼ õBB  ª+ �Y L # < �¼ õBB  ª+ �YL > ? # Ý> N G ! 5 ��¼ õBB  ª+ �  N G . N G * (8.77)

La condition de préservation de l’orientation se ramène donc à écrire que la fonction �¼ õBB  ª+ � est
finie presque partout6.

6La mécanique de la rupture élastique fragile prévoit une contrainte infinie le long du front, lequel est de[\-mesure
nulle.
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REMARQUE (S) 32 – La constante
2ú de (1.30) n’est plus présente dans le modèle limite. Les

coefficients de Lamé étant fixés, il correspond aux densités d’énergie{| úH � �: ú � ; ú � 2ú au
premier ordre en� une unique densité indépendante de

2ú.
– Les deux modèles limite obtenus présentent ainsi plusieurs similitudes : loi de comportement

(loi de Hooke) identique dans les adhérents et déplacement linéaire (dans les cas de mini-
mum strict) dans la colle. Ce fait est à rapprocher des résultats de [DAVET (1986)] obtenant
que le modèle limite de plaque de Von-Kármán est indépendant de la loi de comportement
hyperélastique utilisée en amont.

– Le fait de prendre, pour la densité{| úH � , à nouveau� " G
dans (8.9) est une conséquence

du choix des coefficients|ú � ]ú � 2ú � - ú et
�ú entraînant que la densité{| úH � coïncide, pour les

petites déformations, avec la densité{| ú+ � (1.29), pour laquelle� " G
est nécessaire. Sans

cette hypothèse, le termeÃ R} ne s’élimine pas dans{| úH � �}  7 et � "
v conduit à un

modèle limite de joint collé valable en grandes déformations... »
8.3.3 Comparaison des modèles limite dans le cas unidimensionnel

Nous comparons les deux modèles limite, dans le cas unidimensionnel et le cas le plus signifi-
catif où la solution est linéaire dans l’adhésif. Les deux modèles simplifiésprécédents diffèrent par
la loi de comportement dansUL . Dans le cas unidimensionnel, la condition de transmission s’écrit
simplement, notant� " 1�* 2ú" :�¼ õBB  + � " ôLúBBBB �G # �  �� # G± � ?  " ôL úBBBB� # ÂôLúBBBB± � ? #  �� B  ��¼ õBB  H � " ôL úBBBB± �G # � N GG # �  " ôLúBBBB� N ôLúBBBB± � ? #  �� B  �
tandis que l’énergie de déformation dansUL est8@ A+ � ��  " �� ôL úBBBB± �� # G± � ?  ? " �� ôL úBBBB± �� ? # � B #  ���   �@ AH � ��  " �� ôL úBBBB± �� # G± � ? N <bF �G # �   " �� ôLúBBBB± �� ? N GÂ � B #  ���   *
Les développements limités indiquent que les deux modèles coïncident, lorsque la déformation� est petite, avec le modèle limite issu de la loi de Hooke. La figure 8.4 représente la trajectoire
d’équilibre dans la colle, pour les densités de Hooke, de Saint Venant-Kirchhoff et de Ciarlet-
Geymonat. Cette dernière est monotone et admet une asymptote verticale en� " N G

, effet du
logarithme, corrigeant les lacunes de la densité de Saint Venant-Kirchhoff. La figure 8.5 représente
l’énergie de déformation, au facteur

Aú"'(B**** près, due à la colle en fonction de la déformation axiale1�* 2ú" , non convexe pour la densité de Saint Venant-Kirchhoff.

7La densité de Ciarlet-Geymonat est alors plus généralement une densité d’Ogden
8Dans le cas isotropêü ® �_����ú .
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8.4 Mise en œuvre numérique

Avant de détailler quelques points de la mise en œuvre, réécrivons le modèle sur lastructure
réelle ; le champ� � est alors approché au premier ordre par�M A� �� � * . Compte tenu de ce qui
précède, le déplacement est dans :ULú�� �^ �  " &  3 ¬4B5 e&  6 ¬4B5 ? # 4B*ú" X�� V �� ú�  #  �� ^ � � ULú (8.78)

et les contraintes sont pour la densité de Saint Venant-Kirchhoff, écrivant au premier ordre,�M A� � �� � * "� � ��� #  �� 
¼ úL&@ " 'B)� 5*ú" Xì ú� V # 'B)� **ú" <Xì úB V # A?ú" Xì ú= V Xì ú= V> #  �� dans ULú * (8.79)

La condition de préservation (8.17) s’écrit alors :Xì úB V . N�� #  ��?  dans ULú (8.80)

qui s’interprète comme une condition de non interpénétration des adhérents. La formulation varia-
tionnelle simplifiée est enfin :

yz�B Ã R �� � *Cx  -U # y+ ¼́ ú�B X�� V # ¼ úBB <X�B V # G�� Xì ú= V X�= V>µ-$ " yJ�G  �� *x -c �x � S� A �Uõú  
(8.81)

dont l’opérateur tangent associé est,�� � S� A �Uõú  :

Ã ��� � x  *� " yz�B Ã R �6 õ � C� *Cx  -Uõ # y+ ¼ ú�B �x  XF� V-$ # y+ G�� ¼ úBB ���  XF= V X�= V-$# G�� y+ ôLúBBBB <XFB V # G�� XF W V Xì úW V> <X�B V # G�� Xì ú= V X�= V>-$ * (8.82)

L’état d’équilibre cinématique, caractérisé par la formulation non linéaire (8.81) est alors déterminé
par l’algorithme de Newton9 :788888888988888888:

�� � S� A �Uõú  T ��! � " �� # � �a � ð  � (8.83)Ã ��� � x  *� " yJ�G  �� *x -c N yz� Ã R �6 õ � C�� *Cx  -Uõ
N y+ ¼́�B ���  X�� V # ¼ BB ���  <X�B V # G�� Xìñ= V X�= V>µ-$ �x � S� A �Uõú  *

(8.84)

De façon similaire à la première partie, un élément à
G² nœuds est utilisé : les fonctions de forme

sont quadratiques dans le plan de la surface moyenne engendré par les vecteurs�¿ � � ¿À  et linéaires

9Nous omettons l’exposant� de
� � et de� �.
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dans l’épaisseur, selon la normale¿� : dans les adhérentsUõ
ainsi que dansULú , lorsque le modèle

complet est utilisé, la
T�L �

composante du champ de déplacements est écrite selon :

ì & �� � � � Â  " � �=ó A � = �� � �  ´Ae V? ì=+& # AMV? ì=E& µ � T " G� Â T �� � � � Â  � XN G� GVB � (8.85)

� = désigne les fonctions de forme selon le plan etì=+& (resp.ì=E& ) la
T�L �

composante du dépla-
cement du nœud

a =+ (resp.
a=E ), � " G� à situé dans le plan supérieurÂ " G

(resp. plan inférieurÂ " N G
). Lorsque le modèle simplifié est utilisé, le joint est remplacé par sa surface moyenne

de sorte que les nœuds
a =+ et

a =E sont, dans la configuration de référence,géométriquement
confondusdans le planÂ " �

. Le saut des déplacements est alors discrétisé selon :

Xì & V �� � � � � ! ì+& �� � � � � N ì E& �� � � � � " �ò=ó A � = �� � �  �ì =+& N ì=E&  � T " G� Â (8.86)

impliquant pour
T � � " G� Â :�Xì & V X�@ V �� � � � � " �òLó A �òñó A �L �� � �  � ñ �� � �  < �ñE@� ñ+@ > u < G N GN G G > < ìL E&ìL +& > * (8.87)

Désignons parMx N le vecteur des valeurs nodales, de dimension
Ýà : Mx N " M� A � � ? � ***� � � N avec�@ " ��@ EA � �@ E? � �@ EB � �@ +A � �@ +? � �@ +B  . L’approximation du terme de gauche de l’équation (8.84) prend

la forme : Mx Nu * <y+ X  V-$ > *M� N
où X  V désigne une matrice symétrique d’ordre

Ýà et composée de matrices symétriques d’ordre²XL&@ V�¡� de la façon suivante :  <² �T N G # G � ²T � ² �� N G # G � ²� > " L&@ �G � ² � G � ² � T � � " G� à
avec XL&@ V " � & �� � �  � @ �� � �  < X¢ VB ¡B N X¢ VB ¡BN X¢ VB ¡B X¢ VB ¡B >
et finalement :788988:

¢ WW " 'B¿*¿*ú" # 'B¿*¿*ú" 1� ¿2'
¬ú" ' # 'B****ú" <�G # ±5 WB  1�* 2ú" # A? 1� ½ 2 1� ½ 2

¬ú" ' > � < " G� Â �¢ Wñ " ¢ ñ W " 'B****ú" 1� ¿2ú" <5ñB # 1�£ 2ú" > � < � a " G� Â < 9" a *
où 5&@ � T � � " G� Â désigne le symbole de Kronecker. Dans le cas de l’élasticité linéaire, seuls les
termes en

Aú" demeurent et la matrice associée est simplement diagonale :¢° ¤¤= � " ·̧ ô úAB AB Aú" � �� ô ú?B?B Aú" �� � ô úBBBB Aú" ¹º * (8.88)
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Concernant la densité de Ciarlet-Geymonat, la formulation variationnelle est identique, les espacesS� A
et S| A

étant identiques. Il suffit simplement de remplacer les définitions des contraintes (8.79)
résultantes de (8.18)B par celles résultantes de (8.74). L’énergie d’adhésion associée à

$
est ainsi :

y+ ´;L ú± Xìú� V Xì ú� V�� # YL ú <Xì úB V # Xì úB V?±�� N �� <bF �G # Xì úB V��  >µ-$
(8.89)

et la formulation variationnelle (8.81) s’écrityz� �±:õìú= ?= # ;õ �ìú& ?@ # ìú@ ?&   �& ?@ -U (8.90)# y+ YL ú X�B V <G # Xì úB V�� N GG # 1� B* 2ú" > # ;L ú Xì ú� V�� X�� V-$ " yJ�G  �� *x -c �x � S| A �Uõú  *
Un calcul similaire conduit à la matrice diagonale suivante10 :¢ H � " ·̧ ; ú Aú" � �� ; ú Aú" �� � Y ú Aú" �G # �G # 1�* 2ú"  M?  ¹º * (8.91)

REMARQUE (S) 33 En procédant comme dans la partie I, nous obtiendrions des modèles limites
de joint collé courbe.

8.5 Applications

8.5.1 Cube soumis à un chargement surfacique axial

Commençons par un exemple volontairement élémentaire visant à comparer à nouveau,mais
numériquement sur un exemple tridimensionnel, les lois de comportement autour de la valeur zéro
du facteur de charge noté:. Soient deux adhérentsUõ

parallélépipèdes rectangle identiques de
largeur<, de longueur~ et de hauteur�, assemblés à l’aide d’un adhésif d’épaisseur��. La structure
est encastrée sur la face inférieure�� � ¥ � _  � X� � <VI X� � ~ VIMN�N de l’adhérent inférieur et soumise
à un chargement surfacique

 " : �� � � � G��  sur la face supérieure�� � ¥ � _  � X� � <V I X� � ~ V I M�N
de l’adhérent supérieur. Les matériaux sont isotropes et les caractéristiques sont reportées dans le
tableau 8.1, conduisant à� ¦ � *�±f. L’algorithme de Newton est piloté en déplacement.H õ 8õ H L 8L ~ " < � ��G±²���§ ¨ | � *Â ÂÝ��§ ¨ | � *Â G��©© Ý�©© G©©

TAB. 8.1: Caractéristiques géométriques et matériaux.

Le maillage éléments finis comporte 2394 nœuds. La figure 8.6 représente la déformée,après un
déplacement imposéìúí " N� *f©©

(chargement de compression). Le saut du déplacement au
point central est alors deXì B Vª« " N� *Gf¬Ý©©

lorsque la densité de Saint Venant-Kirchhoff est

10Dans le cas isotrope,�ø�ø� ® �ú�ú� ® ® �, ����� ® �^ �.
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x

y
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-0.308
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-0.231

-0.192
-0.154

-0.115
-0.0769

-0.0385
-1.39e-16

FIG. 8.6: Cube - chargement surfacique axial-ìúí " N� *f©©
(déforméeIG�

).

utilisée, signifiant que le joint de colle, absorbe près d’un tiers du déplacement imposé. La densité
de Ciarlet-Geymonat, plus rigide pour les valeurs négatives deìúí, conduit àXì B V¯° " N� *G±fà©©

.
La figure 8.7 décrit l’évolution du sautXì B V, au point�f� � f� � � , pour les deux densités en fonction
du facteur de charge. Les évolutions sont conformes aux calculs analytiques précédents (figure 8.4).
Les sauts tangentiels sont ici négligeables. Pour les valeurs extrêmes deìúí, le nombre d’itérations
à convergence est plus faible pour la densité de Ciarlet-Geymonat. Pour une valeur comprise entreìúí " N G*©©

et ìúí " N� *¬f©©
, le spectre de la matrice tangente associée à{| ú+ � comporte

un élément négatif très proche de zéro signifiant un état d’équilibre instable, lorsque la courbe
d’équilibre atteint un point critique. Pourìúí " N G©©

, l’algorithme de Newton converge en
G±

itérations vers un état encore plus instable (le spectre de la matrice tangente comporte six éléments
négatifs) qui ne correspond pas à un minimum de l’énergie. Au-delà, l’algorithme de Newton
diverge. ²

²
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²
FIG. 8.7: Chemins d’équilibre�Xì B V � : en �f� � f� � � � $

.
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Les trois figures suivantes représentent les trois composantes du saut, le long dela droite ¶ "M �Â� � ¥ � � � ¥ � X� � G��VN lorsque la structure est soumise au chargementìúí " � *f©©
. Les trois

densités sont retenues. La troisième composante reste la composante prédominante.¼
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FIG. 8.8: SautXì AV le long de�Â� � ¥ � � .
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FIG. 8.9: SautXì ? V le long de�Â� � ¥ � � .
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FIG. 8.10: SautXì B V le long de�Â� � ¥ � � .
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FIG. 8.11: Comparaison des sautsXì B V le long
de �Â� � ¥ � � (Cas Saint Venant-Kirchhoff).

La figure 8.11 représente les sautsXì B V obtenus à partir du modèle initial et du modèle limite. Sur cet
exemple, le modèle limite est plus rigide. L’écart est d’environ

G�
. Les écarts pour les deux autres

composantes sont plus importants, mais cela n’est pas significatif, compte tenu dela faible valeur
de ces quantités. Les écarts relatifs restent faibles. Le saut issu dumodèle initial a été obtenu en
maillant le joint à l’aide d’un unique élément dans l’épaisseur. Le nombre de nœuds du maillage
reste alors identique. Dans les deux cas, le déplacement obtenu est linéaire dans l’épaisseur, de
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sorte que la différence se situe alors seulement au niveau des termes du tenseur des déformations.
La figure 8.12 représente les écarts relatifs sur le déplacement de la face supérieure du joint, le long
de¶ . Ces écarts sont de l’ordre, respectivement, de±�

,
Ý�

et
G�

. Ce résultat est normal, compte
tenu des simplifications réalisées dans le tenseur des déformations.�
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FIG. 8.12: Ecart relatif sur les déplacements le long de�Â� � ¥ � � :

�R & " |]` �� )M �� )  *Q�)  [Cas Saint
Venant-Kirchhoff].

8.5.2 Convergence numérique

Nous donnons dans ce paragraphe une comparaison asymptotique entre le modèle initial et le
modèle limite, associés à la densité de Saint Venant-Kirchhoff. Le chargement est légèrement mo-
difié de façon à exciter le saut tangentiel : nous appliquons en plus du chargement axial précédent
un chargement surfacique sur l’une des faces latérales de l’adhérent supérieur.Puis nous faisons
varier la valeur de l’épaisseur du joint et sa rigidité de façon à conserver le même ordre de grandeur
pour les deux paramètres. La figure 8.13 représente la différence des déplacementsdes premières et
troisièmes composantes

2b©� +& " �ì+&  ¯¤L� W�u N �ì+&  W&L &u� 11, au point de l’interface de coordonnées�±� � !� � � . La figure 8.14 représente la différence des sauts au même point. L’évolution estdécrois-
sante avec le paramètre� signifiant que le modèle simplifié approche d’autant mieux le modèle
complet que ce paramètre est petit. Nous obtenons pour

2b©� A " Xì AV¯¤L� W�u N Xì AVW&L &u� "  �� A "?B  
et

2b©� B " Xì B V¯¤L� W�u N Xì B VW&L &u� "  ��? "B�  obtenant des taux de convergence numériques
meilleurs que ceux espérés théoriquement par le développement (8.11). Pour le modèle complet,
le joint a été maillé avec deux éléments dans l’épaisseur.

8.5.3 Assemblage à simple recouvrement

Le second exemple concerne l’assemblage à simple recouvrement, composé de deux armatures
en composite unidirectionnel12 de longueur~ " G±�©©

, de largeur<B " Â�©©
, d’épaisseur

11rappelons que l’exposant, est associé au point de l’interface supérieure.
12Des résultats numériques pour le cas isotrope sont présentés dans [KRASUCKI et al. (200x)].
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FIG. 8.13: Différence des déplacements en�±� � !� � � .
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FIG. 8.14: Différence des sauts en�±� � !� � � .
� " Â©©

et collé sur une longueur<A " ²�©©
par un joint de colle isotrope d’épaisseur

� *Â©©
(figure 8.15). Les caractéristiques mécaniques sont regroupées dans le tableau 8.2. Lastructure
est encastrée sur l’extrémitécM� . Sur la face latérale de l’autre extrémité, la composanteì B du
déplacement est fixée à zéro, la force normale�³ íú  A est donnée et la composante tangentielle de la
force selon la direction¿? est nulle.:

: ;< ;<;=;> ?@A?BA ?CA DCEDBF GH H IJA KA=
KA> KA<

:
FIG. 8.15: Assemblage simple recouvrement :� " Â©© � <A " ²�©© � <? " G±�©© � <B " Â�©©

,
épaisseur du joint :�� " � *Â©©

.

H õA H õ? 8õA? ÁõA? ÁõAB H L 8LGf����§ ¨ | ¬f��§ ¨ | � *±²Â !f��§ ¨ | Â±²�§ ¨ | !���§ ¨ | � *Â
TAB. 8.2: Caractéristiques mécaniques.

A nouveau l’algorithme est piloté en déplacement. Pour ce chargement, le saut tangentiel Xì AV est
prédominant devant les autres composantes. La figure 8.17 représente ces trois composantes, pour
les modèles de Saint Venant-Kirchhoff complet et simplifié, le long du segment�<A � ¥ � ú"?  . La valeur
du déplacement imposé estìúí " � *Gf©©

. L’algorithme de Newton requiert 10 itérations pour que
la norme du résidu descende en dessous de

G�M�. La figure 8.16 représente la déformée et les
isovaleurs de la déformation

H AA. Sur cet exemple, c’est la déformation de cisaillement
H AB qui est

la plus importante, atteignant des valeurs de l’ordre de
� *�Â aux deux extrémités du recouvrement.
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FIG. 8.16: Déformation
H AA (position déforméeIG�

).

Comme attendu, l’écart le plus important est atteint sur la première composante, compte tenu du
tenseur des déformations associé au modèle limite. Cet effet est ici amplifié par l’épaisseur du joint
trop importante par rapport à l’épaisseur des adhérents pour que les deux paramètres usuels soient
d’un ordre de grandeur similaire. Une meilleure comparaison est obtenue lorsque l’épaisseur du
joint est réduite, ainsi que le montre la figure 8.18 : l’écart relatif des sautsXì AV et Xì B V, au point�²� � Gf � � est donnée en fonction de l’épaisseur du joint. Pour�� " � *G©©

, nous obtenons des
écarts de±�

et !�
. Le cas isotrope conduit à des résultats similaires ; la variation des sauts le long

du segment est cependant plus importante, en particulier aux extrémités. Celainfluencera la forme
d’un front de fissure à l’équilibre.L
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FIG. 8.17: Comparaison des sauts le long deY .
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FIG. 8.18: Ecart relatif en�²� � Gf � � de Xì AV etXì B V.

REMARQUE (S) 34 Dans l’introduction de cette seconde partie, nous avons signalé que d’éven-
tuels problèmes numériques peuvent avoir lieu, lorsque le joint n’est pas réduit à sa surface
moyenne. Lorsque le joint est maillé avec un élément dans l’épaisseur, aucun mauvais condition-
nement numérique n’a été constaté. L’arithmétique double précision des outils de calculsactuels
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permet de prendre des élancements d’élément fini jusqu’à
f�

. Compte tenu des valeurs rencontrées
dans les assemblages collés, la marge reste grande. Même en prenant deux élémentsdans l’épais-
seur, entraînant l’isolement de certains nœuds du joint par rapport aux nœuds des adhérents, la
conclusion est identique. Ces observations rejoignent celles de [EDLUND & K LARBRING (1992)].»
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Chapitre 9

Rupture du joint

Dans ce chapitre, nous présentons des modèles simplifiés de ruptures du joint. Ceux-ci sont
construits à partir des modèles limite obtenus rigoureusement dans le chapitre précédent et sont
basés sur un principe de moindre énergie. Après quelques commentaires sur ces modèles, no-
tamment leurs liens avec les modèles dits d’interface endommageable, nous présentons quelques
applications analytiques et numériques, simulant l’amorçage de la rupture du joint puissa propa-
gation.

9.1 Modélisation de la rupture du joint

Considérons l’assemblage colléUú du chapitre précédent et supposons que le jointULú présente
une fissure sur toute son épaisseur, délimitée par la surfaceL úZ (figure 9.1). Suivant [DESTUYNDER

et al. (1992)], la surfaceL úZ est supposée au cours de son éventuelle évolution, restée perpendicu-
laire à la surface moyenne

$
deULú , supposée plane. L’étude de l’évolution de la surfaceL úZ , de

normale portée par l’axe¿� , est de ce fait équivalente à l’étude de l’évolution de la ligne
2Z � $

telle que :

L úZ " 2Z IV N ��± � ��± X * (9.1)r

r
st uvuwxyz u{|z}

x~z
x�z

�~���������~z��z �z
r

FIG. 9.1: Propagation virtuelle deL úZ .

�

�
��� ������

��� ��
�

FIG. 9.2: Propagation virtuelle de
2Z .
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Il est alors possible, compte tenu de cette hypothèse, d’autant moins forte que� est petit, de
construire un modèle de propagation de la surfaceL úZ . Pour cela, nous procédons comme dans
la partie I, en supposant que le couple (�� � L úZ ) réalise à l’équilibre le minimum d’une énergie
totale associée àUú : H ú ��� � L úZ  ! @ ú ��� � L úZ  # ¶ �L úZ  * (9.2)

La surfaceL úZ restant de normale portée par l’axe¿� , le champ� � " �î úA � î ú? � � � �| A ?Q �Uú   B,
représentant le déplacement virtuel deL úZ , est pris indépendant de la variable� úB dansULú soitX� � V " �

. Les expressions du chapitre 1 (concernant la densité de Saint Venant-Kirchhoff) peuvent
alors s’adapter et il ne reste plus qu’à appliquer l’algorithme présenté au chapitre 5 pour simu-
ler l’évolution deL úZ . En utilisant les résultats du chapitre précédent, nous allons simplifier un tel
modèle dit complet. Cela permettra ainsi de prendre en compte les hypothèses géométrique et ma-
tériau relatives à l’adhésif. Dans les modèles limite du chapitre précédent, l’énergie de déformation
du joint est remplacée au premier ordre en� par une énergie d’adhésion définie sur

$
. Cela sug-

gère de remplacer la recherche d’un minimum de
H ú, par la recherche d’un minimum de l’énergie

suivante : H ��� � 2Z  ! @ ��� � 2Z  # ¶ �2Z  (9.3)

l’énergie @ étant le terme de premier ordre en� de l’énergie@ ú et a été déterminée au chapitre
précédent. Nous en concluons que l’étude de la rupture de l’interphaseULú se ramène à l’étude
de la rupture de l’interface

$
(voir figure 9.2)1 identique à celle de la partie I, mis à part un

terme supplémentaire d’énergie d’adhésion présent dans@ ��� � 2Z  . Afin d’utiliser l’algorithme de
propagation de

2Z présenté au chapitre 5, il reste à déterminer les dérivées lagrangiennes première
et seconde associées à l’énergie simplifiée

H 2.

9.2 Dérivées lagrangiennes de�
9.2.1 Densité de Saint Venant-Kirchhoff

Concernant le modèle simplifié, nous retenons la solution d’équilibre�� � �  dont la restriction
àULú est linéaire en� úB correspondant à un minimum strict de l’énergie. Les dérivées lagrangiennes
premières�� � � � � nécessaires pour le calcul de

H �? sont solutions du problème variationnel
suivant, pour tout champ� � �| A ?Q �Uõú   B :788888888888888988888888888888:

� � " 6 õ � �C� � N C� *C �  + dans Uõú T¼ A�B " ôL�B�B�� Xì A� V T ¼ ABB " ôLBBBB�� <Xì AB V # G�� Xì A= V Xì= V> sur
$ T

yz�B Ã R �� � *Cx  -Uõ # y+ ¼́ A�B X�� V # ¼ ABB <X�B V # G�� Xì WV X� W V> # G�� ¼ BB Xì AW V X� W Vµ-$" N yz�B Ã R �� ��  *Cx  -T� �-Uõ # yz� Ã R �� �x  *C� *C�  -Uõ
N y+ ¼́�B X�� V # ¼ BB <X�B V # G�� X� W V Xì WV>µ-T� �-$ �x � S� A �Uõú  * (9.4)

1Dans la littérature, le mot interphase est utilisé pour décrire une structure d’épaisseur faible non nulle.
2Afin de ne pas alourdir les notations, nous abandonnons désormais l’exposant� de��, � � et � �.
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REMARQUE (S) 35 – A nouveau, les dérivées lagrangiennes sont solutions d’un système li-
néaire impliquant l’opérateur tangentÃ �� � x  (8.82) du problème simplifié.

– La formulation précédente a été obtenue en écrivant la formulation variationnelle (8.81)
sur l’ouvert virtuel �Uõ  � , et sur

$ � , X�� V " X�� V # � X� �V # ***, ce qui revient à supposer
que � � est linéaire dans la colle. Ceci est vrai. Pour le voir, il faut en toute rigueur pro-
céder différemment, en commençant par dériver la formulation complète par rapport àUú
puis appliquer l’analyse asymptotique. Le chapitre 8 concerne l’analyse asymptotique du
problème vérifié par�� . L’analyse asymptotique du problème vérifié par� � est identique.
Après changement d’échelle et interprétation, le champ� � vérifie dansUL un système li-
néaire d’équations aux dérivées partielles fonction de��. Il apparaît alors, que�� étant
linéaire dansUL , il en est de même pour� �, justifiant la notationX� �V. »

Après des calculs similaires à ceux des chapitres précédents, le taux de restitution prend la forme
suivante : F ��  " yz�B Ã R �� *C� *C�  -Uõ N G± yz�B Ã R �� *C�  - T� �-Uõ

N G± y+ ¼́�B Xì� V # ¼ BB <Xì B V # G±�� Xì= V Xì= V>µ- T� �-$ * (9.5)

A nouveau, cette expression est indépendante du prolongement du champ de vecteurs� au voisi-
nage de

2Z :

THÉORÈME 10 Le taux de restitution s’exprime sous la forme d’une intégrale curviligne le long
de

2Z :

F ��  " A? ,¯G ¼́�B Xì� V # ¼ BB <Xì B V # A?ú" Xì W V Xì WV>µ� *À -$ * (9.6)

»
Preuve :Nous décomposonsUõú selonUõú "  ' O U' ,

 ' désignant un tube cylindrique de rayonô
centré sur le front de fissure

2Z v $
. Notons

$z� " $ % U' ,
2' " $ % KU' et F ��  la partie deF ��  restreint à

 ' de sorte que :F ��  "F ��  # yz� Ã R �� *C� *C �  -U N G± yz� Ã R �� *C�  -T� �-U
N G± y+�� ¼́ ��B �ì� � # ¼ �BB <�ì B � # G��� �ì= � �ì = �>µ-T� �-$ * (9.7)

3 En utilisant la formule de Green et le fait que le vecteur normal de la surface moyenne
$

est porté
par l’axe¿�, le premier terme posé sur�' devient :

yz� Ã � �� *C� *C�  -� "   yz� �¼&@ ì@ ?= î=  ?& -�   y�z� ¼&@ ì@ ?= î= 8& -c   y+�� �¼ B@ ì@ ?= �î= -$
(9.8)

3nous rajoutons un exposant ici afin de bien spécifier les contraintes� ¡ du joint.
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où À désigne la normale extérieure à
 ' . Le terme en saut n’apparaît pas dans les deux autres

termes deF ��    F ��  , en raison de la relation� *À " îB �B ! �
sur

$
et il vient simplement :

F ��  "F ��  # G� yz� �¼&@ ì@ ?&  ?= î= -�   yz� �¼&@ ì@ ?=  & î= -� # G� y�z� Ã � �� *C�  � *À -c  y�z� ¼&@ ì@ ?= î= 8& -c # G� y+�� ¼́ �B �ì� � # ¼ BB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ ?= î= -$  y+�� �¼ B@ ì@ ?= �î= -$ # G� y ¯� ¼́ �B �ì� � # ¼ BB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ� *À -£ * (9.9)

Les termes posés sur�' s’éliminent. En effet, ils valent
A? �¼&@ ì & ?@  ?=   �¼&@ ì@ ?=  ?& puis selon¼&@ ?@ "�

,
A? ¼&@ ?=ì@ ?&   A? ¼&@ ì� ?&@ . En utilisant alors les symétries du tenseur de rigidité6 et¼&@ " A? ô&@ ¤ ¥ �ì ¤ ?¥#ì ¥ ?¤  , le terme restant est nul. De façon similaire, les termes posés sur

$z�
s’annulent. En effet,

les contraintes¼ B@ étant constantes dans le joint, nous avons�¼ B@ ì@ ?= � " ¼ B@ �ì@ ?= �. Puis selon les
relations�à *Gà �, il vient :

¼ B@ �ì@ ?= � " ¼ B@ �ì@ � ?= " ¼ �B@ �ì@ � ?= # ¼ �BB �ì@ ��� �ì@ � ?=
tandis que la symétrie de la loi de comportement dans le joint�à *Gà B conduit à :G� ¼́ ��B �ì� � # ¼ �BB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ ?= " ¼��B �ì� � ?= # ¼ �BB ��ì B � ?= # �ì ¢ ��� �ì ¢ � ?=  � (9.10)

puis à :

F ��  "F ��  # G� y�z� Ã � �� *C�  � *À -c   y�z� ¼&@ ì@ ?= î= 8& -c (9.11)# G� y ¯� ¼́ ��B �ì� � # ¼ �BB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ� *À -£ *
Enfin, la valeur deF étant indépendante de

ô
, l’expression précédente est valable pour un

ô
ar-

bitrairement petit. Si les adhérents sont convexes, l’étude des singularités de contraintes, dans le
cas de l’interface faible, en fond de fissure, permet de conclure que les intégrales deF ��  et celles
posées surK �' convergent vers zéro avec

ô
. Le résultat annoncé en découle.»

REMARQUE (S) 36 Le taux de restitution localÁ apparaît ainsi comme une fonction des sauts à
travers la colle :

Á " G� <¼�B �ì� � # ¼ BB ��ì B � # G��� �ì= � �ì= � > " G��� <ô� ú�B�B �ì� �? # ô� úBBBB ��ì B � # G��� �ì= � �ì= � ?> *
(9.12)

Remarquons que cette quantité est strictement positive, même en l’absence de fissure. »
182



DÉRIVÉES LAGRANGIENNES DE
H

CHAPITRE 9

Enfin, la dérivée seconde a pour expression :@ �? �� � �  "   G� yz� Ã � �� *C� � *C�  -�õ   G� yz� Ã � �� � *C� *C �  -�õ# G� yz� Ã � �� � *C�  - T� �-�õ # yz� Ã � �� *C� *C� *C �  -�õ  G� yz� Ã � �� *C� *C�  -T� �-�õ # G� yz� Ã � �� *C�  -�� �C�  -�õ# G� y+ ¼́ A�B �ì� � # ¼ ABB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ- T� �-$# G� y+ ¼́�B �ì� � # ¼ BB <�ì B � # G��� �ì ¢ � �ì ¢ �>µ-�� �C �  -$ � (9.13)

et est à nouveau une forme quadratique associée à une forme bilinéaire symétrique dépendante de
la solution �� � �  et des dérivées lagrangiennes premières�� � � � � . En supposant ces dernières
suffisamment régulières et en interprétant la formulation (9.4), cette dérivée seconde s’exprime à
nouveau sous la forme d’une intégrale curviligne :@ �? �� � �  "   G� y¯G ¼́ A�B �ì� � # ¼ ABB <�ì B � # G��� �ì= � �ì= �>µ� *À -£"   G��� y¯G ố��B�B �ì A� � �ì� � # ô�BBBB <�ì AB � # G�� �ì A= � �ì= �> <�ì B � # G��� �ì= � �ì= �>µ� *À -£ *

(9.14)

9.2.2 Densité de Ciarlet-Geymonat

Dans le cas de la densité de Ciarlet-Geymonat, certains résultats peuvent être obtenus directe-
ment à partir de ceux des paragraphes précédents. Ainsi, la formulation (9.4) vérifiée par�� � � � � 
reste identique exceptées les relations sur

$
qui deviennent :78889888:

¼ A�B "   : ú� �ì A� ��� # £ ú G�G # 1�* 2ú"  ? < �ì A� ���   ��G # 1�* 2ú"  �ì� ��� �ì AB ��� > ¦ Ó " G� � �
¼ ABB " �£ ú G�G # 1�* 2ú"  B �ì AB ��� *

Compte tenu de la relation¼ �BB 1�(5 2ú" # ¼��B " ;� 1�5 2ú" dans��ú , utilisée dans le chapitre précédent, la
formulation prend la forme condensée suivante :788888888988888888:

yz� Ã � �� � *Cx  -�õ # y+ ;́� ��� � �ì A� ��� # £ � ��B � �ì AB ��� <G # G�G # 1�* 2ú"  ? >µ-$"   yz� Ã � �� ��  *Cx  - T� �-�õ # yz� Ã � �� �x  *C� *C�  -�õ  y+ ;́� ��� � �ì� ��� # £ � ��B � <G # �ì B ���   GG # 1�* 2ú" >- T� �-$ �x � | A ��õ  * (9.15)
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Le taux de restitution prend la forme :F ��  " yz� Ã � �� *C� *C �  -�õ   G� yz� Ã � �� *C�  -T� �-�õ  y+ £́ ú <�ì B � # G��� �ì B �?   �� <bF �G # �ì B ���  > # ; ú��� �ì� �?µ-T� �-$ � (9.16)

qui s’exprime également comme une intégrale curviligne le long de
2§

:F ��  " y ¯G £́ ú <�ì B � # G��� �ì B �?   �� <bF �G # �ì B ���  > # ; ú��� �ì� �?µ� *À -£ * (9.17)

Enfin, les termes posés sur
$

dans (9.13) valent pour cette densité :

y+ £́ ú <�ì B � # G��� �ì B �?   �� <bF �G # �ì B ���  > # ; ú��� �ì� �?µ-�� �C�  -$# y+ £́ ú �ì AB � <G # �ì B ���   GG # 1� * 2ú" > # ; ú�� �ì� � �ì A� �µ- T� �-$ � (9.18)

les autres termes de@ �? �� � �  étant communs pour les deux densités.

COMPARAISON DES MODÈLES DE RUPTURE DANS LE CAS UNIDIMENSIONN EL

Reprenons l’exemple unidimensionnel du paragraphe 8.2.3. Forts des expressions des taux de
restitution en fonction du saut�ì B � et des relations entre le chargement axial

�ú et ce même saut,
nous exprimons chacun de ces taux en fonction de

�ú permettant une comparaison. Il vient :78888889888888:
Á° ¤¤= � ��ú " G� ��ô� úBBBB ��ú  ? �
Á + � ��ú  " G� ��ô� úBBBB ��ú  ?   G� ���ô� úBBBB  ? ��ú  B #  ���ú �  � (9.19)

Á H � ��ú  " G! ��£ � ú ��ú  ? # GG� ���£ � ú  ? ��ú  B #  ���ú  �  �
soit, pour un chargement de traction

�ú . �
- le seul conduisant à une éventuelle rupture - ,Á + � ��ú  / Á° ¤¤= � ��ú  / Á H � ��ú  . Il apparaît que le critère de rupture en taux de restitution cri-

tique est atteint d’abord pour un matériau associé au modèle de Ciarlet-Geymonat.

9.3 Commentaires sur les modèles limites

Nous résumons ici quelques observations sur les modèles obtenus, pour certaines illustrées
numériquement dans les applications.

9.3.1 Modèle de propagation et amorçage

Les résultats précédents nous permettent de simuler la rupture du joint en appliquantsans mo-
dification l’algorithme présenté au paragraphe 5.2.3. L’équation (5.39) fournissant le déplacement
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du front s’écrit ici simplement :H �? �� � ¨  " y ¯G �Á   Á ¯  ¨ *À -c �¨ � �¥ * (9.20)

Soulignons que dans le cas du joint, la force de délaminage est explicitement connue en fonction
des sauts des déplacements à travers

$
et permet de caractériser le front

2§
à l’équilibre. Notons�©

le champ cinématique à l’équilibre associé au facteur de charge:. Alors, en prenant dans (9.20)
un champ̈ tel que¨ *À " G

, le front
2§

est :2§ " M^ " �� A � � ? � � B  � $ � tq
© |��ª> « ª> y ¯G �Á ��©¬ �^     Á ¯  -c " �N � (9.21)

caractérisation différente de celle obtenue par le critère de Griffith local :2§ " M^ " �� A � � ? � � B  � $ � tq
© |��ª> « ª> �Á ��©¬ �^     Á ¯  " �N * (9.22)

La présence du max traduit la condition d’irréversibilité du front. Il en résulte que minimiser l’éner-
gie totale par rapport à ces deux arguments revient à déterminer seulement le champ cinématique
minimisant l’énergie mécanique puis l’ensemble

2§
. Ce front est le front cherché si et seulement

si un nouveau calcul d’équilibre à partir de ce nouveau
2§

n’en entraîne pas une évolution, et ainsi
de suite. Cette méthode, évitant les calculs des dérivées lagrangiennes, présente néanmoins des
lacunes indéniables, à commencer par ne plus donner d’indication sur la stabilité du front (voir
néanmoins [FLOREZ (1990)]). Avant de les évoquer dans le paragraphe suivant, signalons égale-
ment que le cas de l’amorçage du joint (ou interphase) est ici plus facile à simuler que dans le cas
d’une interface (résolu au chapitre 5). En effet, nous sommes dans la situationoù le chargement
critique:¯ est explicitement connu ::¯ " © Ta M: ¦Á ��© �^     Á ¯ " � � ^ � $ N * (9.23)

La méthode permettant de déterminer la première position du front
2§

après amorçage est décrite au
chapitre 5. Néanmoins, le chargement critique ainsi défini n’assure pas la conservation de l’énergie
totale à l’amorçage instable (voir paragraphe 9.4.2). Enfin, la connaissance explicite de la force de
délaminage permet de déterminer les contraintes critiques et déplacements en fonction deÁ ¯. Par
exemple, dans le cas d’un mode I, négligeant les sauts�ì� �, nous obtenons, lorsque la densité de
Saint Venant-Kirchhoff est retenue, les relations suivantes :¼ BB¯ " ô� úBBBB�� ��ì B �¯ # G��� �ì B � ?̄  ¦ Á ¯ " G� ¼ ?BB¯ ��ô� úBBBB (9.24)

soit : ¼ BB¯ " �Á ¯ '(B****ú" ¦ �ì B �¯ "  �� # �� ® G #  �� ¯ú"'(B**** "  ����  A°?  * (9.25)

Dans le cas d’un mode I d’ouverture, la figure (8.4), reliant pour les trois densités d’énergies la
contrainte¼ õBB à la déformation1�* 2ú" , décrit les lois de comportement “interfaciales” obtenues. Ces
trois lois sont énergétiquement équivalentes si et seulement si l’aire sous chacune des courbes
jusqu’à décohésion, égale au taux de restitution critique, est identique. Le déplacement critique et
la contrainte critique sont naturellement différents pour les trois lois.
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9.3.2 Analogie avec les modèles d’interfaces endommageables

Compte tenu des remarques précédentes, il apparaît des liens entre les modèlesprécédents et
les modèles dits d’interfaces endommageables. Un modèle précurseur à ces derniers, analogue au
modèle élastique issu de la loi de Hooke¼&B " ÷ )*)*ú" �ì & � sur

$
, a été introduit dans [EHRLACHER

(1985)] par un raisonnement inverse. Ainsi, dans le but de contourner le paradoxe de Rice- an-
nulation du taux de restitution associée à une fissure d’interface en situationplastique -, A. Ehrla-
cher considère que l’idéalisation d’une fissure par une surface de discontinuité est probablement
non conforme à la réalité et reconsidère la zone d’élaboration d’épaisseur petite mais non nulle,
proche de la pointe où la fissure est endommagée et microfissurée. Ce raisonnement consiste ainsi à
prendre en compte dans la loi de comportement de cette zone de faible épaisseur, l’élaboration de la
fissure par affaiblissement et rupture du matériau, principe de la mécanique de l’endommagement.
Dans [EHRLACHER (1985)], l’auteur ne considère que la loi élastique citée plus haut, qu’il appelle
loi avec endommagement brutal. A une telle vision constructive, se heurte le choixdes dimen-
sions de la zone d’élaboration, et plus précisément dans notre contexte, le choix d’une épaisseur��. L’analyse asymptotique permet de retrouver, et ce rigoureusement, dans un contextegéomé-
trique et matériel initial différent, ce type de modèle. Dans le but de simplifier le raisonnement,
plaçons-nous dans le cas d’un chargement monotone mode I sur une structure type DCB (négli-
geant à nouveau les sauts�ì� �). Les lois obtenues précédemment, représentées sur la figure (8.4),
sont toutes des lois élastiques : tant que le taux de restitution n’a pas atteint savaleur critique, l’état
du joint est complètement réversible. Cette analyse néglige la petite zone d’irréversibilité proche
de la pointe de fissure et nous pourrions remplacer les lois de la figure (8.4) par des lois régularisées
à l’image de la loi définie sur

$
suivante :¼ õBB " ô BBBB�� �ì B � �G   -;  ¦ - " © |� <� � © T± <G� © |��ª> « ª> �ì B ��ì B �¯ >> � (9.26)

faisant intervenir explicitement la quantité critique�ì B �¯ (S désigne un réel positif sans dimension
arbitraire) et décrite sur la figure (9.3).

La loi régularisée n’est plus élastique. Tant que le saut n’atteint pas la valeur�ì B �² " �G #S  ³ A°; �ì B �¯ " �ì B �¯ �G   ¢ñ �;  ;  #  �S ³?  , le comportement est élastique. Au-delà, l’interphase est
dégradée de façon irréversible. Si cette zone ditecohésivereste de faible longueur (ici de l’ordre
de

¢ñ;; ), alors les quantités énergétiques ne sont pas affectées au premier ordre et il est plus simple,
tant théoriquement que numériquement, de conserver la loi de Hooke initiale. Par ailleurs, l’aire
sous la courbe permet de relierÁ ¯ à �ì B �¯ selonÁ ¯ " A? '****ú" ;;´? �ì B � ?̄. Enfin, lorsque la quantité�ì B � est monotone croissante avec: (pas de décharge), l’énergie d’adhésion prend la forme4 :@ ��ì B � " ô BBBB��� y+ �ì B �?S # � <S # �   � < �ì B ��ì B �¯ >; > -$

(9.27)

et la formulation est :

yz� Ã � �� *Cx  -� # ô BBBB�� y+ �ì B � <G   < �ì B ��ì B �¯ >; > ��B �-$ " yJ�G  �� *x -µ * (9.28)

4formellement ; nous supposons que tous les termes intégraux sont définis et que� est Gâteaux-différentiable.
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FIG. 9.3: Régularisation du modèle d’interphase issu de la loi de Hooke (S " Â�

)

Enfin, nous associons sans difficulté une formulation analogue à (9.4) ainsi que des dérivées lagran-
giennes. Dans le cas où cette zone n’est pas négligeable (�ì B �² non proche de�ì B �¯), la littérature
abonde de modèles régularisés, introduits dans de multiples contextes, évoquant l’appellation de
lois d’interfaces5 endommageables. Citons ([ALFANO & CRISFIELD (2001)], [ALLIX & CORI-
GLIANO (1999)], [CHABOCHE et al. (2001)], [LADEVEZE (1992)], [POINT & SACCO (1996)],
[TVERGAARD (1990)], [WELLS & SLUYS (2001)]) et leurs références. Tous ces modèles sont
décrits par deux paramètres désignant un déplacement critique et une contrainte critique au-delà
desquels le matériau entre dans un processus de dégradation irréversible. Cesdeux paramètres dé-
pendent d’une longueur caractéristique : dans le cas du délaminage de structures stratifiées, cette
longueur correspond à l’épaisseur de la matrice située entre deux couches. Dans le cas d’une inter-
face (fissure au sein d’un matériau homogène), l’interprétation de cette longueur caractéristique est
évidemment plus difficile, certains des auteurs précédemment cités font intervenir des longueurs
arbitrairement petites, qualifiées de longueurs microscopiques (typiquement5 " G�³B©©

) : la sé-
paration de deux points, à l’échelle macroscopique des maillages utilisés confondus del’interface a
lieu, non pas lorsque leur distance�ì B � devient non nulle, mais lorsqu’elle excède une fraction don-
née de5, définie égale à�ì B �¯. En toute rigueur, ces modèles d’interphases sont inaptes à décrire la
fissuration d’interface tel que cela a été fait dans la partie I. Naturellement, il est toujours possible,
sur des cas simples [ROUDOLFF & OUSSET (2002)], d’identifier les deux paramètres de façon à
ce que les résultats obtenus coïncident avec ceux issus des méthodes de la partie I.Mais cela reste
peu satisfaisant pour l’esprit d’autant que les valeurs obtenues après identification ne semblent pas
avoir un caractère intrinsèque [LÉVÊQUE (1996)]. D’autre part, ces nombreux modèles, contraire-
ment aux modèles étudiés, souffrent d’aucune justification rigoureuse6. Ce point est ouvert et la
question sous-jacente est la suivante : existe-t-il une densité d’énergie cohérente, et si oui laquelle,
conduisant après analyse asymptotique, aux lois d’interphases utilisées dans les références citées

5il serait plus correct de dire lois d’interphases.
6Dans notre cas, les points de départs sont des densités d’énergie, conséquencedu théorème de Rivlin-Erickssen.
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ci-dessus ?7 La loi obtenue avec la densité de Ciarlet-Geymonat est une réponse dans le cas des
grandes déformations. Enfin, ces lois souffrent de lacunes numériques, liées pour certaines d’entre
elles à la description géométrique du front. Dans ce travail, la descriptionà l’aide de fonction spline
est explicite et le maillage suit l’évolution du front de fissure. Les modèlesde zone cohésive, où
la description du front est implicite (analogue à (9.22)) à partir de valeurs locales en fond de fis-
sure, nécessitent un maillage très raffiné alors que l’utilisation du taux derestitution analytique
permet un maillage relativement grossier. Ce point explique le coût numérique très important de
ces méthodes. Cependant, la loi de comportement adoptée et la description du front choisie étant
deux notions différentes, il est parfaitement envisageable d’associer ce typede loi interfaciale et la
description du front utilisée en déterminant les dérivées lagrangiennes associées. Cela permettrait
de prendre en compte efficacement dans l’évolution du front des phénomènes non élastiques...

REMARQUE (S) 37 Le modèle de rupture d’interphase présente dans sa forme des points com-
muns avec les modèles de zone cohésive introduite par G.I. Barenblatt (voir remarque 24). Dans
un cas, l’énergie totale s’écrit :H �� � £  " @z� �� � £  # @+ ��� � # ¶ �£  �Griffith + Interphase� (9.29)

tandis que dans l’autre cas, le “saut” est incorporé dans l’énergie de rupture, etest défini sur la
partie délaminée:H �� � £  " @z �� � £  # ¶ �£ � �� � �Barenblatt + Interface� * (9.30)

ce qui lève, dans le cas de matériau homogène notamment, les problèmes de justifications évoqués
précédemment. »
9.3.3 Convergence vers les modèles d’interface parfaite

Oubliant dans ce paragraphe les origines des modèles élastiques, étudions leur limite lorsque
l’épaisseur du joint tend vers zéro, les caractéristiques matériaux étant fixées. Nous raisonnons
dans le cas de l’élasticité linéaire. L’énergie d’adhésion apparaît alorscomme une condition de
pénalisation de la condition d’interface parfaite�� � " �

sur
$

. Le développement, dans la formu-
lation (8.81) (linéarisée) définie surâ� A

, des champs selon�� � � ��  " �� � � ��  # � �� � � � � # ã �� ,
entraîne : $� � " A? 6 õ � �C�� # �C��  ä  ¦,z� Ã � �� � *Cx  -�õ " ,J�G  § *x -µ �x � � � (9.31)

sur� " Mx � â� A ¯x � �¨ A ��   B � � " � ´ O � ³ O $ N, formulation associée au modèle d’interface
parfaite. Ce résultat est justifié par le

THÉORÈME 11 Lorsque� tend vers zéro, les convergences suivantes ont lieu :

– å L � 6 ǽ tq ¯¯��� � ¯¯�± ' �+   * Õ L � ,

– �� � �� dans â� A
,

7[WU (1992)] offre peut-être une piste en évoquant des densités d’énergies dutroisième gradient issues des travaux
de Mindlin, faisant intervenir notamment un module de cohésion. Voirégalement [DESTUYNDER & N EVEU (1986)]
pour une situation plastique.
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– � � � � � dans �ç ?+ ��   � ,

– F ú ��  � F � ��  dans 6 . »
Preuve: La preuve des trois premiers points suit l’approche développée par J-L. Lions [LIONS

(1973)], et nous renvoyons par exemple à [AIT MOUSSA (1996)]. Puis, selon� � �| A ?Q �è   B, le
passage à la limite dans le taux de restitution :F ú ��  "   G� yz� Ã � �� � *C��  -T� �-�õ # yz� Ã � �� � *C�� *C �  -�õ   G��� y+ 6 �&B&B �ìú& �?-T� �-$
conduit à :F ú ��  � F� ��  "   G� yz� Ã � �� � *C��  -T� �-�õ # yz� Ã � �� � *C�� *C �  -�õ * » (9.32)

Les résultats numériques confirmeront ce résultat attendu. Naturellement, le même résultat est
obtenu en partant du modèle complet sans faire d’hypothèse sur la rigidité de la colle.Les effets
du joint apparaissent alors dans l’énergie et ses dérivées, au second ordre en�. Cette étude est
intéressante lorsque le taux de restitutionF � est nul (par exemple à l’amorçage).

9.4 Applications

9.4.1 Solution analytique dans le cas d’une poutre linéaire

La première application concerne la résolution analytique dans le cas d’une poutre : deux
poutres homogènes isotropes d’épaisseur� sont reliées par un adhésif d’épaisseur��. L’assem-
blage est fixé en� " �

et est soumis à un déplacement normal5 aux extrémités inférieure et
supérieure des bras délaminés, en� " ~ (voir figure 9.4).é

é
ê ëìíîî ïðñò ïðóò

ïðñòñ ïðóòñëôõ ëôöëôö÷ø
ùùú é

FIG. 9.4: Le problème de la poutre.

L’adhésif est ensuite représenté par une énergie d’adhésion définie sur sa surfacemoyenne
$

. Grâce
à la symétrie du problème, le saut�ì A� à travers

$
est identiquement nul de sorte que l’énergie de la

structure est (pour mener à son terme le calcul analytique, nous négligeons les termes non linéaires
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en la variable cinématique) :@ �ì ?  " y ±³û� © �A ��  -?ì �A ? ��  -� ? -� # y ±±³û © �? ��  -?ì �? ? ��  -� ? -� # G� HB�� y ±³û� �ì ? ��  �?-�
(9.33)

où
© �& " ü )� *A? í'� 'í4 ' désigne le moment de flexion8,

H & le module d’Young de la poutre
T

etHB celui du joint, indépendant de�. Les déplacements vérifient alors à l’équilibre les équations
différentielles suivantes :-�ì �A ? ��  -�� # G�HB��H A� B ì �A ? ��  " � � ��� � ~   ý � ¦ -�ì �? ? ��  -�� " � � ��~   ý � ~ � � (9.34)

montrant que le déplacementì �A ? (resp.ì �? ? ) est engendré par la baseM�õ�4 2ãþ �Ó�  � �õ�4 þT± �Ó�  N,Ó " � �ü *ú"ü ö� *  ö² (resp.MG� � � � ? � � B N). La figure 9.5 représente l’évolution du déplacementì �A ? !A? �ì �A ? � pour trois valeurs de� et
ý " !�©© � ~ " à�©© � 5 " G©© � H A " H? " Gÿ����§ ¨ ý � H B "!���§ ¨ ý � � " !©©

et � " G�©©
.
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FIG. 9.5:ì ? ��  ! A? �ì ? � ��  � � � ��� � ~   ý�.

Le saut�ì ? � présente des oscillations près de la pointe de fissure, induites par le joint élastique. En
certains points, le saut est même négatif ; cependant, la condition de préservation de l’orientation
(8.17) est satisfaite. Ces oscillations en fond de fissure montrent que l’évolution de �ì ? � n’est pas
monotone jusqu’à décohésion, et ce, en tout point non rompu de

$
. Par ailleurs, le taux de restitu-

tion, calculé pour une longueur
ý

suffisante, est une fonction décroissante de
ý

: la propagation de la
pointe de fissure est stable, la présence du joint ne modifiant pas qualitativement les résultats du cas
sans joint. Précisément, lorsque� tend vers zéro, le modèle reproduit les résultats issus de la théorie
de la mécanique de la rupture pour une interface parfaite. Sur cet exemple, le saut�ì ? � converge
vers zéro à la vitesse

Ö� environ : �ì ? � ��  "  ��� "�³�  (voir figure 9.6) et le taux de restitutionF
converge vers celui de l’interface parfaiteF� � à la vitesse� ö² environ � F� � ��    F ��  "  �� ö²  .

8les efforts résultants� ��� sont nuls.
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FIG. 9.6: �ì ? � �~   ý vs. � en échelle log-log.

9.4.2 Structure DCB - Front ouvert

Le second exemple concerne une éprouvette type D.C.B. composée, à l’image de la structure
représentée par la figure (9.1), de deux adhérents parallélèpipédiques identiques reliés par un joint
de colle d’épaisseur��. De façon similaire à l’exemple du paragraphe 6.1, la structure de longueur~, de largeur<, est encastrée sur l’une des extrémités et est soumise à un chargement d’ouverture
sur les arêtes externes de l’autre extrémité. Nous simulons dans ce paragraphe l’amorçage de la
rupture du joint. Certains résultats se placent dans le cas isotrope (tableau 9.1)ou le cas d’un
stratifié unidirectionnel (voir tableau 8.2).H õ 8õ H � 8� ~ < � ��Gÿ����§ ¨ ý � *Â !���§ ¨ ý � *Âÿ à�©© Â�©© �©© � *G©©

TAB. 9.1: Caractéristiques géométriques et matériaux.

EVOLUTION DU SAUT �ì B � ET COMPARAISON DES EXPRESSIONS INTÉGRALE ET CURVI -
LIGNE DE (

Supposons que la structure présente une fissure de front
£ § " M� § � ¥ � �� � <� � ) " �N. La figure

9.7 représente, pour le modèle issu de{| +� , l’évolution de la troisième composante du saut�ì B � le
long du segment�� §   * � � § �I ¢? de la surface moyenne, pour� § " ÿ�©©

et une valeur de pilotageìí " G©©
. Le modèle issu de{| úH � fournit des résultats très proches.

L’évolution obtenue du saut devant le front est conforme aux résultats analytiques (fig. 9.5). La
figure 9.8 représente pour la même configuration, la force de délaminage, dans le cas de Saint
Venant-Kirchhoff, calculée avec l’expression analytique (9.6) (( ? sur la figure) et la même quantité
déduite selon (5.49) du taux de restitution calculé selon la relation (9.5) (( A sur la figure). Une
bonne concordance est à nouveau obtenue. La figure 9.9 concerne le cas unidirectionnel. La force
de délaminage varie moins le long du front. Dans ce cas, il en résulte que le front defissure associé
reste quasiment rectiligne au cours de la propagation avec un léger effet de bord aux extrémités.
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DÉTERMINATION DES VALEURS CRITIQUE D ’ AMORÇAGE

Envisageons maintenant le cas de l’amorçage de la rupture du joint correspondant à� § "
k�©©

. Plaçons-nous dans le cas isotrope. Les deux arêtes inférieure et supérieure sontchar-
gées et nous imposons que les nœuds situés sur ces arêtes ont même composante selon), égale
à lm " � *��¬©©

. La figure 9.10 représente la force de délaminage le long de
£
. Compte tenu des

conditions aux limites, cette force varie très peu. Le taux moyen est égal à( " � *ÂÂ¬k� n©©
,

valeur que nous adoptons (arbitrairement) pour taux de restitution critique, faisantde
� *��¬©©

le
déplacement critique d’amorçage, notélm¯.

o
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FIG. 9.10: Force de délaminage pour� § " k�

.
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Le tableau 9.2 résume les autres valeurs critiques correspondantes,

lm¯ �l B �¯ ( ¯ ¼ BB¯� *��¬©© � *��Â��©© � *ÂÂ¬k� n©© ��¬ *�Â¬§ ¨ ý
TAB. 9.2: Valeur critique d’amorcage au point�k� *� Gÿ *� � * .

soit une déformation critique
HBB " 1� * 2z" # A? 1� ½ 2 1� ½ 2�z"  ' égale àÂ *�ÿ�

. Les figures 9.11 et 9.12 repré-
sentent les isovaleurs de la troisième composante du déplacement et de la déformation

HBB sur la
position déformée. Compte tenu des conditions de symétrie, la structure n’est pas maillée sur toute
sa longueur mais seulement dans un voisinage de l’extrémité chargée.

-0.009056
-0.007667

-0.006278
-0.004889

-0.0035
-0.002111

-0.0007225
0.0006665

0.002055
0.003444

0.004833
0.006222

0.007611
0.009

FIG. 9.11: Déplacementl B juste avant amorçage (déforméeI��
).

Dans cet exemple, la valeur du taux de restitution critique a été prise arbitrairement dans l’in-
tervalle �� *Â� n©© � � *!� n©© �, intervalle généralement obtenu pour les matériaux composites
usuels (voir [ROBINSON & SONG (1992)] pour la DCB). Pour cet intervalle, des valeurs impor-
tantes de

HBB¯ à rupture sont obtenues, montrant l’importance de la prise en compte de termes non
linéaires. Pour les assemblages collés, cette situation est accuentée: selon [CHAI (1986)] où des
déformations

HBB de l’orde de
ÿ�

sont obtenues, le taux de restitution critique est une fonction
croissante de l’épaisseur et de la souplesse du joint. Si nous notons(° ! A?z" ô�¢B ¢B �l ¢ �? la force
de délaminage obtenue avec la loi de Hooke et si nous négligeons�l� � devant�l B �, il apparaît que
l’écart relatif : �³�{�{ " 1�* 2z" # A� <1�* 2z" > ? ¦ HBB (9.35)
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-0.004675
-0.00151

0.001655
0.004821

0.007986
0.01115

0.01432
0.01748

0.02065
0.02381

0.02698
0.03014

0.03331
0.03647

FIG. 9.12: Déformation
HBB juste avant amorçage (déforméeI��

).

est de l’ordre de la déformation prédominante
HBB et est ainsi non négligeable. Enfin l’inégalité

( . ( ¢ montre que le facteur de charge critique obtenu avec la loi de Hooke est supérieur à celui
obtenu avec la loi non linéaire, laquelle anticipe ainsi mieux la rupture du joint.

M ODÉLISATION DU PROCESSUS D’ AMORCAGE ET ÉTUDE DE LA STABILITÉ DU FRONT

La valeur du déplacement critique étant connue, modélisons le processus d’amorçage.A cet
effet, soit un front de la surface moyenne arbitrairement proche du “front” de fissure initial - par
exemple� § " ±¬©©

- puis appliquons l’algorithme de propagation, la valeur delm étant fixée.
Le vecteur force de délaminage

 " �|u � |ñ  est décrit dans le tableau 9.3, aux nœuds du front de
coordonnées�� A � � ? � � .� A �©©  � ? �©©  |u �� n©©  |ñ �� n©©  � *±¬���H # �� � *�����H # ��  � *k*±Â*H   Gk � *!!kÿ¬H # ��� *±¬���H # �� � *Â±ÿ��H # �G � *ÿÂ G!�H   �� � **�!�±H # ��� *±¬���H # �� � *±ÿ���H # �G  � *�kkÿ�H   �� � ** G��!H # ��� *±¬���H # �� � *GG�ÿ�H # �� � *G����H   �� � ** GG*�H # ��� *±¬���H # �� � *Gÿ���H # ��  � *ÿ�kÂ�H   �± � ** G�G�H # ��� *±¬���H # �� � *Gk±ÿ�H # ��  � *G����H   �� � ** GG*�H # ��� *±¬���H # �� � *��ÿ��H # �� � *�kkÿ�H   �� � ** G��!H # ��� *±¬���H # �� � *�*�ÿ�H # ��  � *ÿÂG!�H   �� � **�!�±H # ��� *±¬���H # �� � *Â����H # �� � *�����H # �� � *!!kÿ¬H # ��

TAB. 9.3: Force de délaminage�� § " ±¬©© ¦ lm " � *��¬©©  .
17 nœuds sont placés sur le front, un sur deux étant un nœud spline. La norme de la force de
délaminage est supérieure en tout point du front à( ¯. Les valeurs propres de la matrice d’ordre

GG
associée à l’opérateur

H �? sont décrites dans le tableau 9.4
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APPLICATIONS CHAPITRE 9G*��!��ÿ!Â�Â��!kÿGH   Â � *G*ÿ��!�k�!�Âk*k � **�ÿ*k!�!��k* G�k
-0.3838907999738166

� *�kÿ��ÿ**!�!�¬±ÿk± � *±GG!! Gÿ!k G�±G!¬ G� *�!±*Â��*�±±k*±kÿÿ � *Âÿk* G�kÂk!! G¬±*k � *!±!±±ÿ�ÿÂ**Â¬¬*Â� *G��!� G±¬±G�kkk¬ G¬ G*�*k¬!¬�ÿ*k�ÿ�±¬kH   Â
TAB. 9.4: Valeurs propres de�H �? �.

L’élément négatif indique ici le caractère instable de la position du front, conséquence de l’insta-
bilité du processus d’amorçage�� § " k�©©  . Le calcul du déplacement du front par résolution
du système (5.39) fournit alors les résultats du tableau 9.5.� A �©©  � ? �©©  îu �©©  îñ �©©  � *±¬���H # �� � *�����H # �� � *�����H # ��  � *�!�� GH # �G� *±¬���H # �� � *Â±ÿ��H # �G  � *!±k��H   G!  � *�ÿ��kH # �G� *±¬���H # �� � *±ÿ���H # �G � *¬Â��ÂH   G!  � *�!ÿ¬ÿH # �G� *±¬���H # �� � *GG�ÿ�H # �� � *!!�!kH   G!  � *�Â�!±H # �G� *±¬���H # �� � *Gÿ���H # �� � *�����H # ��  � *G!Â�¬H # �G� *±¬���H # �� � *Gk±ÿ�H # �� � *�����H # ��  � *�Â�!±H # �G� *±¬���H # �� � *��ÿ��H # ��  � *GÂ¬k�H   GÂ  � *�!ÿ¬ÿH # �G� *±¬���H # �� � *�*�ÿ�H # �� � *�����H # ��  � *�ÿ��kH # �G� *±¬���H # �� � *Â����H # �� � *�����H # ��  � *�!�� GH # �G

TAB. 9.5: Déplacement du front obtenu avec la matrice�H �? �.
Le signe du déplacement normal du front

îñ
illustre que, malgré une force de délaminage suffisante,

la fissure se referme. L’algorithme de Newton, en raison de cette valeur négative, démarre dans le
“mauvais sens”. Pour y remedier, remplaçons l’opérateur dérivée seconde par l’opérateur identité.
Dans ce cas, le déplacement du front est proportionnel en norme~ ?

à (   ( ¯ et les résultats
obtenus sont reportés dans le tableau 9.6.� A �©©  � ? �©©  îu �©©  îñ �©©  � *±¬���H # �� � *�����H # �� � *�����H # �� � *!±!**H # ��� *±¬���H # �� � *Â±ÿ��H # �G � *G±�¬GH   G! � *¬��� GH # ��� *±¬���H # �� � *±ÿ���H # �G  � *Âkÿ��H   G! � *G� G*ÿH # �G� *±¬���H # �� � *GG�ÿ�H # ��  � *G¬Â*ÿH   G! � *G����H # �G� *±¬���H # �� � *Gÿ���H # �� � *�����H # �� � *G���*H # �G� *±¬���H # �� � *Gk±ÿ�H # �� � *�����H # �� � *G����H # �G� *±¬���H # �� � *��ÿ��H # �� � *ÿ±±k�H   G! � *G� G*ÿH # �G� *±¬���H # �� � *�*�ÿ�H # �� � *�����H # �� � *¬��� GH # ��� *±¬���H # �� � *Â����H # �� � *�����H # �� � *!±!**H # ��

TAB. 9.6: Déplacement du front obtenu avec la matrice identité.
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Deux itérations suffisent alors pour obtenir, après déplacement des nœuds du front, lesrésultats
des tableaux 9.7, 9.8 et 9.9.� A �©©  � ? �©©  |u �� n©©  |ñ �� n©©  � *±kÿ�ÿH # ��  � *GGG��H   Gÿ � *!�kÂ±H   � G � *Â G�¬GH # ��� *±k G±¬H # �� � *Â±ÿ��H # �G � *!¬���H   �� � *ÂÂÿ��H # ��� *±k GkÂH # �� � *±ÿ���H # �G  � *Â¬Â!¬H   �� � *ÂÂ* G¬H # ��� *±k���H # �� � *GG�ÿ�H # �� � *G!!�ÂH   �� � *ÂÂk G±H # ��� *±k G¬kH # �� � *Gÿ���H # �� � *G*¬±¬H   �* � *ÂÂ¬ GÂH # ��� *±k���H # �� � *Gk±ÿ�H # ��  � *G!!�±H   �� � *ÂÂk G±H # ��� *±k GkÂH # �� � *��ÿ��H # �� � *Â¬Â*ÂH   �� � *ÂÂ* G¬H # ��� *±k G±¬H # �� � *�*�ÿ�H # ��  � *!¬�ÂÂH   �� � *ÂÂÿ��H # ��� *±kÿ�ÿH # �� � *Â����H # ��  � *!�kÂ¬H   �G � *Â G�¬�H # ��

TAB. 9.7: Force de délaminage après convergence.

k *ÿ±¬ GÂ G¬Gk�ÿÿ�ÂkH   ! � *�±�±�k!k*�±Âÿÿ*¬¬ � *!k¬*Â G!�GGkk*ÿ!!Â� *!ÂkÂ!k�k!�¬±G�±¬ � *�*�GGÂ Gÿ*ÿ¬*k¬±�
-0.058333145131107655� *GG±¬ÿÂk*�k¬ÿ¬ G��¬ � *ÂÂk¬±*Â G±±¬*kG! G! � *�ÿ*ÂÿÂ*ÂÂ*¬��k¬ÿ� *G±ÿ±ÂÂÂk GG* G±k�* k *Â�*�*¬ÿ�� G�ÿÂÿ¬H   !

TAB. 9.8: Valeurs propres de la matrice�H �? � ! �@ �? �.
� A �©©  � ? �©©  îu �©©  îñ �©©  � *±kÿ�ÿH # ��  � *GGG��H   Gÿ � *!Â!kÿH   �� � *ÂÂ G�±H   � G� *±k G±¬H # �� � *Â±ÿ��H # �G � **Â G±ÿH   �Â � *Gk�¬!H   � G� *±k GkÂH # �� � *±ÿ���H # �G � *GG�k±H   �Â  � *k!k� GH   ��� *±k���H # �� � *GG�ÿ�H # ��  � *G�! GGH   �ÿ  � *!*�ÿ�H   ��� *±k G¬kH # �� � *Gÿ���H # ��  � *Â G�GkH   �¬  � *��±�kH   ��� *±k���H # �� � *Gk±ÿ�H # �� � *G�!ÂGH   �ÿ  � *!*��ÂH   ��� *±k GkÂH # �� � *��ÿ��H # ��  � *GG�k!H   �Â  � *k!±* GH   ��� *±k G±¬H # �� � *�*�ÿ�H # ��  � **ÂG*�H   �Â � *Gk�¬�H   � G� *±kÿ�ÿH # �� � *Â����H # ��  � *!Â!k�H   �� � *ÂÂ G�ÂH   � G

TAB. 9.9: Déplacement du front après convergence.

Les valeurs du tableau 9.9 indiquent une force de délaminage par unité de longueur de l’ordre
de( ¯ et un déplacement de front oscillant suivant les points autour de zéro. Le spectre présente
encore une valeur négative très faible, que l’on peut attribuer à un maillage trop grossier (3012
nœuds). Un nombre important de nœuds représentant le front est nécessaire pour obtenir un front
stable en tous points. La figure 9.13 représente l’évolution de la valeur propre négative en fonction

197



APPLICATIONS CHAPITRE 9

de la progression simulée (en pratique cette progression est instantanée) du front. Si cependant,
l’algorithme n’est pas arrêté, le front converge très lentement et de façonalternée vers le front
cherché, la plus faible valeur propre de l’opérateur

H �? valant
 � *�ÿ*¬±� GG�±Â�±*kÿ±ÿ

...

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
−0.4

−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

FIG. 9.13: Plus faible valeur propre en fonction de la distance du point central du front à l’arête
chargée.

Finalement, l’examen de la colonne� A du tableau 9.9 nous indique que la fissure s’est brutale-
ment propagée sur une longueur de

G*k©©
environ, le front obtenu étant légèrement courbé aux

extrémités9. Les figures 9.14 et 9.15 représentent les isovaleurs del B et
HBB , à l’équilibre retrouvé

-0.009
-0.007615

-0.006231
-0.004846

-0.003462
-0.002077

-0.0006923
0.0006923

0.002077
0.003462

0.004846
0.006231

0.007615
0.009

FIG. 9.14: Déplacementl B juste après amorçage (déforméeI��
).

9L’épaisseur de la structure est un facteur de cette longueur d’amorçage. Dans [KRASUCKI et al. (2002)], un calcul
similaire conduit à une première extension de longueur de l’ordre de � �}~�� pour une épaisseur double.
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-0.00612
-0.002784

0.0005525
0.003889

0.007225
0.01056

0.0139
0.01723

0.02057
0.02391

0.02724
0.03058

0.03391
0.03725

FIG. 9.15: Déformation
HBB juste après amorçage (déforméeI��

).

EVOLUTION ET LIMITE EN L ’ ÉPAISSEUR �� DU TAUX DE RESTITUTION EN FONCTION DE

L’ AIRE DÉLAMINÉE

L’examen de la stabilité peut également se faire sur l’évolution de la forcede délaminage en
fonction de l’aire de la fissure. A cet effet, la figure 9.16 représente cette force au point central
du front, en fonction de la distance de ce point à l’extrémité chargée. Les calculs sont effectués
ici en supposant que le front reste rectiligne. Compte tenu de la figure 9.10, cette approximation
est correcte. Le chargement étant maintenu constant, la figure est conforme auxrésultats précé-
dents, mettant en évidence l’instabilité de la position du front à l’amorçage ainsi que sur une faible
longueur. Négligeant les effets d’inertie, la progression du front s’arrête lorsque la force de déla-
minage devient inférieure à( ¯. Nous retrouvons alors une première extension de fissure de l’ordre
de

G*k©©
. Au-delà de cette extension, la propagation devient stable et le reste10. Compte tenu des

relations (8.79), le saut�l B � et la contrainte¼ BB , prédominants ici, possèdent une évolution similaire
à celle de( (Figures 9.17 et 9.18)

Les figures 9.17 et 9.18 illustrent également la convergence du modèle d’interface élastique (ou
interphase) vers le modèle interface parfaite, la rigidité des constituants étant fixée. L’abscisse

ý
représente la distance du nœud du front de seconde coordonnée� ? " ¢? à la droite d’équation� A " k�©©

. Nous vérifions que�lzB � �ý  converge vers zéro avec� et que¼ zBB �ý explose, sauf ený " �
. Sortant ainsi des hypothèses initiales, le modèle de joint de colle doit être simplement vu

comme un modèle de pénalisation du modèle d’interface parfaite. Pour� faible, nous écrivons :�lzB � �ý ¦ D �ý ��� � �û � (9.36)

l’exposantÓ dépendant de la longueur de la fissure
ý
. En vertu de la relation¼ zBB �ý  " '****z� �lzB � �ý ,

et du fait que¼ zBB �ý  explose sauf en zéro, il apparaît queÓ �ý Õ G
et Ó �� " G

fournissantD �ý ¦ v B** �� ����� . Cela est conforme aux résultats analytiques du paragraphe 9.4.1 (Ó �!� ¦ � *!¬*
)

10Lorsque la longueur de fissure est suffisamment grande, l’évolution de la force de délaminage devient conforme à
celle obtenue analytiquement pour la poutre.
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FIG. 9.16: Force de délaminage au point�k� *   ý � <n� en fonction de
ý ��� " � *G©©  .

et n’est pas en contradiction avec les résultats de convergence numérique déterminés au chapitre 8,
la définition de convergence étant ici différente. Les calculs numériques fournissent ici en

ý " �
,�lzB � �� " � *�ÂG� ���  � "³��, et donc�¼ zBB � �� " ��Â *�� ��� ³� "�BÁ, soit Ó �� " � *¬*±. L’obtention

de la valeur
G

requiert probablement un maillage plus fin. La figure 9.19 représente l’évolution
du taux de restitution pour ces mêmes valeurs de�, comparés au taux de restitution obtenu sans
la présence du joint. Contrairement au saut et à la contrainte, la convergencedu taux n’est pas
monotone quelle que soit la valeur de

ý
, mais alternée. Les résultats numériques indiquent queÓ

est une fonction, égale à
G

en zéro, décroissante puis croissante vers
G

par valeur inférieure. Lorsqueý
est suffisamment grand, la présence du joint limite la propagation, la force de délaminage étant

plus faible. Enfin, pour
ý " �

, nous vérifions que la force de délaminage converge vers zéro à la
vitesse�� :

(z �� ¦ �� A?����� �¼ �BB ��  ? * (9.37)

Lorsque�� tend vers zéro, la structure ne présentant pas de fissure, la quantité��� ³ A(z qui peut
s’interpréter comme la pente de( à l’origine, converge vers la quantité

A����� �¼ �BB ��  ?. Ainsi, pour
une épaisseur de joint suffisamment faible, la quantité pertinente à étudier semble être non pas(z
mais�³ A(z �� ou de façon équivalente¼ �BB �� . Dans le cas où les adhérents n’ont pas les mêmes
caractéristiques géométriques, la contrainte est singulière en

ý " �
(Ó �� � G

) et la quantité
pertinente semble être non pas(z mais � A³?� �� (z �� . Par exemple, pour

H ´ " G�����§ ¨ ý
etH ³ " G�����§ ¨ ý

, le calcul fournitÓ �� ¦ � *¬ G�
.

EVOLUTION DE L ’ ÉNERGIE TOTALE EN FONCTION DE L ’ AIRE DÉLAMINÉE

La figure 9.20 représente l’évolution de l’énergie totale et de l’énergie mécanique(réduite ici
simplement à l’énergie de déformation), en fonction de la distance du front à l’extrémitée char-
gée (ou de façon équivalente, le front étant maintenu rectiligne, en fonction de l’aire délaminée).
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L’énergie totale est
H �ý �Û  " @ �ý �Û  # ( ¯ý <. Comme attendu, l’énergie totale présente un mi-

nimum, autour de
ý¯ " G*k©©

, à l’équilibre retrouvé, après amorçage. En revanche, il apparaît
clairement quel’énergie n’est pas conservée. Cela est du à la non nullité de la force de délaminage
(z �� à l’amorçage. En effet, l’énergie mécanique dans un voisinage de

ý " �
, s’écrit :@ �Û � ý " @ �Û � �   ( �Û � � ý # Ü �Û  ý? # ã �ý?  � (9.38)

oùÜ �Û  est négatif (cela résulte de l’instabilité). L’énergie totale est alors :H �Û � ý " @ �Û � � # �( ¯   ( �Û � �  ý # Ü �Û  ý? # ã �ý?  * (9.39)

Si l’amorçage est simulé pour( �Û � � " ( ¯, alors le premier minimum de
H

par rapport à ses deux
arguments ne peut assurer la conservation de l’énergie totale. Si nous avions imposé la conservation
de l’énergie à l’amorçage, alors le déplacement critique aurait été inférieur à celui obtenu ici. D’une
part, cela signifie que la présence de la colle retarde l’amorçage par rapport aucas de l’interface
parfaite (la colle absorbant une partie de l’énergie), et confirme d’autre part,que le critère en taux
de restitution (valable avec un joint) utilisé ici est différent du critère d’amorçage de la partie
I. Seul un taux de restitution critique à l’amorçage plus faible (dépendant de ¼ �BB selon 9.37)
que le taux de restitution critique de propagation( ¯ peut assurer la conservation de l’énergie
totale. Par ailleurs, une partie de cet écart5H d’énergie peut être attribuée à la variation (positive)
de l’énergie cinétique, négligée dans cette étude.

Ý

Ý 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Þß

àáâã
äåâæ
çè
ééê

ëìëíîîï

ßðñòó

ñ

Ý
FIG. 9.20: Evolution de l’énergie en fonction de la distance du front à l’extrémité chargée ��� "� *G©©  .
9.4.3 Assemblage circulaire troué

Nous considérons un assemblage circulaire de rayon
ô " G��©©

11, composé de deux plaques
d’épaisseur

�ô? " G*�©©
jointes par une couche d’épaisseur

� *G©©
. La structure présente un trou

elliptique¨ en son centre :̈
" õö " �� A � � ? � � B  ÷ 6 B � ø 'öû' # ø ''ù' � Gú

, ] Õ ý � ô
(figure 9.21).
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FIG. 9.21: Assemblage troué (!*�k nœuds).

L’assemblage est encastré sur la frontière extérieure
µ� " õö " �� A � � ? � � B  � � ?A # � ?? " ô ? � � B "K �ô? ú et soumis à un chargement linéique normal

 " �� � � � | õB  le long de
µõ§ " õö " �� A � � ? � � B  � ø 'öû' #ø ''ù' � G� � B " K �ô? ú. En raison de ces conditions aux limites, le joint va se rompre sur la ligne�¨ � � . Les caractéristiques matériaux sont reportées dans le tableau 9.10. Le premier calcul

concerne le cas d’un trou circulaire. Le processus de rupture est très similaire à celui détaillé sur
la D.C.B. dans le paragraphe précédent. Le taux de restitution étant constant le longde

�¨ � � ,
lorsque la variable de contrôlelm excède la valeur critiquelm¯, un front de fissure circulaire de
rayon � est créé. Puis, la croissance est stable et le front reste circulaire. Les valeurs critiques
d’amorçage adoptées sont répertoriées dans le tableau 9.11.H õ H � 8õ 8� ( ¯G�����§ ¨ ý !���§ ¨ ý � *Â � *Â� � *Â±Â� n©©

TAB. 9.10: Caractéristiques géométriques et matériaux.

lm¯ �l B �¯ ( ¯ ¼ BB¯ �¯� *� G�*©© � *��Â!*©© � *Â¬±� n©© ��� *¬±�§ ¨ ý G� **¬ G©©
TAB. 9.11: Valeurs critiques d’amorçage.

La figure 9.22 décrit l’évolution du facteur de charge (partie gauche) et du rayon� (partie droite)
du front en fonction de la valeur de pilotage.

Dans le cas d’un trou elliptique (
ý � ]), le taux de restitution de l’énergie varie le long de

�¨ �� , comme l’indique la figure 9.23 (partie gauche), reportant sa valeur sur le premier quadrantõ �� A � � ?  " �ý2ãþÓ � ]þT±Ó  � Ó ÷ �� � �? �ú de
�¨ � � . Ces calculs sont obtenus avec les valeursý " Gk©© � ] " GÂ©©

et lm " � *� G�G©©
.
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FIG. 9.22: Evolution du facteur de charge et du rayon� en fonction du déplacement imposé.
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Le taux de restitution critique est atteint en premier aux points�� � K ] correspondant àÓ " K �? .
Cependant, le caractère instable du front à l’amorçage assure la rupture du jointsur toute sa fron-
tière. Par ailleurs, pour ce type de chargement, la forme elliptique du front accroît l’instabilité.
Comme l’indique la figure 9.23 (partie droite), l’opposé de la dérivée normale de la forcede dé-
laminage( au point �ý2ãþ �Ó  � ]þT± �Ó   du front, négatif le long

�¨ � � atteint son minimum
en Ó " K �? où la force( atteint son maximum. En conséquence, le déplacement (normal) du
front en ces points est maximum. Les différentes positions du front, en fonction de la valeur de
pilotage, sont décrites sur la figure 9.24. Le front conserve une forme elliptique avec unrapport ûù
décroissant vers la valeur

G*�* approximativement.�
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FIG. 9.24: Positions du front pourlm " � *� G� G� � *� GÂ G� � *� G¬ G� � *���G� � *�Â±G� � *�!ÂG�� *���G� � *�±� G� � *�¬ GG� � *G�Â G� � *G�GG�©©  .
Les variations du facteur de charge et la distance de deux points du front en fonction delm sont
respectivement données sur les figures 9.25 et 9.26.

11Nous reproduisons ici certains résultats numériques de [KRASUCKI et al. (2002)]
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Chapitre 10

Multi-délaminage

Nous simulons dans ce dernier chapitre la propagation simultanée de deux fronts de fissure,
ouverts, puis internes selon deux surfaces parallèles. Le modèle de propagation présenté au chapitre
5 se généralise sans difficulté au cas de plusieurs fissures. Nous mettons en évidence, sur quelques
exemples élémentaires, l’influence de la présence d’un front de fissure sur l’évolution de l’autre
front. Pour simplifier l’exposé, l’étude est effectuée dans le cas de surfacesdélaminées planes.

10.1 Problématique

Considérons une structure� présentant deux surfaces de délaminage évoluant au sein de deux
plansJ K etJ L différents et parallèles à sa surface moyenneJ . Notons

£ K§ et
£ L§ les fronts de fissures

appartenant respectivement àJ K etJ L (voir figure 10.1). Le modèle d’évolution des fronts
£ K§ et

£ L§
repose à nouveau sur un principe de moindre énergie ; précisément, l’état d’équilibre�Û � £ K§ � £ L§  
associé à un chargement donné, minimise sur l’espace des états admissiblesMN O Mß P O Mß Q la
fonctionnelle suivante :H �R � £ K � £ L  " @ �R � £ K � £ L  # S K �£ K  # S L �£ L  (10.1)

avec S K �£ K  " TU PV ( K̄ W� ¦ S L �£ L  " TU QV ( K̄ W� * (10.2)

J Km X J K et J Lm X J L représentent les parties délaminées. Identifiant à nouveau le front cherché£ K§ (resp.
£ L§ ) avec le déplacement� Y ÷ M¥ P (resp.�Z ÷ M ¥Q ) du précédent front à l’équilibre, le

problème s’écrit :�[  �Û � � Y � �Z  " ý�\ ]©T± H �R � ^� Y � ^�Z  � R ÷ MN � ^� Y ÷ M¥ P � ^�Z ÷ M ¥Q _
que nous résolvons de façon découplée, en minimisant dans un premier temps la fonctionnelle

H
par rapport à la variable cinématiqueÛ :�[ A  Û " ý�\ �© T±`aH �R � ^� Y � ^�Z  � R ÷ MN � ^� Y ÷ M ¥ P � ^�Z ÷ M¥Q  
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puis de façon simultanée par rapport aux champs� Y et �Z :�[ ?  $ � Y " ý�\ �© T± `bP H �R � ^� Y � ^�Z  � Û ÷ MN � ^� Y ÷ M¥ P � ^�Z ÷ M ¥Q  ��Z " ý�\ �© T±`bQ H �Û � ^� Y � ^�Z  � Û ÷ MN � ^� Y ÷ M ¥ P � ^�Z ÷ M¥Q  *
Il en résulte que chacun des fronts cherchés est en équilibre cinématique et vérifie le critère de
Griffith au sens faible. L’algorithme présenté au paragraphe 5.2.3 s’adapte sansdifficulté. Le re-
maillage est effectué lorsqu’ au moins l’un des deux fronts progresse. La difficulté majeure repose
sur le maillage d’une structure comportant plus d’un front tridimensionnel. Une tellestructure peut
être vue comme le résultat de l’assemblage de deux plaques délaminées� K et � L par une zone
de raccord (voir figure 10.1). Le maillage des plaques délaminées est obtenu par translation selon
l’axe c B à partir d’un maillage des surfacesJ K et J L . Il reste alors à relier les nœuds de la par-
tie supérieure de� K avec ceux de la partie inférieure de� L . Pour cela, nous supposons que les
fronts

£ K§ et
£ L§ sont de même nature (fronts ouverts ou fermés) et comportent le même nombre de

nœuds. Nous supposons également que les côtés en vis-à-vis selonde deJ K et J L comportent un
nombre identique de nœuds. Dans ce cas, la zone de raccord peut être maillée à l’aided’éléments
hexahédriques à 16 nœuds (les arêtes d’un de ces éléments de raccord sont reportées en couleur
verte sur la figure 10.1). Remarquons toutefois que cette vision, qui permet de mailler la structure
multi-délaminée, conduit à des éléments hexahédriques de raccords d’autant plus applatis que les
projections des deux côtés fronts sur la surface moyenneJ seront distantes l’une de l’autre.f

f
ghgigjkl

km noppqnrsqturuvmw
vlw klx

ym
yl

rzu{o|}tzuu~��n�opu~kmx
f

FIG. 10.1: Raccord de deux structures� K et � L délaminées par des éléments hexahédriques à 16
nœuds.

Parmi les rares références de la littérature concernant la propagation de fissures multiples, citons
[OUSSET & ROUDOLFF (1992)], présentant un modèle de poutre bi-délaminée et mettant en évi-
dence un transfert d’énergie lorsqu’une fissure double la seconde et par ailleurs [BUDYN et al.
(2001)] concernant une étude numérique dont la méthode repose également sur un principe de
minimisation, et nécessite le calcul des facteurs d’intensité et de leursdérivées premières.

10.2 Deux délaminages parallèles au sein d’une DCB

Reprenons à nouveau un spécimen type DCB, contenant cette fois deux surfaces de délami-
nages superposées. La structure est encastrée sur une face latérale et estsoumise à un chargement
normal symétrique

 " �� � � � K |B  sur les arètes inférieure et supérieure d’une autre face (figure
10.2). Les valeurs des paramètres géométriques et matériaux sont reportées dansle tableau 10.1.
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TAB. 10.1: Paramètres géométriques et matériaux.

SENSIBILITÉ AUX LONGUEURS RELATIVES DES FISSURES ET AUX INCR ÉMENTS DE CHAR -
GEMENT

Les deux fronts
£ K§ et

£ L§ sont initialement rectilignes, de tangentes portées par l’axed� et no-
tons<K et <L les distances des deux fronts à la face chargée. Si ces deux distances sont égales, alors
compte tenu des symétries, les taux de restitution moyens associés à chaque front sont égaux ; de
plus, ces taux sont à chargement constant, des fonctions décroissantes des longueurs<K et <L , indi-
quant une évolution simultanée stable des deux fronts. Cependant, il apparaît que cetteévolution
est très sensible aux longueurs<K et <L . Ainsi, prenons<K " !� *��©©

et <L " !� *©©
.�

�

�� ����
�

�
����

����
��

���
���

� ������� ����
�� ���

�
FIG. 10.2: Structure présentant deux surfaces délaminéesJ Km X J K etJ Lm X J L .

L’algorithme est piloté en déplacement. L’incrément de la variable de pilotage lm est 5lm "� *���©©
. La figure 10.3 représente le facteur de charge et la distance des points centraux des

deux fronts à la face chargée en fonction delm. Compte tenu de la symétrie du chargement, il est
aisé de voir que le taux de restitution moyen associé à la fissure la plus étendue est supérieur à
celui associé à l’autre fissure. Cela est dû au fait que le chargement dont le support est proche de la
fissure la moins étendue agit davantage comme force d’ouverture sur la fissure la plusétendue que
l’inverse. Dans notre cas, il en résulte que le déplacement du front

£ K§ est supérieur au déplacement
du front

£ L§ . Tant que l’écart entre l’aire des surfaces moyennesJ Km et J Lm reste faible, l’évolution
des fronts est stable. Au-delà, atteint pour la valeurlm " G*�±©©

, le front
£ L§ ne progresse plus et

l’évolution du front
£ K§ devient instable.
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FIG. 10.3: Facteur de charge et distance des points centraux de

£ K§ et
£ L§ àc A " ���©©

en fonction
de la variable de pilotage

La sensibilité de la propagation est également observée lorsque initialement<K " <L . Ce cas conduit
en théorie à l’égalité( �£ K§  " ( �£ L§  . Cependant, en raison des erreurs d’arrondi, cette égalité
n’est pas vraie numériquement, de sorte que l’accumulation de ces erreurs conduit après plusieurs
propagations de fronts à, en moyenne, l’une des deux situations suivantes :( �£ K§  � ( ¯ � ( �£ L§  
ou bien( �£ L§  � ( ¯ � ( �£ K§  . L’un des fronts prend alors définitivement l’ascendant sur l’autre
front. La figure 10.4 décrit l’évolution du facteur de charge et des distances<K et <L en fonction de la
variable de pilotage. Initialement, les longeurs valent<K " <L " !�©©

. Il apparaît que les résultats
diffèrent selon la valeur de l’incrément5lm. Lorsque5lm " � *���©©

, les deux fronts évoluent de
façon simultanée et symétrique. Puis, lorsquelm atteint la valeur

G*��©©
(voir tableau 10.2), le

front inférieur
£ K§ s’immobilise tandis que le front supérieur poursuit son évolution de façon stable.
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FIG. 10.4: Facteur de charge et distance des points centraux de

£ K§ et
£ L§ àc A " ���©©

en fonction
de la variable de pilotage pour5lm " � *���©©

et 5lm " � *� G�©©
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Lorsque5lm " � *� G�©©
, les deux fronts évoluent dans un premier temps à nouveau de façon

symétrique. Puis, lorsquelm " G*!k©©
(voir tableau 10.3), le front

£ L§ s’immobilise et l’évolution
de

£ K§ devient instable. Ce résultat confirme la sensibilité de l’évolution simultanée de deux fronts.
Il semble exister, pour cette configuration géométrique, une longueur critique pour<K et <L , en-deçà
de laquelle, lorsque l’écart entre les deux fronts est suffisamment important,cela conduit à une
instabilité de l’un des fronts. Ainsi, le calcul effectué avec5lm " � *� G�©©

et <K " <L " ��©©
conduit à un phénomène stable.

lm �©©  <K �©©  <L �©©  G*!¬!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬�� !! *�*±¬�k±ÛkÛ�!±!� !! *�±�±k*�k¬�¬�±±G*!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬�! !! ***k!��±�k!k! G� !! **±±��*¬�±¬!¬*kÛG*��!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬�Û !! ***k!��±�k!k! G� !! **±±��*¬�±¬!¬*kÛG*��¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬�� !! *±k�!!�* G��k G±�Û !! *±¬�k¬�±GÛ! G��k!G*�G!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬�G !! *±k�!!�* G��k G±�Û !! *k¬!���*k±kk Gk G�Ü �ÝÜÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞß àà �áâßààÝãÜßÝâÜáäå àà �âÞàäÝäãâáââÜâÜÝG æ��!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬� !! æ±k�!!�* G��k G±�Û !� æ��¬Û Gk�¬¬k±*k�G æ��¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ Gk !! æ±k�!!�* G��k G±�Û !� æGG�±±k�Û GG¬!�Û�G æ�Û!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ G± !! æ±k�!!�* G��k G±�Û !� æGG�±±k�Û GG¬!�Û�G æ�Û¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ G� !! æ±k�!!�* G��k G±�Û !� æ���k±ÛÛÛ��Gk�Û�G æ�!!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ G! !! æ±k�!!�* G��k G±�Û !� æÛ�*k* GG!���Ûk
TAB. 10.2: Quelques valeurs deçK et çL en fonction delm (èlm é � æ���©©

) - arrêt de
£ K§ et

évolution stable de
£ L§

Dans le casèlm é � æ� G�©©
, il est possible également que le front inférieur n’ait pas “eu le temps”

d’atteindre sa forme naturelle. C’est le cas dans l’exemple précédent où un écart de
� æ��©©

est
imposé entreçK et çL sur deux fronts rectilignes, forme non naturelle pour le chargement associé.
Ce même phénomène est obtenu lorsqueçK é �� æ��©© ê çL é �� æ©©

quelle que soit la valeur deèlm
Les figures 10.5 et 10.6 représentent les isovaleurs du déplacementl B et de la contrainteë BB sur la
position d’équilibre associée à la valeurlm é � æ! G�©©

, pour lequel en moyenneçK é !! æ!k©©
et çL é �* æ�±©©

. Le maillage de la structure comporte 3632 nœuds.

SENSIBILITÉ AUX RAPPORTS DES MODULES D ’Y OUNG

Afin d’illustrer le fait que la sensibilité dépend des longeurs initiales deçK et çL , nous définis-
sons la quantitéþ ìçK í é çT© �î � ïQ �¢P´�  ³ïP �¢P  �ïP �¢P  . La figure 10.8 décrivantþ pour çK dans l’intervalle���©© ê ±�©© � confirme que la sensibilité décroît avecçK . En revanche, l’amplitude entre le mo-
dule d’Young

H
affecté au matériau situé au-dessus (resp. en dessous) du planJ Lm (resp.J Km ) et le
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lm ì©© í çK ì©© í çL ì©© íG æ!*!¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±k !! æG�±!k�G¬�Û±kÛÛ !! æG����!���Û*!��Ü �àáÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞáá àà �åäÝå ÜâÜÜãáßßàâ àà �ßÞãáÜßãßßåâäâÜG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !! æ!����k G�!��±�kÛ !! æ�¬*±G�*��Ûk�k GG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !! æ��GÛ�Gk�!¬�¬¬ !! æ�¬*±G�*��Ûk�k GG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !! æ*��!!�*¬GGk**� !! æ�¬*±G�*��Ûk�k GG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !! æk G�!�G±k�!�Û G� !! æ�¬*±G�*��Ûk�k GG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !! æ¬k¬¬!¬��k�!�±± !! æ�¬*±G�*��Ûk�k GG æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !� æG¬±���¬±¬k±*�� !! æÛ¬* Gk�kk�kÛ Gk G*G æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !� æÛk*��!±��k!!¬Û !! æÛ¬* Gk�kk�kÛ Gk G*G æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !� æ*�Û¬±±k! GÛ�!¬¬ !! æÛ¬* Gk�kk�kÛ Gk G*G æ!±¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬±± !� æk�Û!�* G��! G*�� !! æÛ¬* Gk�kk�kÛ Gk G*
TAB. 10.3: Quelques valeurs deçK et çL en fonction delm (èlm é � æ� G�©©

) - arrêt de
£ L§ puis

évolution instable de
£ K§

-1.3
-1

-0.71
-0.41

-0.11
0.19

0.49
0.79

1.1
1.4

1.7
2

2.3
2.6

U3    map:1.000000 time:4.51973  min:-1.311548 max:2.593057

FIG. 10.5: Déplacementl B ì©© í pourlm é � æ! G�©©
(DéforméeOÛ)
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FIG. 10.6: Contrainteë BB ì§ ¨ ýí pourlm é � æ! G�©©
(DéforméeOÛ)
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FIG. 10.7: Contrainteë BB ì§ ¨ ýí : grossissement sur la zone de raccord entre les deux fronts de
fissure :çL ¦ �* æ�±©©

et çK ¦ !! æ±k©©
(vue selond�)(DéforméeOÛ)

module d’Young
H K °L affecté au matériau situé entre les plansJ Km etJ Lm ne modifie que légèrement

cette sensibilité (figure 10.9).ð
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FIG. 10.8: Evolution de la sensibilitéþ
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FIG. 10.9: Evolution deþ ìçK é ��©© í en fonc-
tion du rapport� K °L n�

La figure 10.10 décrit l’évolution des taux de restitution moyens( ì£ K§ í et ( ì£ L§ í associés aux
deux fronts lorsque,lm étant constant égal à� æ!©©

, çL reste constant à��©©
et çK varie de!�©©

à
*�©©

. Hormis une évolution légérement oscillante lorsque les deux fronts sont proches,
la variation de ces taux est linéaire. L’oscillation est nettement plusprononcée lorsque les plansJ K et J L représentent la surface moyenne de deux joints collés de module d’Young� � . La figure
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10.11 représente la variation obtenue pour� � é !���§ ¨ ý
, �� é � æ�, �� é � æÛ�, ç� é ç� é ç� é!©©

etlm é �©©
. Selon la valeur deçK , le front supérieur est dans une position stable ou instable.

LorsqueçK devient proche deçL é ��©©
, l’instabilité du front

£ K§ , qui se déduit de la pente de
( ì£ K§ í, s’accroît. Enfin la figure (10.12) présente l’évolution, similaire de celle de( , de la troisième
composante du saut des déplacements à travers

£ K§ et
£ L§ en leur point central (c � é !�©©

). Ces
résultats laissent entrevoir des phénomènes plus complexes autour de la propagation simultanée de
deux fissures de joints collés.
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FIG. 10.10: Evolution des taux de restitution moyen pourçL / �011 et çK ÷ �!011 ê *011 �(cas
interface parfaite)

Cette rapide étude met en évidence l’importante sensibilité des paramètresgéométriques sur la
nature de l’évolution des deux fronts. La propagation simultanée et stable de deux fronts ouverts,
semble exclue. Ce résultat est en bon accord avec [OUSSET& ROUDOLFF (1992)]. La conclusion
est différente dans le cas de deux fronts fermés, présenté dans le prochain paragraphe.

10.3 Fronts elliptiques internes

Nous traitons dans cette section le cas de deux fronts fermés évoluant selon des surfaces planes
et parallèles entre elles. Les deux fronts sont initialement elliptiques,centrés à l’origine de la
surface moyenneJ circulaire de rayon2 :J Km / õö / ìc � ê c � ê c � í ÷ J K ¦ c ��ý�K 3 c ��4�K � �ú ¦ £ K§ / �J Km ê (10.3)J Lm / õö / ìc � ê c � ê c � í ÷ J L ¦ c ��ý�L 3 c ��4�L � �ú ¦ £ L§ / �J Lm æ (10.4)
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FIG. 10.11: Evolution du taux de restitution moyen pourçL / *011 et çK ÷ �!011 ê E�11 � (cas
interface élastique)
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FIG. 10.12: Evolution des sauts�l � � à travers
£ K§ et

£ L§ en leur point central (cas interface élastique)
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A l’image des chapitres précédents, la structure est encastrée sur la face extérieure de la structure
circulaire

µN / õö / ìc � ê c � ê c � í ÷ � ê c �� 3 c �� / 2 � ê c � ÷ � � ê ��ú (� désigne la demi-épaisseur
de la structure) et soumise à un chargement normal d’ouverture aux pointsì0 ê 0 ê �í et ì0 ê 0 ê  �í.
Les valeurs des paramètres géométrique et matériau sont celles du tableau 10.1. Enfin, les valeurs
initiales de

ýK ê ýL ê 4K et
4L sont respectivement!�11 ê Û�11 ê Û�11 et !�11 . Il en résulte que

les deux fronts elliptiques sont entrecroisés comme l’indiquent les figures 10.13 et 10.14.

FIG. 10.13: Maillage initial (4438 nœuds) : deux fronts elliptiques croisés (vue selonde)
La figure 10.15 décrit l’évolution du facteur de charge et des quantités

ýK et
4K en fonction delm.

Les deux axes de l’ellipse inférieure tendent vers une même valeur au cours de la propagation.
L’évolution de la quantité

ýL (resp.
4L ) est identique à celle de

4K (resp.
ýK ). Ce résultat, dû à la

symétrie du problème, semble indiquer que l’évolution simultanée des deux fronts estpeu sensible
aux paramètres géométriques. Les deux fronts se transforment en deux fronts identiques proches
du cercle, comme l’indique la figure 10.16 et la projection selonde du maillage en fin d’itérations,
figure 10.17. La nature de l’évolution des deux fronts est donc complètement différente de celle
observée pour deux fronts débouchants.
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FIG. 10.14: Maillage initial (4438 nœuds)
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FIG. 10.15: Evolution du facteur de charge et de
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Conclusions et Perspectives

Nous nous sommes intéressés à la modélisation théorique et à la simulation numérique de la
propagation de fissures tridimensionnelles, présentes par exemple, au sein de matériaux composites
stratifiés. Supposant que le front

£§
reste au sein d’une surface régulière� donnée, notre objectif

était de décrire l’évolution quasi-statique (stabilité, forme du front) aucours de l’augmentation du
chargement. Bien que la propagation soit un phénomène irréversible, nous avons adopté une ap-
proche élastique en utilisant seulement la densité d’énergie élastique de SaintVenant-Kirchhoff. Ce
choix, a priori très pauvre, reste conforme avec notre vision macroscopique utilisant uniquement
des quantités énergétiques et globales. Précisément, en suivant les idées développées par A. EHR-
LACHER puis G.A. FRANCFORT et J-J. MARIGO, la loi d’évolution est obtenue en supposant que
le front à l’équilibre réalise un minimum de l’énergie totale� ìÛ ê £§ í associée à la structure, et dé-
finie comme la somme de l’énergie mécanique et d’une énergie dite de rupture. Les pointscritiquesìÛ ê £ í de la fonctionnelle non linéaire� sont déterminés à l’aide d’une méthode type Newton. A
cette fin, les dérivées première et seconde de� ìÛ ê æí par rapport aux déplacements du front sont
déterminées analytiquement en utilisant la�-méthode développée par PH. DESTUYNDER. Cette
approche peut également être utilisée pour prévoir et décrire l’amorçage de la fissure. Dans ce cas,
le facteur de charge est une inconnue supplémentaire et est déterminé en écrivantla conservation de
l’énergie totale entre les deux états d’équilibre, juste avant et après amorçage. Cette conservation
résulte de l’instabilité du processus d’amorçage, numériquement confirmée par l’étude du spectre
de l’opérateur associé à la dérivée seconde de� ìÛ ê æí par rapport au front. L’étude de� �ß ß met en
évidence la notion de front naturel associé à un chargement donné. Par ailleurs, lorsquela surface� de délaminage, support du front, est non plane, et décrite par une carte� régulière, l’énergie
totale doit être exprimée au préalable dans un repère local attaché à� . Le modèle de propagation
permet alors d’étudier l’influence des paramètres géométriques sur la propagation.Il apparaît que
ce type d’influence est lié à la nature du chargement. Les exemples considérés dansce document
ont fait jouer à la courbure un effet restreignant la propagation. Enfin, concernant la discrétisation
numérique, nous avons retenu une approximation par des fonctions splines cubiques, à la fois pour
la description géométrique du front et pour le champ de déplacement�. L’usage de la méthode de
Newton couplée à un modèle basé sur des quantités énergétiques, permettant un maillage relati-
vement grossier, assure une détermination rapide d’un état d’équilibre, tant auniveau du nombre
d’itérations de la méthode de Newton qu’à celui du temps de calcul. Dans le contexte des stratifiés
composites présentant des surfaces de délaminage privilégiées et connuesa priori, l’algorithme
exposé est très certainement optimal, le remaillage étant peu coûteux et simple à réaliser.

Nous nous sommes également intéressés, dans une seconde partie, à la description d’assem-
blages collés formés de deux adhérents reliés entre eux par une fine couche d’adhésif, les matériaux
étant décrits par la densité d’énergie de Saint Venant-Kirchhoff. Supposant que le rapport noté�
de à la fois l’épaisseur et la rigidité des différents constituants, une analyseasymptotique formelle,
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similaire à celle utilisée pour dériver les modèles de plaques et de coques, nous apermis d’associer
au modèle initial un modèle simplifié où l’adhésif disparaît d’un point géométrique et est remplacé
par une énergie d’adhésion définie sur la surface moyenne du joint. Une analyse mathématique a
permis de montrer que l’énergie non linéaire associée possède un mininum non unique alors que
l’existence demeure un problème ouvert pour l’énergie complète. Puis, considérant quel’hypo-
thèse des petites déformations est sujette à caution dans l’adhésif, compte tenu de sa faible rigidité
relative, nous avons repris cette analyse en remplaçant la densité de Saint Venant-Kirchhoff par
la densité de Ciarlet-Geymonat, laquelle fait intervenir les trois invariants du tenseur� . L’énergie
simplifiée obtenue est strictement convexe et possède un unique minimum, l’existence de minima
pour l’énergie complète est assurée par les travaux de J. BALL . Enfin, en supposant que la fissure
se développe sur toute l’épaisseur du joint, ou de façon équivalente selon sa surface moyenne, l’ap-
proche utilisée dans la première partie nous a permis de simuler l’évolution de larupture du joint.
La présence du joint, en absorbant une partie des efforts extérieurs, retarde etassouplit le phéno-
mène de fissuration. Le critère d’amorçage de la rupture du joint prévoit une intensité critique de
chargement supérieure à celle obtenue, dans la partie I, en écrivant la conservation de l’énergie.

Profitant des outils numériques développés, nous avons simulé la propagation simultanée de
deux fronts de fissure, selon deux interfaces parallèles. L’influence de la présence d’un des fronts
sur la propagation de l’autre front dépend ici encore de la géométrie de la structure et de la nature
du chargement. Ainsi, la propagation simultanée stable de deux fronts débouchants au sein d’une
structure soumise à un chargement linéique semble exclue. La conclusion est inverse dans le cas
de deux fronts internes soumis à un chargement ponctuel.

Naturellement, comme tout modèle physique fondé sur des hypothèses, ici mécaniques, limi-
tatives voire fortement restrictives, le travail proposé est tout saufà l’abri de critiques multiples et
variées, et ne saurait prétendre décrire autrement que grossièrement un phénomène aussi complexe
que la fissuration tridimensionnelle. Bien évidemment, ce travail doit êtreenrichi et ses résul-
tats confrontés avec l’expérimentation. En premier lieu, au niveau macroscopique, le modèle doit
prendre en compte, par l’intermédiaire de termes supplémentaires dans l’énergie mécanique, les
effets dynamiques dont il est bien difficile de penser qu’ils ne jouent qu’un rôle négligeable dans
les évolutions brutales (par exemple à l’amorçage). Une telle prise en compte devrait permettre de
statuer plus finement non seulement sur la stabilité du front à l’équilibre mais aussi sur la stabilité
de son évolution (non différenciées dans une approche quasi-statique). Cette questionessentielle
semble délicate et ouverte. En second lieu, cette vision exclusivement macroscopique semble avoir
vécu, et la tendance actuelle se porte vers une intégration dans ces modèles de phénomènes ayant
lieu à une échelle plus fine. Dans le contexte étudié ici, c’est l’objet de nombreux modèles d’in-
terface, concentrant dans l’énergie d’adhésion des effets non linéaires complexes tels le frottement
ou autres processus irréversibles. Ces modèles issus d’approches constructives souffrent malheu-
reusement d’aucune justification mathématique rigoureuse (voir paragraphe 9.3.2). Cette tendance
est également adoptée (voir remarque 24) par, entre autres ([FRANCFORT & M ARIGO (1998)],
[BRAIDES & FONSECA (2002)]), toujours dans le cadre d’un principe de minimum d’énergie, en
modifiant l’énergie de rupture type Griffith, parfaitement en phase avec la visionmacroscopique,
au profit d’une énergie type Barenblatt ou autre incluant sur une petite zone devant le frontles
interactions entre les lèvres de la fissure. Il est problable, en adoptant une approche plus fine dans
un cadre élastique, qu’il faille renoncer définitivement à la densité de Saint-Venant Kirchhoff, très
majoritairement employée, et de ce fait modifier également l’énergie mécanique. Nous avons réa-
lisé un premier pas dans cette direction, en utilisant la densité de Ciarlet-Geymonat. Dans [WU
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(1992)], C.H. WU étudie les possibilités de rendre compte des processus de fissuration à l’aide
d’une densité d’énergie du troisième gradient (voir également [FONSECA (2001)]), extension ri-
goureuse de la densité de Saint Venant-Kirchhoff. Proposée en 1965 par Mindlin, cette densité qui
fait intervenir un module de cohésion est peut-être une piste sérieuse. La conclusion de cet article
sera la notre : "It is perhaps time again to reexamine the role of higher gradientsin our pursuit for
the understanding of failure of solids".
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