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”I am always doing that which I can not do,
in order that I may learn how to do it”

-Vincent Van Gogh-

Introduction

Soient k un corps et A une k-algebre. Une résolution d’'un A-module M est une suite exacte
de A-modules, de la forme

dn d

d+1 dO
“ > P, y Py_q--- > Py

' P, » M » 0.

qui sert a définir des invariants caractérisant la structure d’'un A-module. Généralement, les
objets de la suite sont souvent caractérisés par une propriété par exemple étre projectif (ou
libre). On parle alors de résolution projective (ou libre). En particulier, chaque module a des
résolutions libres, des résolutions projectives. Ces résolutions sont des résolutions composées
respectivement de modules libres, de modules projectifs.

Si M et N sont des modules sur les k-algebres A et B, respectivement, compatibles avec
une application de twist 7: B® A - A® B, alors M ® N adopte une structure de module
sur A ®, B que 'on dit le module sur les produits tensoriels tordus d’algebres.

Le but de ce stage est de comprendre une construction élégante de résolution pour les
produits tensoriels tordus d’algebres, qui est proposée par Anne Shepler et Sarah Witherspoon
dans D'acticle : ”Resolutions for twisted tensor products” [7]. Cette construction permet de
retrouver de maniere systématique un grand nombre de résolutions classiques et d’en construire
de nouvelles. Elles ont découvert une méthode générale pour tordre ensemble une résolution
d’un A-module M et une résolution d’'un B-module N afin de construire une résolution du
(A®, B)-module M ® N. Une méthode similaire fonctionne pour les bimodules. En particulier,
nous tordons ensemble des résolutions d’algebres sur un corps pour obtenir une résolution pour
un produit tensoriel tordu d’algebres comme un bimodule sur lui-méme.

Ce mémoire est divisé en quatre parties : dans le premier chapitre, nous donnons des
définitions et quelques résultats préliminaires.

Ensuite, le chapitre 2 introduit les conditions de compatibilité de fagcon a pouvoir munir
le produit tensoriel M ® N d'un A-bimodule et d'un B-bimodule d'une structure de (A®, B)-
bimodule.

Les produits tordus de résolutions pour les bimodules sont construits dans le chapitre
3 et nous montrons qu’ils donnent des résolutions projectives dans le théoreme 3.6. Nous
donnons aussi des applications a certains types d’extensions de Ore dans le chapitre 4.

Enfin, nous construisons les complexes qui sont les produits tensoriels tordus pour les
modules dans le chapitre 5, et nous montrons que ces complexes sont des résolutions projectives
dans le théoreme 5.10. Les applications aux extensions de Ore apparaissent au chapitre 6.
L’application au cacul de Ext (K, K) olt G est un groupe cyclique qui agit sur une algebre
de Nichols R est dans le chapitre 7.

Tous les produits tensoriels sont sur k, sauf indication contraire, i.e, ® = ®.

Je tiens a remercier vivement ma tutrice de stage, Mme Rachel TAILLEFER, de m’avoir
proposé ce sujet, pour le temps passé ensemble et le partage de son expertise au quotidien.
Grace a sa confiance j’ai pu accomplir mes missions. Elle fut toujours d’une aide précieuse
dans les moments les plus délicats.



Chapitre 1

Quelques définitions importantes

Rappelons les difinitions et résutats suivants (sans les démontrer) qui seront utiles tout au
long de ce mémoire :

1.1 Algebres sur un anneau

Définition 1.1. Soit k£ un anneau associatif, commutatif, unitaire. On dit que A est une
k-algebre si :
(i). A est un k-module,

(ii). A est un anneau associatif unitaire tel que la multiplication m4 : A x A — A est une
application k-bilinéaire.

Définition 1.2. Soit A une k-algebre et my4 la multiplication de A.
On définit I'algebre opposée a A, notée AP, comme le k-module A muni de la multiplication
définie par a .,, b = ba pour tous a,b € A.

Définition 1.3. Soit A une k-algebre. On définit I'algebre enveloppante de A, notée A°,
comme le k-espace vectoriel A® A muni de la multiplication u€ : A° x A° — A°¢ donnée par :

pe((a ®by), (az ® by)) = aras ® baby

pour tous ap, as, by, by € A.

1.2 Modules et bimodules sur une algebre

Définition 1.4. Soit A une k-algebre. Un A-bimodule est un A-module M a gauche et a
droite qui vérifie :

Va,b e A,¥Ym € M, (am)b = a(mb).
Les morphismes de A-bimodules sont les morphismes de A-modules a gauche et a droite.

Remarque 1.5. Il y a une équivalence entre le A-bimodule M et le A°-module M a gauche (ou
a droite), ot on définit :

Va,b € A,¥Ym € M,(a®b).m =amb ou
m.(a ® b) = bma.
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Notons que A est un A°-module a gauche sous 'action définie par :
Va,b,c € A, (a ®b).c = ach.

Plus généralement, soit A®" = A® --- ® A (n facteurs de A), pour n > 1. Clest un
A¢-module (A-bimodule) sous 'action définie par :

Va,b,ci, - ,ch €A, (a®b).(1R® - RChr1 RCy) =aC; Q2R+ @ Cpq & Cpb.

Définition 1.6. Soient A et B deux k-algebres. On dit que M est un A-B-bimodule si M est
un A-module a gauche et un B-module a droite tel que pour tout (a,b,m) € A x Bx M :

a.(m.b) = (a.m).b.

Proposition 1.7.
Soit A une k-algebre. On a un isomorphisme de A®-modules a gauche :

A®(+2) o fe & A®n
Démonstration.
Soit ¢ : A®(+2) 5 A° ® A®" définie par :
¢(ao®"'®an+1) = (a0®an+1)®(a1®"-®an)

pour tous ag, - - ,a,4+1 € A. Remarquons que A¢® A®" est bien un A°-module & gauche pour
I’action définie par :

(a® b).((ao ®a) @ (@ - ® an+1)) = (aay ® a1b) @ (a2 ®@ - -+ ® Gpy1)

pour tous a, b, ag, -+ , a1 € A.
C’est clair que ¢ est un morphisme de k-espaces vectoriels. On a aussi,

P((a®0b).(ag® -+ @ any1)) = ¢(aa @ - -+ @ ap11b)
= (aay ® ay110) ® (a1 @ -+ @ ay)
= (a X b)¢(a0 QX an—l—l)'

Donc ¢ est un morphisme de A°-modules.
Posons maintenant,

P A ® AP — ABHD)
(aRb) R ® - Qa,) —»aQ@a; @ - Ra, b

On voit facilement que ¢ est un isomorphisme de A°-modules d’inverse ). O]

1.3 Résolutions projectives

Soit R un anneau unitaire. Dans la suite, des R-modules sont souvent des R-modules a
gauche sauf les cas spécifiés.



1.3.1 Complexes

Définition 1.8. Un complexe de chaines (ou simplement un complexe) de R-modules est
un couple C = (C,, d,), ot C, est un R-module Z-gradué et d, : Cy — C, est une application
R-linéaire de degré —1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, od, 11 = 0
(c’est-a-dire Im(d,41) C Ker(d,)).

dn+2 dn+1 dn
C:"'Cn+2—>cn+1 >On >Cn_1"'

Définition 1.9. Soit C = (C,, d,) un complexe de R-modules. On pose, pour tout n € Z,
(i) Z,(C) = Ker(d,) C C, (n-cycles),
(ii) B,(C) = Im(d,+1) C C,, (n-bords),
(i) H,(C) = Z,(C)/B,(C) (n-cocycles). H,(C) est appelé le n-ieme R-module d’homo-
logie de C.
Définition 1.10. Soient C = (C,,dS) et D = (C,,dP) deux complexes de R-modules. Un

morphisme de complexes f : C — D est une application R-linéaire de degré 0 qui
commute aux différentielles : le diagramme

c, —I— b,

d$ ap

n n

Cn—l L} Dn—l

commute.

Définition 1.11. (Sous-complexes) Soit C = (C,,d,) un complexe de R-modules. On dit
que C' est un sous-complexe de C si pour tout n € Z, C! est un sous-module de C,, et
d,(Cl)y cCl_,.

Dans ce cas, (C},d,) est aussi un complexe et I'inclusion C, — C, donnée par l'inclusion
naturelle de C/, dans C,, pour chaque n € Z est un morphisme de chaines.

Définition 1.12. (Homotopies) Soient C = (C,,dS) et D = (C,,dP) deux complexes
de R-modules et soient f,g : C — D des morphismes de complexes. Une homotopie de
f a g est une application R-linéaire h : C — D de degré +1 telle que Vn € Z, on a
d5+lohn+hn_1odg:gn—fn.

dC

n+1 n
CnJrl > Cn > Cnfl

D
+1
Dy “ s D, " D, .

On dit que f et g sont homotopes s’il existe une homotopie de f a g. Si idx est homotope a
zéro via h, on dit parfois que h est une homotopie contractante.

Théoreme 1.13.
Soient C = (C,,dS) et D = (C,,d?) deux compleres de R-modules et soient f,g: C —
D des morphimses de complexes. Si f et g sont homotopes, alors pour tout n € Z, on a

Hn(f) = Hn(g)'



1.3.2 Bicomplexes
Définition 1.14. Un bicomplexe de R-modules est un ensemble B = {B; ;}; jcz de R-modules
B, ; avec des applications linéaires
de :Bij — Bi_ij et dj;: Bij — Bij1,
appelées différentielles horizontales et verticales respectivement, telles que dﬁj o dz}-‘+1,j =

0,df;odl;,; =0etd od" +d" od =0.

Le complexe total du bicomplexe B est donné par T'ot(B), = €D,, -, Bi; pour chaque n,
et la n-ieme différentielle est d,, = > d; j, ou d;; = dﬁj +dj ;.

i+j=n

1.3.3 Modules projectifs

Définition 1.16. Un R-module P est dit projectif si le foncteur covariant Hompg(P, —) est
exact, i.e pour toute suite exacte courte de R-modules

0 > U >V > W > 0

la suite de groupes abéliens
0 —— Hompg(P,U) —— Homg(P,V) —— Hompg(P,W) —— 0

est exacte.




1.3.4 Résolutions projectives

Définition 1.19. Soit M un R-module. Une résolution projective (resp. libre) de M est une
suite exacte de R-modules de la forme

dn4+1 d d
s P, - P y P y Py —— M s 0.

dans laquelle tous les P, sont projectifs (resp.libres). Cela signifie que dj est surjectif et que
pour tout n > 1, on a Im(d, 1) = Ker(d,).

Remarque 1.20. Notons que tout R-module M admet une résolution libre, et donc une résolution
projective (en utilisant le théoreme 1.18 et la proposition 1.17).

Théoréme 1.21. (Théoréme de comparaison)

Soit (P,,d,) une résolution projective de M et soit f : M — N un morphisme de
A-modules. Alors pour toute résolution (Q.,ds) de N, il existe un morphisme de chaines
0o : Py — Qo qui est un relévement de f, au sens ot dgo g = fody. De plus, le morphisme
de chaines ¢ est unique a équivalence homotopique pres.

sy P -2, p B p Py > 0
l?¢2 l?¢1 l?¢o lf
5 51 8
ey s > Qo > N > 0

1.3.5 Tor

Supposons maintenant que M est un R-module a droite et N est un R-module a gauche.
Soit P, une résolution projective (de R-module a droite) de M. En appliquant —®g N a cette
résolution, on obtient un complexe de Z-modules :

s P,op N 22 P, N M2 pos N —— 0.

on définit Tor®(M, N) I'homologie de ce complexe : pour tout n > 0,
Torf(M,N) = H,(Ps ®r N) = Ker(d, ® 1) / Im (d,+1 @ 1)
et
Tor (M, N) = @, Torf(M,N).

Par le théoreme de comparaison, Tor?(M, N) ne dépend pas du choix de résolutions projectives
de M. De méme, on peut définir Tor’(M, N) via une résolution projective (de R-modules &
gauche) de N.



1.3.6 Résolution Bar

Soit A une k-algebre. Considérons une suite de A°-modules (a gauche) :

B: ..o ByoA0t By oges D, qg g M, g > 0

avec pour tous dg, -+ , i1 € A,
dp(ag ® -+ @ apg1) = 2 o(=1)'ag @ - -+ ® A1 @ - -+ @ Apgy

C’est un complexe de A°-modules.

Proposition 1.22.
Le compleze B admet une homotopie contractante h, : A2 — A®(+3) définie par :

ho(ag® -+ ®api1) =1Rag® «+ @ aps1

pour tous ag, -+ ,an,41 € A et n > —1.
Démonstration.
Soient ag, -+ ,a,41 € Aetn>—1,0na:

dn—l—l © hn(ao DR an—i—l) = dn+1(1 Xay@--- & an—l—l)

n

:ao®-"®an+1—Z(—l)i®ao®---®aiai+1®---®an+1
1=0
et

n

hp—10dp(ag® -+ ® apy1) = hnfl( (—1)iao X001 D+ @ an+1)
i=0

=0

Ainsi, (hp—10dy +dny10hy)(a0®@ -+ @ Any1) = A @ -+ @ Apy1.
Donc h est bien une homotopie contractante. O

Comme h est une homotopie contractante, c’est-a-dire idp est homotope a zéro, en
utilisant le théoreme 1.13, on voit facilement que H,(B) = {0} pour tout n > —1. D’ou B est
une suite exacte.

Définition 1.23. Soit A une k-algebre. On définit le complexe Bar de A, le complexe tronqué
associ¢ a B :

Barg(A): oo By 494 2488 DL 4@ 4 0

avec Bar,(A) = A®("*2) pour tout n € N.

D’aprées la proposition 1.7, on peut voir que si A est un k-module libre alors les
termes dans le complexe Bare(A) sont libres comme A®-modules. En effet, si {a;,i € I} est
une k-base de A®", alors A®" = @, _; ko, donc

9



A(n+2) > Ae @ A" @ie[ Ae(l ®R1® Oli).

Dans ce cas, le complexe Bare(A) est une résolution libre. C’est pour cela, dans la suite on

prendra k comme un corps. )
On identifie k£ avec le sous-module k.14 de la k-algebre A et on écrit A = A/k le
k-module quotient.

Proposition 1.24.
Pour chaque n € N*, soit

Bar,(A) = A® A®" ® A. (1.1)

Soit m, : Bar,(A) — Bar,(A) la surjection canonique. Alors les Ker(m,) forment un sous-
complexe de Bare(A) et donc on obtient un compleze quotient Bare(A).

Démonstration.

Pour tout n € N*, Ker(r,) est un sous-module de A. On a Bar,(A) = A® (A/k)®"® A.
Soit ag, -+ ,ane1 € A, on a m,(ag® -+ - ® a,y1) = 0 §'il existe certains i € {1,--- ,n} tels que
les a; sont des scalaires multiples de 1,4. Soit maintenant ag,--- ,a,4+1 € A et supposons que
a; € k.14 pour un i fixé dans {1,--- ,n},

Wn—lodn a0®a1®---®an®an+1)
1—2

:Wn—l(Z(_l)ja()@"' ®a/ja/j+1®ai®...®an+l
=1

J
n

+ Y (WWag® R ® a1 @ @y
Jj=i+1
+ (=) tag® - ®ai—10; @ A1 @ - @ g1 + (—1)iag @ - @ aj_1 ® 41 @ -+ @ an+1)
= Tp—1 ((—1)171610 Q- Qa1 Qi @ Q Apyr + (—1)iao Q- Qa1 Qi Q-+ Q Cln+1)
(car a; est un scalaire)
=0.

Ainsi, d,,(Ker(m,,)) C Ker(m,_1) pour tout n € N*. D’out les Ker(m,,) forment un sous-complexe
de Bare(A).

Ker(m,) —— Bar,(A) ———% Bar,(A)

1 bk

Ker(m,_1) —— Bar,_1(A) —=% Bar,_i(A).

De plus, d’apres le théoreme de factorisation, il existe un unique morphisme de A°-modules

dy : Bar,(A) — Bar,_1(A) tel que d,, o, = m,_1 o d,,. Ce morphisme satisfait d,_; o d,, = 0

car d,_; od, = 0. On obtient donc le complexe W.(A) avec les différentielles d,,.
Remarquons aussi que m, est donc un morphisme de complexes. O

10



De méme, on peut montrer 'existence d’une homotopie contractante en composant
I'homotopie de la proposition 1.22 avec m,. Ce qui implique que Bare(A) est une résolution
libre de A°-modules de A si A est un k-module libre.

Définition 1.25. Soit A un k-module libre. La résolution bar réduite (ou résolution bar

normalisée) est Bare(A) donnée a chaque degré par (1.1), qui est une résolution libre du
Af-module A.

11



Chapitre 2

Produits tensoriels tordus d’algebres
et la compatibilité de résolutions

On fixe k£ un corps quelconque. Soient A et B des k-algebres associatives. Soient m 4 :
A®RA— Aet mp: B® B — B leurs applications multiplications respectives et 14, 15 leurs
unités. On écrit 1 pour application identité et 1, =1 ® --- ® 1 (n facteurs de 1).

2.1 Produits tensoriels tordus d’algebres

Définition 2.1. Soit 7 : B® A — A ® B une application k-linéaire bijective telle que
T(lp®a)=a®1lpet T(b®14) =14 @b pour tous a € Aet b€ B, et

To(mp®@ma)=(mMma@mp)o(17R@1)o(T@7)0(1RTR®1) (2.1)

comme applications BRBRARA — AR B. T est appelée une application de twist ou un twist.

Définition 2.2. Soit 7 une application de twist. Le produit tensoriel tordu A ®, B d’algebres
est une algebre, dont 1'espace vectoriel sous-jacent est A ® B et la multiplication est donnée
par 'application

m; =(ma®@mp)o(l®T®1) (2.2)
sur AQ B A® B.

On note aussi que puisque 7 est bijective, 77! existe bien et il existe un isomorphisme

naturel de k-algebres 7: B®,-1 A - A ®, B (en utilisant (2.1)).

Corollaire 2.3.
SoitT: B A — AR B une application telle que T(1p®a) = a®@1p et T(b®14) = 140D
pour tous a € A et b € B, alors (2.1) est équivalente a

Tmp®1l)=(1@mp)(t®1)(1®71) (2.3)
et T(1@ma)=ma®1)(17)(T®1). (2.4)

—~

12



Démonstration.
o (21) = (23) : Soit (bl,bg,(l) € B? x A.
D’une part,
T(mp @ 1)(b1 @by ®@a) =7(mp @ma)(by @b, ®a®1)
=(ma@mp)(1@701)[Te7)(107@1)(h®bb®a®1) (par (2.1))
=(ma@mp)(1®7TR® 1)(T®T)(Zb1 ®d @V ®1) (en posant 7(by ® a) Za ®b)
=(ma@mp)(1R7® 1)(2@” 20" @1b) (en posant 7(b; ® a') = Z a" @b")
=(ma@mp)(D_a" @11 a)
_ Za// ® by
D’autre part,
Leomp)(r@)1@n)biebead=10m) (o) (Y bhodeb)
— (1 ®mB)(Za”®b//®b/)
_ Za// ® by
En utilisant la relation (2.1) on voit bien que 7(mp® 1) = (1@ mp)(r®@ 1)(1 ® 7).

(2.1) = (2.4) : De méme.
e (2.3) et (2.4) = (2.1). On regarde le diagramme suivant :

BRBRA®A meomA » B A
1971 BRA®A
@)
(2.3) T®1
BRA@BoA 2% , Ao BeBoA "%, Ao BwA o -
O
(2.3) 1®7
TRT 1olor A®A®B
M w)
A9BRA®B —2 , A9 A9 B® B mAgmE y A® B

13



En utilisant (2.3) et (2.4), tous les diagrammes intérieurs commutent, donc le grand
aussi. En effet :

T(mp@ma) =7(1@ma)(mp®1®1)
=(maD)(1R7)(TR1)(MmpR1®1) (par (2.4))
=(maD)(1@1)(1@mpe1)(tTe1)(1T7®1) (par (2.3))
=ma)11eamp)(17e)(117N)(TR11)(1®T®1) (par (2.3))
=(ma@mp) (17171 (17 1).

Ce qui acheve la preuve. O

2.2 Bimodules sur les produits tensoriels tordus

Soit A et B deux k-algebres, on fixe une application de twist 7: B A - A® B.

Définition 2.4. Soit M un A-bimodule. On dit que M est compatible avec 7 s’il existe une
application k-linéaire bijective 753 : B ® M — M ® B qui commute avec la multiplication
de B et la structure de bimodule de M, i.e, comme applications sur B ® B ® M et sur
B® A® M ® A respectivement, on a :

TB,M(mB@)l) = (1®mB>(TB,M®1)(1®TB,M) et (25)
Tem(1 @ pan) = (pan@)(1R1T)(1@ T3 @ 1)(TR1®1) (2.6)

oupam:AX®M A —= M est la structure de A-bimodule sur M.

Remarque 2.5. 1. Notons que la définition ci-dessus s’applique aussi aux B-bimodules en
inversant le role de A et B. En effet, on applique la définition a ’algebre B, au produit
tensoriel tordu B ®,-1 A, et a lapplication de twist 77! pour obtenir les conditions
d’un B-bimodule N compatible avec 77'. On peut réécrire ces conditions en utilisant
le notation commode 7y 4 = (7, )"". On obtient une version équivalente de ce qui
précede : un B-bimodule N donné est compatible avec 771 s'il existe une application
k-linéaire bijective x4 : N ® A = A ® N satisfaisant

TN A(l®@my) = (Mma®@ 1) (1@ 7N a)(Tha®1) et (2.7)
TNAlpBN @) =(1RppN)(TR1XDN1RTNAR1L)(1IR1I®T), (2.8)

ouppn:B®N ®B — N est la structure de B-bimodule sur N. Donc, on dira qu'un
bimodule est compatible avec 7 lorsqu’il est un A-bimodule compatible avec 7 ou un
B-bimodule compatible avec 771

2. Un A-bimodule M est compatible avec 7 s’il existe une application k-linéaire bijective
TB7MZB®M—>M®B

telle que le diagramme suivant commute :
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1®7p,Mm TB8,M®1

B®B®M B®M®B M®B®B
- ) tom
Be M il ., M® B
1®pa,m (2(%) pa,m®l
BRAM®A AR MR A® B
TR1I®1 1I®1QT
A®BoM® A [o7.mEl y ARM®B® A

3. Notons également que nous pouvons considérer séparément l’action a gauche et 1'action
a droite, ce qui sera étudié plus en détail dans le chapitre 5 et que les relations de
compatibilité (2.5) et (2.6) deviennent (5.1) et (5.2).

Démonstration.
Lorsque M = A, 754 = 7, on obtient la condition (2.5) directement d’apres (2.3). On
voit aussi que pa = ma(l ® my). Ainsi,

(pav@)(1@ler)(1@mpue)(Telel)

=ma@)(1lema)(1e1en)(1lere1)(Telx]1)
=ma®1)17)(1®10mas)(Te1®1) (d’apres 2.4)
=maD)A7N)(TR1(1®1®ma)
=7(1@mA)(1®1®my) (d’apres 2.4)
=7(1® panm)-

On fait le méme raisonnement pour la compatibilité du B-bimodule B. O




Démonstration.
D’abord, montrons que M ® N est un (A ®, B)-module a gauche. Pour cela, on doit
vérifier la relation

p€4®TB © (mT ® 12) = pi4®TB © (12 ® plA®TB)a
c’est-a dire
(Pan @ pn) o (1@ TpMm @ 1)) 0 (ma®@mp®1s)0(1®7® 1))
= ((PZA,M ® plB,N) o(1®7pm ® 1)) ° ((12 ® plA,M ® plB,N) o(I3®Tm ® 1))

ol phe g, Pan €t plp v sont des structures de (A ®, B)-module & gauche sur M ® N, de
A-module a gauche sur M et de B-module a gauche sur N respectivement. On regarde donc
le diagramme suivant :

A®,BRA®, BAMN 2% . Ao Ao B BoM@N ™M& R Ao Mo N

13®75,M®1 138075, ®1
A®BoA®MeBoN —2% , Ao Ao Bo Mo B® N & 187,061
Lo®ply @05 N (92) 12®75,M®12
A@Be®MaN A@A@M®B@BaN ™2™ 4o o Bo N

1®7p,M®1

180l 1 @180 § () P v ®P N

AM®B® N » M @ N.

1 1
PA,MOPB, N

Comme M est un A-module & gauche et N est un B-module a gauche, le diagramme (%)
commute, les autres diagrammes a 'intérieur commutent car M est compatible avec 7. Ainsi,

le grand diagramme commute. De la méme maniere, on peut aussi montrer que M ® N est un

(A ®, B)-module & droite en utilisant la compatibilité de N avec 771

Ensuite, pour voir que M ® N est un (A ®, B)-bimodule, il nous reste a vérifier que
PE&\@TB o (12 ® plag, B) = Paw, B ° (1054@73 ® 1s),
c’est-a-dire,
((PIA,M ® piB,N)(l & TBM & 1)) ((12 ® Py @ pp )13 @ TN A ® 1))
= ((Pan @ P ) (1@ T3 a® 1)) ((Plaar @ Py @ L2)(1® Tpar @ 13)).
Ou bien,
(Plapr @ 1)(12® plp N) (1@ 75,0 @ 1)(L2 ® ply py @ (14 @ pp ) (13 @ Tva @ 1)
= (P ® 112 ® pp p) (1@ Tva ® D(1 @ pig v ® 12)(plyar @ 1)1 @ 75,01 @ 1)
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ol Pl g, Par et ppy sont des structures de (A ®, B)-module a droite sur M ® N, de A-
module a droite sur M et de B-module a droite sur N respectivement. En effet, le diagramme
ci-dessous commute en utilisant le fait que M est un A-bimodule, N est un B-bimodule et la
compatibilité de M et N avec 7.

AMBNAB «22°8  ABMNAB BETNAS) » ABMAN @ B
Pl r®la LAl La®pp N
' 1®@75,M®13 '
MBNAB AMBANB ABMAN
] O 1 T 1
1®pB7N®12 1o®7T®12 (5.4) 2®pA’]\4®
+ + 107, @1 +
MNAB AMABNB : AMBNB ABMN
13®p7
1®7TN, A®1 (5(56) 13®P§3}N®1 (N est un gbimodule) SN 17T, M ®1
+ + 1@, +
MANB « - AMANB - > AMAN AMBN
Pa,m®13
1®p% 4, @1
128§ (M est un A-bimodule) e 12®p63,N
MAN - » MN < AMN
P, u®1 plA7M®1
(Pour simplifier, dans ce diagramme, on a noté AB a la place de A ® B, etc.)
Finalement, M ® N est bien un (A ®, B)-bimodule. O

2.3 Compatibilités de résolutions

Soient P, (M) une résolution projective du A°-module M et P, (V) une résolution projective
du B°module N :

(Pe(M)) o Py(M) —— P(M) —— Fy(M) > M > 0,

(Ps(N)) ... By(N) —— P;(N) —— Py(N) > N > 0.

Considérons les complexes Po(M) ®@ B, B ® Po(M), Ps(N) ® A et A® Po(N), on les regarde
simplement comme des suites exactes de k-espaces vectoriels. Elles sont projectives, donc
d’apres le théoreme de comparaison, les applications k-linéaires 7y 4 : N ® A — A® N et
M - B® M — M ® B admettent des relevements, respectivement :

TNyt Po(N) ® A — A® Py(N) et
TB,Po(M) - B @ Po(M) = Po(M) ® B.

Dans la suite, pour simplifier, on note souvent 7p; := 7 p,(ar) €t Tia = Tp,(n),A-
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Définition 2.8. Soit M un A-bimodule compatible avec 7. Une résolution projective de A-
bimodules P, (M) est compatible avec I'application de twist 7 si chaque P;(M) est compatible
avec T via 'application

T B® P,(M)— P(M)® B,
ou Tp e est un morphisme de chaines qui est un relevement de 75 /.

Remarque 2.9. Soit N un B-bimodule compatible avec 7. De maniere analogue, on peut définir
une résolution projective de B-bimodules P,(/N) de N qui est compatible avec 7 si chaque
P;(N) est compatible avec T via 'application

Tia:P(N)® A— A® Pi(N)

ou 7, 4 est un morphisme de chaines qui est un relevement de 7x 4. Donc, on dit qu’une
résolution est compatible avec 7 si ¢’est soit une résolution de A-bimodules soit une résolution
de B-bimodules compatible avec 7.

Remarque 2.10. Notons que la compatibilité est préservée par un plongement de résolutions.
Supposons que

Pe - Qo(A) = Pu(A)

est un plongement de résolutions d’algebres A, et P,(A) est compatible avec le twist 7 :
B ® A — A® B via le morphisme de chaines

75;: B® P(A) - P(A)® B.

Si 7p,; préserve le plongement au sens ol chaque 75 ; est restreinte a une application surjective
B® Im(¢) — Im(¢) @B, alors Q.(A) est compatible avec 7 via ces restrictions.

Proposition 2.11.
Soient A et B deux k-algébres. Soit 7 : B A — A® B une application de twist. Alors,

(1) La résolution bar Bare.(A) est compatible avec T.

(2) La résolution bar réduite Bare(A) est compatible avec .

Définition 2.12. Pour chaque n € N, on définit une application 75, : B ® A®("+2) —
A®(+2) & B récursivement de la maniere suivante :

8o =(1®7T)o(T®1)
ton=1® - ®1e7)(1® - 0lerel) - (107ele - e)(Tele o 1).

Remarque 2.13. Notons que, de maniere équivalente, on a :

TBn = (lpp1®7)0 (TB,n—l ®1)
ou T = (1@ Tpp-1) 0 (T® 1py41) pour tout n € N.

Nous devons donc montrer que pour tout n € N, Bar,(A) = A®"2) est compatible
avec T via 7p,. Commencons donc par le lemme suivant :
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Lemme 2.14.
L’application 1g,, définie ci-dessus satisfait :

(Mma®1,®1)oTp, =Tgn-10°(1®my ®1,) pour tout n € N.

Démonstration.
On montre ce lemme par récurrence sur n € N :

e Sin=0,ona:(ma®1)orge=T70(1®myu), c’est évident, comme d’apres la condition
(24): (ma®@Do(l1@T)o(T®1)=70(1R@my).

e Soit n > 0 tel que le résultat soit vrai au rang n — 1, le diagramme ci-dessous commute
par hypothese de récurrence. En effet :

(Mma® 1L, @)1, =(mMa®1,®@1) (111 @7)(TBp1 @ 1) (d’apres la remarque 2.13)
=(L,®@7)(ma®1,101®1)(Tpn_1®1)
= (L, @7)(TBn—2®1)(1 @m4 ® 1,-1 ® 1) (hypothese de récurrence)
=Ten-1(1®@mys®1,) (d’apres la remarque 2.13).

TB,n

B @ A®"+? » A®"+2 @) B

A"l @ B A

(1®eMA®1ly—1)®1 , O l(mA(X)lnl@l)@l maA®1l,®1
recurrence
A" @ B A

TB,n—1
B ® A®n+1 N A®n+1 ® B

e Conclusion : par le principe de récurrence on a bien
(mA ®1,® 1) OTBn = TB,n—1° (1 Xmy & ]-n)

pour tout n € N. O

Démonstration. (de la proposition 2.11)

(1) Remarquons d’abord que A est un A-bimodule compatible avec 7 via 75, = 7
d’apres le lemme 2.6. Montrons maintenant que 7z, est un morphisme de chaines. Pour cela,
on regarde le diagramme suivant :

18ty p oo gent2 184y p o g@nt1 18dnyp BRA—0

lTB,n lTB,nl J’r

) dp+1®1 A®n+2 © B dn®1 A®n+1 ® B d"_1®>1 . A® B——0

~

~
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oll d,, : A®"F2 —y A®n+L gt définie par :

dpn(ag® a1 @ -+ @ apy1) = Z(—l)iao @ Qi1 Q-+ D anga
i=0
:mA®1n—1®dn_1.
On voit que 75,10 (1®1®d,—1) = (1®d,—1 ®1) 0T, (***) par récurrence. En effet :

o Pour n = 1,dy = my, le diagramme

B ® A% L » A% @ B
TR®I®1 1R1®T
A ® B ® A®2 ﬂ) A®2 ® B ® A
1®1®ma E‘vgent 101Q0m 4 2<D4 1@mA®1
AR B®A
T®1 1®7
B A2 e L 42 g B

commute en utilisant (2.4) :

TE0(1®1@mu) =17)(TR1)(1R1@my)

=171 l1emi)(relel)
=(lema)(117) (17 1)(t®1®1) (par (2.4))
=1ama@)(1®1&7)(1po® 1)

= (

1®mA®1)7'31

) est vrai au rang n — 1, on regarde le diagramme suivant :

© Supposons que 1'égalité (
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B ® A®n+2 B s A%H2 @ B

T®ln+1 1®7B,n-1
A ® B R A®n+1
1®1®dn—1 , O 1®1®dn—1 ,O 1®dn—1®1
évident récurrence
A® B® A®"
T®1n 1®TB,n—2
TB,n—1

B® ;1®"+1 3 A®”+\; ® B

Le petit diagramme a droite est commutatif par récurrence car :

(1®d-1®1)(1®TEn-1)
= (1@ MA® 1y —1®dy )@ 1)(1®Tn 1)
=(1ma®1,1@01)(1Q75,-1) — (1010 d2®1)(1 ® Tpu-1)
=(107py,2)(1R1@MAR1L,1) — (1®T,2)(1®1R1®d,_2)
(par le lemme 2.14 et hypthese de récurrence)
=1®71yr2)1®010(MaR 1,1 —1®d,_2))
=(1®7pp—2)(1R01Qd,_1).

Ainsi, le grand diagramme commute comme tous les diagrammes a l'intérieur sont com-
mutatifs. On obtient bien :

1®dy-1®1)oTppn=Tppn-1°0(1®1Rd,_1).
En combinant avec le lemme 2.14, on a :
Tn-1°0(1@ma®1,-1010d,1)=(ma®1,01-1®d,_1®1)oTp,
et finalement,
TBn-1° (1 ®d,) = (d, ® 1) 0 T .

Montrons ensuite que pour chaque n € N, 75,, commute avec la multiplication de B, on
veut donc avoir :

Ten(Mp ® Lyta) = (Lnyo @ mp) (T, @ 1)(1 @ Ta4).
Pour cela, on raisonne aussi par récurrence sur n :

o Pourn=0,onargo=(1®7)(r®1) et le diagramme suivant commute par (2.3) :
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B® B ® A®? mp©l2 s B A®2

TB,0

(2.3)
1®T®1 A ® B ® A
1®m5®1

y A®2® B

18750 BoA9BRAES A9BoB® A o 1@10m
J/1®1®7-
11T A®B®A®B
B® A®?*® B » A2 @ B® B.
TB,O®1

Donc,

(1®1®@mp)(teo®1)(1®7py)
=(1l®leoms)(lerel)(telel)(1eler)(leT®1))
=(1lelemp)(lerTe)(117n) (Tl 1)(1®T®1)
—(lenlemse)(relel)(lerel) (par (2.3))
=(l@n)(rel)(mp®1®1) (par (2.3))

TByo(mB RK1® 1)

© Supposons que le résultat est vrai au rang n — 1, on regarde maintenant le diagramme :
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1®7—B,n

B ® B @ A®n+2 s Bo A®"2 g B
1®7p,n—1®1 11 +1®7
@n+1 TB.n®1
B® A ®B®A @101 B,
O B n71®1®1
récurrence ?
M 1p41Q1QT 1,1107Q1 M
mp®lyyz ATl 9 B BRAT— A" @ BR A B"—— A2 B® B
lp1®@mp®1
~ O
A®n+1 ® B ® A (2.3) 1y120®@mp
1n+1®7—
B @ A®nt2 — > A®"2 @ B.
,n

Les diagrammes a l'intérieur commutent donc le grand aussi. Ou bien,

Ten(mp ® 1s) = (141 @ T)(TBn—1 ® 1)(mp @ 1,42)
= (1,117 (L1 @mpR@ 1) (-1 ®1R1)(1 Q751 ® 1) (hypothese de récurrence)
=11 ®10mp)(lpp1 @7 1) (1411 @1 7)(TEr-1 ®1® 1) (1 @ 7p,—1 @ 1) (d'apres (2.3))
= (L2 ®@mp) (L1 TR 1) (18,1 @10 1) (1R 1,1 RT) (1@ TBp-1® 1)
= (Lyt2@mp) (T8, ® 1) (1 ® TB,) (d’apres la remarque 2.13).

On montre finalement que pour chaque n € N, 75, commute avec la structure de
A-bimodule, c’est-a-dire :
TBn(1 ® pan) = (pan @ 1@ 1 @ T)(1 Q@ Tpn @ 1)(T @ Lna @ 1)

ol pay: AR AP 2@ A — A"t egt la structure de A-bimodule sur Bar,(A) = A®"*2. Pour
tout n € N, le diagramme ci-dessous commute en utilisant a nouveau la relation (2.4) et la
remarque 2.13 :
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1®78,,®1

BRARQA®"T2® A TOlnt2®1 A® B® A®"+3 AP B3 @ B® A
(2(21) 1@ @11 1®7TB,n-1®12 1p42@07®1
1OmA®Lnsts A2 @ B o A®nH2 Ao A®H g B o A®?
1®p A, MA®L@Lnt2
B A®H2 g A2 4 o B g Ant?
ma®1l,@1®12
B A®"+? (remarque 2.13) 1078 n—2@12
w (éviim) 1®1, 4287
A®’ﬂ+1 ® B ® ﬁ+%mé®n+1 ® B ® A®2
Lu4187®1
o A2 @ B® A
Lny1®7 (2.4) Lnt2@7
A®’ﬂ+2 ® A ® B
1ut1®mA®1 MA®Lyys
A®n+2 ® B P A®n+3 ® A ® B
On obtient :

(Pan @ DA 1Ly @ T)(1® Tn @1)(T® Ly ® 1)

= (L1 ®@ma®@1)(Ma ®1n43)) (1 @ Ln2 @ 7) (12 @ T O 1) (1 @ Tpp1 ® 1) (T ® 1o © 1)
= (Lnt1 ®@ma @ 1) (142 @ T) (11 ® T @ 1)(ma @ 1y43)(1 @ Tpn1 @ 12)(T ® 142 ® 1)
= (L1 @ 7) (L2 @ ma)(ma @ 1y43)(1 @ 731 @ 12)(T ®@ Lyya ® 1) (d’apres (2.4))
= (119 7) (L2 @ma)(ma ® 143) (12 @ T2 @ 1) (1@ 7T ® Lyp2)(T® 12 ®@ 1)
(par remarque 2.13)
= (Lnt1 @ T) (L2 @ Ma)(1 @ Tpp—2 ® 12) (M4 @ 1543)(1 @ 7T @ 142)(T @ 142 ® 1)
= (11 @7T)(Ln2®@maA) (1 @ Tpn—2 @ 12)(T @ 1,12) (1 @ Mg @ 1,,42) (d’apres (2.4))
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= (L1 @ 7)(Lpg2 @ ma)(TBn—1 @ 1) (1 ® ma ® 1,49) (par remarque 2.13)
- (1n+1 ® T)(TB,n—l ® 1)(]—n+2 ® mA)<]- ®ma & 1n+2)
=Tn(1® pan) (par définition de py4, et remarque 2.13)

ce qui fallait démontrer.
Conclusion, la résolution Bar,(A) est compatible avec 7 via 7p .

(2) Pour n € N, notons 7, : Bar,(A) — Bar,(A) la surjection canonique. On a
déja vu d’apres la propostion 1.24 que les Ker(m,) forment un sous-complexe de Bare(A) et
Bare(A) = Bar,(A)/Ker(r,). Par définition de 7, on sait que pour tout b € B, 7(b® 14) =
14 ® b. Donc par linéarité, on obtient facilement que 75, (B® Ker(m,)) = Ker(m,) ® B (avec
Tp,, définie dans la partie 1). D’apres le théoreme de passage au quotient, il existe donc une
unique application k-linéaire :

Tgn @ B® Bar,(A) — Bar,(A) ® B.

telle que 7p, 0 (1 ® m,) = (71, ® 1) 0 Tp,,. Ainsi, Bar.(A) est aussi compatible avec 7 via
7_—B,n- ]
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Chapitre 3

Produits tordus de résolutions pour
les bimodules

On fixe a nouveau deux k-algebres A et B avec I'application de twist 7: B A — A® B
et considérons un A-bimodule M et un B-bimodule N. Dans ce chapitre, on construira une
résolution projective de M ® N comme (A ®, B)-bimodule a partir des résolutions P, (M) et
P,(N) sous des conditions de compatibilité.

Démonstration.
On regarde le diagramme suivant :

h ~ h ~ h ~
d3,2 d dl 2

L Xz’g i) X1,2 _— XO,Q

v v v
d2,2 dl,2 d0,2
h ~ h ~ h
d3 1 d2 1 dl 1

.—’)le—y)Xll—v)X01

) ) )

v v v
d2,2 dl,l dO,l
dh ~ h ~ h ~

3,0




Comme k-espaces vectoriels les X; ; forment un bicomplexe avec les différentielles données
pour tous 7,7 > 0. Il nous reste donc a montrer que pour tous 4,5 > 0, d; et dﬁj sont bien
des morphismes de (A ®, B)-bimodules. Pour cela, on vérifie d’abord que

d;'},j OPX;; = PX; ;-1 ° (12 ® d;},g ® 12)

ol px,; = (pa;i ®pp;)(la@T® 12)(1@7p,; @ Tj4 @ 1) est la structure de (A ®, B)-bimodule
sur X;; avec

pai AR P, (M)® A — P,(M) et
pp,;: B® Pj(N)® B — P;(N)
sont des structures de A-bimodule sur P,(M) et de B-bimodule sur Pj(/N) respectivement.

On a vu que Tpe (resp. 7o 4) est un morphisme de chaines qui est un relevement de 7
(resp.77!). On a donc pour tous i,5 > 0 :

A®P(M)® B® A® P;(N)® B o7l A® P(M)® A® B® P;(N)® B
Wj(gl
1®(tB,i®Tj,4)®1 A®P1(M) ®B®A®Pj_1 ® B PA,iRPB,j
10(—1)'®120d;®1
‘/12@)7'@12
A, BRX;; ® A®, B AP (M)® A® B® Pj_1(N)® B Xij
1L®(—1)'®d;®12 (-1)'®d;
A®,BR®X,; 19A®, B Xij-1
1®7B,i®Tj-1,a®1 (g) PA®PB,j—1

AR P (M)® B A® P;_1(N)® B I AR P (M)® A BQ P;_1(N)® B

Le petit diagramme (%) commute car d; est un morphisme de B-bimodules et le
diagramme (**) commute du fait que (1®d;)o7j 4 = 7j_1,40(d;®1) car 7, 4 est un morphisme
de chaines. Donc,

;0 px,; = (1) @ d;)((pa; @ pp;)(1a @ T @ 1) (1@ T, @ Tj4 @ 1))
= (pai @ pp;1)1@ (-1 ©1L,0d;®@1) (1,07 1) (1@ 75, @ Tja ® 1)
(car d; est morphisme de B-bimodules)
= (P, ®ppj-1) (LT L)(1®(-1)©1Led,® 1) (1Q 7, ®Tj4® 1)
= (p4; @ ppj-1)(1L TR 1) (1@ TE; @ Tjo14®1)(1o @ (—1)' ® d; ® 15)
(car T, 4 est morphisme de chaines)
=px,, .01 ® di; ® 1y).
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Ainsi, dY; = (—1)'®d; est bien un morphismes de (A ®, B)-bimodules. Par un raisonne-
ment similaire, en utilisant le fait que 75 o est un morphisme de chaines et d; est un morphisme
de A-modules, on aura aussi que dﬁj est un morphisme de (A ®, B)-bimodules. Finalement,
Xee est bien un bicomplexe de (A ®, B)-bimodules. O

Définition 3.2. Le produit tordu de complexes X, est le complexe total de X,,, i.e c’est le
complexe :

= X=X 2 Xo—oMeN =0 (3.1)
avec X,, = P X, j, et la n-ieme différentielle est d,, = )

i+j=n itj=n dij, o

Lemme 3.3.
Le produit tordu de complezes (3.1) est une suite exacte.

Démonstration.
D’apres le théoreme de Kiinneth (formule pour I’homologie)[3, Théoréme 3.6.3], on sait
qu’il existe une suite exacte pour chaque n € N :

0 — Dy Hi(Po(M)) ® Hj(Pu(N)) — H,(Pu(M) @ P(N))
— D1y j—n1 Torf(Hi(Py(M)) @ H;(Py(N))) — 0.

On sait que Po(M) et Po(N) sont des résolutions projectives donc H;(P,(M)) = 0 pour
tout ¢ > 0 et H;j(Fo(N)) = 0 pour tout j > 0. Comme k est un corps, H;(Ps(M)) est un
module libre donc c’est un module plat et donc Torf(H;(Py(M)) ® H;(P.(N))) = 0 pour tous
i,j > 0. De plus, la suite ci-dessus est exacte donc H,(Ps(M) ® Po(N)) = 0 pour tout n > 0.
On obtient donc la suite exacte :

0 —— Ho(P.(M)) ® Hy(Pa(N)) —'— Hy(Pu(M) @ Py(N)) — 0

Par I'exactitude, f est injective et surjective donc

Regardons maintenant la résolution projective de M,

d d

Py(M) : » Py —— P —— P —— M

~
e}

et

est un complexe donc :
H(](P.(M)) = P()/Im(dl) = Po/KeI'(€> = M.
De méme, Hy(P,(N)) = N. D’ott, Hy(Ps(M)) @ Ho(Ps(N)) = M @ N.

Reprenons maintenant le complexe (3.1) :
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Comme H;(P,(M)) = H;j(FP.s(N)) = 0 pour tous i, 5 > 0, H,(X,) = 0 et donc Ker(d,) =
Im (0,,11) pour tout n > 0. On a aussi :

Xo/Im(d1) = Ker(do)/Im(01) = Ho(Po(M) ® Po(N)) = X /Ker ().
Ainsi, Im(d;) = Ker(e) et € est surjectif. Finalement, (3.1) est bien une suite exacte. O

Dans la pratique, on peut souvent montrer directement que chaque X;; est un (A ®;
B)-bimodule projectif, on va voir un exemple dans le dernier chapitre lorsqu’on travaille
avec les résolutions bars ou les résolutions de Koszul. Pour le cas général, on aura besoin
d’une condition de compatibilité supplémentaire qu’on expliquera dans la suite. Rappelons
que chaque P;(N) est un B-bimodule projectif, il se plonge donc dans le B-bimodule libre
(B€)®’ pour un ensemble d’indices J.

Définition 3.4. Soit 7; 4 : P(N)® A — A® P;(N) un morphisme de chaines. On dit qu’il est
compatible avec un plongement Pj(N) — (B¢)®7 si le diagramme correspondant commute :

P(N) @A ——— (B)¥ ® A
Ti, A (re1)(107))®’

A® P(N) — A® (B%)%/

De méme, 'application 75, est compatible avec un plongement de P;(M) dans le A-bimodule
libre (A°)®" pour un ensemble d’indices I si le diagramme correspondant est commutatif, i.e
si 7p,; est la restriction de I'application ((1® 7)(r ® 1))® & B® P;(M).

Lemme 3.5.
Si Tp; et T; 4 sont compatibles avec les plongements choisis de Py(M) et P;(N) dans les
modules libres, alors X; j = Pi(M) ® P;(N) est un (A ®, B)-bimodule projectif.

Démonstration.

o Premier cas : Si P;(M) = A°, P;(N) = B° (des modules libres de rang 1) et les plonge-
ments sont les applications identité. Dans ce cas, on a

X;; = A°®B°= A® A” @ B® B.

Vérifions que 1 ®7®1: AR B® (A® B)”? - A® A? ® B® B est un isomorphisme
de (A ®, B)®modules. C’est clair que 1 ® 7 ® 1 est une application k-linéaire. Le grand
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diagramme ci-dessous commute en utilisant la relation (2.1) et la définition de l'action
de (A ®, B)-bimodule donné dans le théoreme 2.7. On obtient donc

(1l®T®l)o(m, @m,)
=127 1)((Lbemia@mg)(l307®1))(ma®@mp®1)(1® 7R 15))
=(1e71)(1la@dma@mp)(ma@mpR1)(1ls 7R 1) (17 1)

=171 (Mma®@1,@mp)(la@msa@mpR 1) (1572 1)(1 Q7R 15)

=ma®1Lmp)(LLeTRL)(LLemi®@mpR1)(1; 7T 1)(1® 71 1)

=(Mma®1Lmp)(la@ma@mp®1)(13@07013)(1,@7® T 1)

(L3@7e1l)l,ere 1) (1T ® 15) (d’apres (2.1))

=(ma®@1L,@mp)(lu@msa@mpR L) (13R7R13)(1: 7R 7 ® 1,)

(1IRTRTRT®1)
=Mma®@1L3mp)(1la@msa@mpR1L)(1307013) (1, @707 ® 1,)
(LT 1)1IRT®15)(1ls®@7® 13)
= (paac @ pppe)(1l3 7R 13)(1 @ Tpae @ Tpea @ 1)(13 @7 ® 13)
= P(Az, B),(AceB) © (13 @ T ® 13)

oll P(aw, B),(AceBe) est I'action de (A ®, B)-bimodule sur A°® B¢, pa ac et pp pe sont des
actions de A-bimodule sur A et de B-bimodule sur B respectivement.

Donc 1 ® 7 ® 1 est bien un morphisme de (A ®, B)-bimodules, il est bien bijectif
car 7 'est. De plus, A® B® (A® B)® est un (A®, B)*libre ainsi, X; ; = A°® B¢ l'est
aussi.

AABBA®B® AR E™%5 ABABABo» AR $ETE% 222 ABAAPBBPAB —

B Ae®7‘38

AAAPBABB™B

107®15

1507®1 M
pp—y AABA®BB®AB /| _ .

1sQ7®
ABAPB7AB AABBAPABPB Y AABAPBABTE ;) 1587815
12@mAR@mpB®12
13@7®1 AABA@BorR 257812 4 4 pwppov 3
mA®1la@mp mA®Ly@mp 2O AEmEE12
ABA® ARV 22ma®ms, 4 g gopgop _ 19TEL 4 pop g pov P T AAA® ABBBB.

(Pour simplifier, dans ce diagramme, on a noté AB a la place de A ® B, etc.)
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o Deuxieme cas : Si P;(M) et P;(IN) sont des modules libres et si le plongement est
I'identité, i.e (M) = (A°)®! est un A°module libre de rang |I| et P;(N) = (B®)®/ est
un B¢-module libre de rang |J|, ou I et J sont des ensembles d’indices. On a bien :

(Ae)EBI ® (Be>€BJ o~ (Ae ® Be)EBIXJ
et en utilisant I'isomorphisme 1 ® 7 ® 1, on obtient
((A ® B)e)@[x] o~ (Ae ® Be)eBIXJ

Ainsi, X; ; = Pi(M) ® P;(N) est un (A ®, B)-bimodule libre, donc projectif.

o Cas général : Si P;(M) et P;(IN) sont projectifs, alors il existe un A°-module X tel que
P(M)® X = (A%)%. De méme, il existe un B¢-module Y tel que P;(N)®Y = (B®)%/.
D’apres les deux premiers cas, on a

(P(M) & X) @ (P(N)®Y) = (A9 @ (B9)*

(Ae ® Be)@IXJ

((A ® B)e)@IXJ_

12

Il

Posons
s P(M) < (A% et 3 By(N) < (BF)2

deux plongements tels que 75, et 7; 4 sont compatibles avec a et [ respectivement. On voit
que a ®  est un morphisme de (A ®, B)-module a gauche :

A®. B® P(M)® P;(N) « 2088 » A®, B (A% @ (B°)®
12®a W
1®75,®1 A® B® (A9)% ® P;j(N) 10((187)(1®1)) ¥ @12,
compi?ibilité 1e((1er)(T1))® @1
A® P(M)® B® P;j(N) {2228 A (4°)® @ B® P;(N) A® (A% @ B (B%)®’
21 O ! ®1 ! ®1®1
pA,z@ 2 (*) pAy(Ae)Q)I 2 pAy(AE)GBI 2J
P(M)® B® P;(N) —22— (4% @ B® P;(N) —2Z— (4% @ B o (B)™
1®pB,; 121®pB,; (g) 121®p;’(35)@J

PAM) & By(N) s (A)% @ B(N) 2 (4 @ (5

a®B
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Les deux petits diagrammes (%) et (x*) sont commutatifs par le fait que « et 5 sont des mor-
phismes de A-bimodules et B-bimodules respectivement. Les autres diagrammes a I'intérieur
commutent de maniere évidente. Donc

(a®B)((1®ppi)pa; ® 1) (1@ 7; ®1))
= (121 ® pp.Be) (paae © 1) (1@ (1@ 7)(T®@ 1) @ 12)) (1o ® @ @ B),

et donc
(a ® B)pé(ZJ = pl(Ae)GBI@(Be)@J(lQ ® « ® 6)

ol ple, et pl(Ae)@@(Be)@J sont les actions a gauche de A®, B sur X, ; = P,(M)® P;(N) et sur
(A9)¥ @ (B¢)®’ respectivement. Ainsi, «® 3 est un plongement de (A®, B)-modules & gauche.
En utilisant un raisonnement similaire, on peut aussi montrer que o ® (3 est un morphisme de
(A ®, B)-modules a droite et donc il est bien un plongement de (A ®, B)-bimodules. D’apres
la premiere partie de la démonstration, on a

(A8 ® (B)®’ = ((A® B)*)®!*.
On obtient finalement un plongement de (A ®, B)-bimodules
P(M)® P;(N) —— ((A® B)*)®*/.
D’ou P;(M) ® P;(N) est un (A ®, B)-bimodule projectif. O

Théoreme 3.6.

Soient A, B deuz k-algebres et T: B® A — A® B une application de twist. Soient M
un A-bimodule et N un B-bimodule avec les résolutions projectives Po(M) et Py(N) respecti-
vement. Supposons que M, N, Py(M) et Py(N) sont compatibles avec T et pour tout i,j > 0,
les applications correspondantes Tp; et T; 4 sont compatibles avec les plongements choisis de
P,(M) et P;(N) dans des modules libres. Alors le produit tordu de complexes :

> Xo » X > Xo > M @N —— 0

est une résolution projective du (A ®, B)-bimodule M ® N, ot

X, = @iﬂ:n X ; avec X;j = P,(M) ® P;(N).

Démonstration.
La preuve découle directement des lemmes 3.1, 3.3 et 3.5. O
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Chapitre 4

Résolutions de bimodules sur les
extensions de Ore

De nombreuses algebres d’intérét sont des extensions de Ore d’autres algebres. Nous allons
voir comment on tord les résolutions de bimodules pour de telles extensions dans cette section.

4.1 Extensions de Ore comme produits tensoriels tor-
dus

Définition 4.1. Soient R une k-algebre, o € Auty(R) et 0 : R — R une application k-linéaire
telle que :

d(rs) = d(r)s + o(r)o(s) pour tous r,s € R,

que l'on appelle une o-dérivation. Alors I'extension de Ore de R est le R-module a gauche
libre de base {z’ | i € N} avec la multiplication définie de mani¢re unique par les conditions
suivantes :

1. La relation de Ore zr = o(r)z + 6(r), pour tous r, s € R, est vérifiée.

2. Les inclusions naturelles R < R[z;0,d] et k[x] < R|x;0,0] sont des morphismes
d’algebres.

Lemme 4.2.

Soient A = R et B = kx| et Uapplication de twist T : B® A — A ® B définie par :
T(x@r)=oc(r)@x+0(r)®1. Alors l'extension de Ore définie comme ci-dessus R[x;0, ] est
isomorphe au produit tensoriel tordu d’algebres A @, B.

Démonstration.
Posons

f:R[z;0,0] — R®;, k[z]
ani — Zri ® .
i=0 i=0

f est bien un morphisme de R-modules a gauche. Il nous reste a vérifier que f est un morphisme
d’anneaux. Pour cela, il suffit de vérifier que :
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f((ra®)(sx?)) = f(ra)..f(sx?) pour tous r,s € Ret 0 <i,j <n.
Montrons donc par récurence sur i € [0,n] :
* Pour i =0 et j € [0,n], c’est évident.

« Pour ¢ = 1 et pour tout j € [0,n], on a :

f(ra)(sa?)) = f(r(o(s)z +d(s))a?)
= f(ro(s)a™7) + f(rd(s)z’)
=ro(s) @z +ri(s) ® 2,

et

flra), f(sa?) = (r®@z)..(s®a’)
=7r0o(s) @ 2 +7ré(s) @ 7.

Ainsi, f((rx)(sz?)) = f(rx)..f(sz?) pour tous r,s € Ret 0 < j < n.

* Supposons que le résultat est vrai au rang i — 1. On a :

f((ra*)(sa’))

flra=Y(zs)x?)

(ra'=H(o(s)a + o(s))a)

(ra' "o (s)z'™7) + f(ra'™1.5(s)a?)

(rm’ Y. flo(s )xlﬂ) + fra" 1) .. f(6(s)z?) (hypothese de récurrence)
(

(

(

(

f
f
/
=/
f
f
f (hypothese de récurrence).

Donc, on obtient bien le résultat désiré d’apres le principe de récurrence et f est bien un
morphisme de k-algebres. De plus, on voit facilement que R[z;0,d] et R ®, k[z] sont des R-
modules & gauche libres de bases {z*,0 < i <n — 1} et {1 ® 2/,0 <7 < n — 1} respectivement,
en envoyant une base sur une autre base, f est ainsi un isomorphisme de k-algebres. O]

4.2 Reésolutions libres d’extensions de Ore itérées

Dans cette section, pour simplifier, nous nous limitons au cas ou 'automorphisme sur R
est I'identité (o = 1g). La relation de Ore s’écrit : xr = ra + 0(r). Ainsi, le commutateur
xr — rx est un élémént de R.

Nous considérons maintenant une extension de Ore itérée

S = (... (k[x1][xe; 1,82]) ... )[xe; 1, 04

définie de la maniere suivante :

Pour R = k[z1] et d5 : R — R une dérivation, on définit R[xe;1,ds] = klx1][xe; 1, o]
Soit ensuite, d3 : R[zy;1,05] — R|x9;1,d5] une dérivation et on définit aussi R[xs; 1,03 =
Rlxo; 1, 0] 2351, 03] = (k[z1][xe; 1, 02])[x3; 1, 03] ; etc ... On écrit donc
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S =klxr,...,x500,...,0] = k(x1,...,2¢) [(zjz; — xix; — 0j(x;) 1 1 <i<j<t)

avec S = klzy, ..., x;] comme k-espace vectoriel. On suppose que S est une algebre filtrée avec
deg(x;) = 1 pour tout i. Alors J; est une application filtrée, i.e

di(z;) € k@ Vecty{z1,..., 2.}

pour tout ¢ < 7.

Démonstration.
Remarquons d’abord que pour chaque 4, la résolution de Koszul de k[z;]

(Kos): 0 —— K[z ® Vecty, {z;} ® k[z:] =2 klz)] @ k[z:)] —2 k[z] » 0

ondi(1®z;®1)=2;,® 1 —1®x; et m est la multiplication, est plongée dans la résolution
bar réduite de k|x;].
On raisonne par récurrence sur ¢ :

1. Pour t =i = 1, le complexe Kos est bien une résolution libre de S = k[x;] satisfaisant
I’énoncé du théoreme.

2. Supposons maintenant que t > 2 et que le résultat est vrai au rang t — 1, i.e que
I’extension de Ore itérée

A= ]{,‘[11?1, e ,xt_1;52, e ,5t_1]

a une résolution libre Py(A) de A-bimodules comme énoncée. Soient B = k[z;] et P,(B)
la résolution de Koszul (Kos) avec i = t. Alors S = A ®, B d’apres le lemme 4.2, ou

T(r; ®a) = a® x; + 6 (a) ® 1 pour tout a € A.

¢ On plonge maintenant P,(A) dans la résolution bar réduite Bare(A) et on définira
ensuite une application de twist via ce plongement. Pour cela, soit ¢, : P,(A) —
A®n+2 Pantisymétrisation standard définie par :
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Pn(l@Ty @A+ Ay, ®1) =3 g (o) @, @ -y, @1

pour tous 1 <[4 <--- <[, <t—1.
Notons 7, : Bare(A) — Bare(A) le morphisme de chaines quotient. En composant
avec ¢, on obtient donc un morphisme de chaines (cf. Annexe)

. : Pu(A) — Bard(A).

On voit que pour tout n € N, {1®xl1/\---/\xln®1 1<l <--- <l,l§t—1}
est une base de P,(A) comme A°-module libre. Soit x € P,(A) tel que ¢,(z) = 0.
En notant [ = (I3, ,l,) pour 1 <[} <--- <[, <t—1, on adonc

o(n)

xr = Zl(ai®bé).(1®mll /\"-/\l'ln ®1),

et donc

Wno¢n(m) = Z;(al(g)bi)'(ZaeSn 5(0)(1®jlo(1> ® - ®xl ® 1)) 0.
pour tous q; ® b; € A.
Or, les Z;, sont non nuls et linérairement indépendants dans A/k pour tout 1 < i <
n. Ainsi, 1, o ¢n(x) = 0 si et seulement si £(0)(a; ® b)) = 0 pour tous [ et o € S,,.
Drou z = 0.
¢, est bien injectif et est donc un plongement de P,(A) dans la résolution libre
Bare(A).
o L’application de twist itérée : La résolution bar réduite est compatible avec 7
via le morphisme de chaines
TBe : B® Bar,(A) — Bar.(A) ® B
par la proposition 2.11. On prétend que 7 o se restreint a une application surjective

Tpe: B® Pu(A) = PJ(A)® B

en vérifiant qu’elle préserve l'image de ¢,. Pour cela, on montre d’abord, par
récurrence sur n, que

T (Tt @ Gn(a0 @Y1 A+ -+ Ay @ ans1))
= fB,n< Z (o) (T ® a9 @ Yo(1) ® -+ ® Yo(n) ® an+1)>

O'GSn

= < Z £(0)ao ® Yo1) @+ ® Yo(n) @ an+1) ® ¢

O’GSn
+Z 6ta0 ®ya()®"'®yo(n)®an+l®1
UES’IL
+ Z Z aO ® Yo (1) Q- ® gt(ya(z)) ® Yo(i+1) - Yo (n) @ apt1 @ 1
€S, 1<i<n

+ Z 0)ap @ Y1) @+ @ Yo(n) ® (A1) ® 1.

oESy

pour certains ag,a,+1 € A, (on utilise ici les mémes notations pour les éléments
dans A et leur images dans A).
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* Pourn=1,75;=(101@7)(1®7®1)(T®1®1). On a donc :

T1(T: ® ap @ Y1 ® az)
11T (10T®1)(a @2 @y ® az + 0¢(ap) ®1® y1 @ az)
1R1®7)(ag @Y1 @ T @ az +ag @6 (y1) 1@ ay + d(ag) @ y1 @ 1 ® as)
= (ap @1 ® az @ x4) + (g @ Y1 ® §p(az) @ 1) + (ag @ &:(y1) ® az @ 1)

+ (0¢(a0) ® y1 ® ax @ 1).

* Soit n > 1 tel que la formule est vraie au rang n — 1. Ainsi :

77—B,n< Z e(o)(x ® ag ® Yo(1) @+ @ Yo(n) @ an+1)>

O'ESTL
= (Lot ® 7)(Tn-1 @ 1) ( D (o) (@ ® a0 @ Yo(1) @ <+ D Yoy @ an+1))
O’GSn
— (L @7) (D 2(0)[(a0 @ o) @+ @ o) @ 34

ogESy

+ (0¢(a0) @ Yo(1) @ -+ ® Yo(n) @ 1)
Z a0 ® Yoty @+ @ 6 (Yo(i)) ® Yo(ir1) @+ @ Yo(m) @ 1)

1<i<n—1

+ (a0 ® Yo(1) @ -+ @ 8 (Yor(m)) 1)] ® an+1) (par hypothese de récurrence)

=Y £(0)(a0 ® Yo(1) @+ @ Yo(n) ® (Ang1 @ T + (ng1) ® 1)

oESH
+Z 0)0¢(a0) @ Yo(1) @+ @ Yo(n) @ Uny1 @ 1
oESH
+) e0) Y (0@ Yoty @ ® 8 (Wot) ® Yo(i41) @+ ® Yo(m) @ g1 ® 1)
oESn 1<i<n—1
+ Z a0®ya )® ®St(ya(n))®a'n+1®1-
oc€Sh

On obtient bien le résultat par le principe de récurrence.

Or,
(Zaesn 5(0’)0,0 ® Yo (1) D@ Yo (n) & a/n+1) ® 1 € [m(ggn) ® B
et
ZEI 525@0 ®y0()®"'®ya(n)®an+l®1
c€Sn

+ Z Z a0®y0 )®"'®St(yai)®ya(i+1)®"'®ya(n)®a’n+1®1

geSy 1<i<n
+ Z 7)Ao ® Yo(1) @ * @ Yo(n) @ 0¢(ang1) @ 1
oES,

= 0 (01(a0) @Y1 ® -+ QY ® Upy1) @ L+ (a0 @Y1 ® -+ @ Y ® (A1) ® 1
+ Z &n(a0®y1® ®5t()®yz+1® ®yn®an+1)®1elm(q§n)®B

1<i<n
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Ainsi, g, (:Et®gz§n(ag®y1/\- . -/\yn®an+1)) € Im(¢,)®B, pour certains ag, @,1 € A.
Soit m > 1 et supposons que pour tout [ < m, on a :

T (2 @ Gn(ag @ Y1 A+ Ay ® any1)) € Im(¢p) © B.

On a maintenant :

7o (T @ dn(ao @ Y1 A+ AN yp @ anyr))
= Tpn(mp ® 1)(xf R R Pp(ag @Y A Ayn ® anﬂ)) (pour k,l < m)
= (1@mp) (T, @ 1) (1@ Tpn) (2} @ 2} @ dplag @ y1 A+ A Yy @ apy1))

(par la proprosition 2.11, Bar,(A) est compatible avec 7)

= (1®mp) (Ton @ 1) (2} @ Tn(; ® On(a0 @ Y1 A+ Ao ® A1) )

-~

€Im(én)®B

€Im(é,)®BRB

par hypothese de récurrence sur [ et sur k.

Finalement, on a bien
?an(x;” ® Pn(ao @ YL A+ Ayn ® an+1)) c Im(é,) ® B.
De méme, on peut aussi montrer que
Tom (D@0 @ Y1 A+ A Yy ® apyr) @ 27") € B @ Im(n),
et donc le morphisme de chaines 7p, préserve l'image de de et restreint & une
application surjective Tp o : B ® Py(A) — Po(A) ® B.
o La compatibilité de P,(A) : Comme la résolution bar réduite Bar,(A) est com-
patible avec T via Tp . et on vient de voir que Tp o préserve le plongement
e : Po(A) — Bare(A),
P,(A) est donc compatible avec 7 via la restriction 75 de Tp o d’apres la remarque
2.10.

¢ La compatiblité de P,(B) : On définit une application 7, 4 : Po(B) ® A —
A ® P,(B) de la maniere suivante :
On pose

A= T®1)(1®T)
et mA((l@r)Qx) =20 (1®z1).
puis on peut étendre 71 4 & Py (B)®A en exigeant que les conditions de compatibilité

(2.7) et (2.8) soient satisfaites. Par exemple, par (2.7), pour tous 1 <i,j <t —1,
on a:

TA(1®z,®1)@xz;) =nal@ma)(1®z,®1)®z; ® ;)
=(ma®)(1@n4)(na®@)(1®z,01)®@ ;)
=(ma®1)(1enA)Te (1 ®1)® ;)
=ma@)(z; ®z; (1R x, ® 1))
=20, (1@, @ 1).
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Supposons que 71 A(1 @2 @ 1) @@y, -+ 3,) = 33y -+ 23, ®(1@z, @ 1) ou 1 < iy <
- <1, <t—1, on a maintenant

mA((l®r,®1)@x;, - a;,)

= 7'1,A(1 maA)(1@x,®1)@x;, @xiy - 1y,)
=(ma)(1@nA)mi ) ((10r,®1) @z, @ x4, 2i,)
=Mma)(1l@mna)(r,@1ler,®1)@x;, - x;,)
=(ma®@ 1) (v @iy -7, ®(1®x; ®1)) (par hypothese)
=TTy 2, @ (1@, ®1).

En utilisant la relation (2.8), on a maintenant :

TA(T @ @1, @x) =T1Alppr @ D) (2@ (1R 2, @ 1) @ 2, @ 7;)
=(1®pp)T@10 110140 1)(10107)(2,@ (100 1) Q@1 ® x;)
—(10p)rele)(1m4a0 ) (10 (10x®1)®1; Q x
+5,0(10x,01)®0(x;)®1)

10pp1) @10 (1,02, (11, ®1) @+ 2, @ 6(2;) @ (1R, @ 1) ® 1)
=(1®pp) (2,050 (1R,01)@x+&()01® (1R, ®1)® x)

+(1®pp1)(0(2z) @2, @ (1@, ®1) @1+ 6 (1) 1@ (1Q2, ®1) @ 1)
=2, (@ @) + 0(2) @ (1 Q@2 @ p) + 0(7) @ (1, @y @ 1)

+ 082 (z) @ (1@ 3 ®1).

Ainsi, par récurrence, on peut avoir la formule générale de 7y 4 sur P;(B) ® A. On
voit facilement que 7 4 est bijectif et donc P;(B) est compatible avec 7 via 7 4.
C’est clair que Py(B) est compatible avec 7 via 79 4.

Te 4 €st un morphisme de chaines. En effet, vérifions que le diagramme

0 — klz] ® Vect{z,} @ klz] ® A 223 klz,] @ klz] @ A ™25 klz] @ A — 0

0 — A®klz] ® Vect{z,} @ klzy] =8 A® klz,] @ klz] 2% A @ klz,] — 0.

commute. D’abord, 7(ma ® 1) = (1 ® ma)7p.4 est évident d’apres la relation (2.4).
Ensuite, on remarque que A est un A-bimodule compatible avec 7, et P;(B) est
un B-bimodule compatible avec 7. Donc par le théoreme 2.7, A® P(B) = A®
klz,] ® Vect{x;} ® k[z;] est un (A ®, B)-bimodule. De méme, P;(B) ® A est aussi
un (B ®,-1 A)-bimodule et donc un (A ®, B)-bimodule. En utilisant (2.5) et (2.6),
on voit facilement que 7 4 et 7 4 sont des morphismes de (A ®, B)-bimodules, il
nous suffit donc de vérifier que 754 0 (d; ® 1) = (1 @ dy) o 71,4 sur les éléments de
la forme 1 ® z; ® 1 ® z;.
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D’une part,

TO,A(d1®1)(1®CEt®1®$i):TO7A(1®$t®xi—xt®l®xi)
=171 @z — 1, ®1® ;)
=)l +1®0(x;)®1)— (TR 1) (1, @x; ® 1)
=2;,010x,+0(x)®101 - (2,92, Q1 +6(z;) 1 ® 1)
=511 —x; Qr: ® 1.

D’autre part,

leod)(na)((l®re]l)@x)=1®d)(z® 1@z 1))
=1;91Q@r —1; @1, ® 1.

Ainsi, la résolution P,(B) est bien compatible avec 7.
Par définitions, 794 et 71 4 sont compatibles avec les plongements (les identités)
dans la résolution Bare(A) réduite.

¢ Produit tordu de résolutions : D’apres le théoreme 3.6 on obtient une résolution
projective de (A ®, B)-bimodules X,, ot X,, = B, ;_, Xi; avec

Xi; = Pi(A) ® Pi(B)
i J
=A@ \Vect{z,,-- .z} @ A@ B® \ Vect{r,} @ B.
Or, on a déja vu que S = A®, B, et
AR N Vecti{zy, - 2,1} @ AR B N Vectp{z,} ® B
A® B® /\Z Vecti{xy, 241} ® /\j Vecti{r;} ® A® B,

comme S-bimodules pour j = 0, 1. Cet isomorphisme est obtenu en appliquant 7~}
récursivement pour chaque facteur et la maniere de démonstration est similaire a
celle du lemme 3.5.

3. Conclusion : On remarque que

@iﬂ.:n (/\Z Vecti{xy, -, 141} ® /\j Vectk{xt}) =~ N"Vecti{x1, -, x4}

par [5, Chapitre I11.84, Proposition 10]. Ainsi, par construction, on a obtenu une résolution
libre K, de S-bimodules ot K, =S @ \" Vecty{x1, - ,2;} ® S.

Il nous reste a vérifier les formules des différentielles :

Pour j = 0, la différentielle est celle de P,(A) (la différentielle horizontale).
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Pouri=n—1et j=1, en écrivant x;, =y; pour 1 <[y, <.-- <[, <t —1:

dp11(1@U A ANYyp1 ®1R1®@2,®1) (et d’apres la définition 7.3 :)
=(d} @1+ ()" @d) 1y A Ay @1l 1)

(X DT GEnAAGA A ®]

1<i<n—1
—1®y1A---Az}m~--Ayn_1®yi)
+ > (- @y A /\Sj(yi)/\---Ag)jA---/\yn_1®1>®(1®xt®1)
1<i<j<n—1

(D" IO A Ay @)@ (3,01 - 1@ ,),

= D> (DTuQuA - AGA A @1lOIOn O] (4.1)
1<i<n—1

= ) DT R®UA - AG A Ay Ry 1T @1 (4.2)
1<i<n—1

+ Y W RUAAGE)A ARG A A ®1O 10T ® 1 (4.3)
l<z<]<nl

+(-D"Q@UA - AYyp1 @112, + (1" '@ A AYypo1 @1 @1, @ 1. (4.4)

En composant avec I'isomorphisme précédent, on a :

= Y ()M @p A AGA A Y O ) 1

1<i<n—1

— D TRy A AG A A ® (1 @y — 1R ()

1<i<n—1

+ Z ®y1/\ Sj(yl-)/\'--/\g)j/\~-/\yn_1®xt®l

1<i<j<n—1

(D" @A Ay @14 (D)"Y 1@y A AG(Y) A Ay @1

1<i<n—1

+F(=D)" @A AYpo1 @ .
Vérifions ces deux dernieres lignes : en appliquant (1, ® T® 1) a (4.4), on a :
(“D)"Q@U A Ao A1 @101 @2+ (-1)" '@y A Ayp 1 @2, @1® 1.

Appliquons ensuite (1,1 @7 '®15,), en remarquant que 7! (z;®x;) = x;@x; — 1®;(x;)
pour ¢ < 7, on obtient :

(D" @UA AYp2 AL@ Y1 ® 1@ 2 + (=1)" ' @Y1 A A2 @Y1 @ Lag, 5
+ (_1)n QUYL A AYn—2 A 1 ®5t(yn—1)-

Ainsi, en appliquant les 77! récursivement, (4.4) devient :
()" @A Ay 1 @+ (D) 2 @y A Ay ® 1
S 1@uAAGE) A Ay ® L

1<i<n—1
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En posant y,, = x; et en identifiant y; A--- Ay,_1 ® x; avec y; A --- A y,_1 N\ x; grace a
[2], on obtient la formule de la différentielle dans I’énoncé :

Z ()" @A AG A A Y QY ®@ 1

1<i<n
=Y DT @Y A AT A A Y DY DY
1<i<n
+ 3 (@YU A NG A AGA A Y @Y @ 1
1<i<j<n
ce qui acheve la démonstration. n
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Chapitre 5

Produits tordus de résolutions pour
les modules (a gauche)

Nous considérons maintenant le produit tordu de résolutions de modules a gauche au lieu
de bimodules. Nous donnons la version pour les modules a gauche des constructions que nous
avons fait pour les bimodules dans les sections 2 et 3. Encore une fois, nous fixons deux k-
algebres A et B avec une application de twist 7 : B® A — A ® B. Dans les constructions
ci-dessous, nous considérons la compatibilité des A-modules, mais notons que nous pouvons
aussi commencer par celles des B-modules au lieu des A-modules en utilisant I'application de
twist inverse 771 au lieu de 7 afin d’avoir des modules (& gauche) sur A ®@ B~ B ®,-1 A.

Soit M un A-module avec la structure & gauche pYy ,, : AQ M — M et soit mp : BB —
B T'application multiplication de B.

Définition 5.1. Soit A®, B un produit tensoriel tordu d’algebres. Un A-module a gauche M
est compatible avec 7 s’il existe une application k-linéaire bijective 75 : B&O M — M ® B
qui commute avec la structure de module de M et la multiplication dans B. C’est-a-dire 75 5/
satisfait les relations

TB7M<mB®1) = (1®m3)<TB,M®1)<1®TB,M) et (51)
Tem(1@ ply ) = (Par @ DA @ 7p0) (T ® 1) (5.2)

comme applications sur B ® B ® M et sur B ® A ® M, respectivement.

Remarque 5.2.

1. Notons que la définition ci-dessus s’applique aussi aux A-modules a droite : un A-module
a droite M est compatible avec 7 s’il existe une application k-linéaire bijective 75 s :
B® M — M ® B, qui satisfait les relations

TB7M<mB®1) = (1®m3)<TB,M®1)<1®TB’]\/j> et (53)
(1 @ i) = (P @ DA @ 7) (T, ® 1) 5

ou ply 5 est la structure de A-module & droite sur M.

2. Notons également qu’on a une définition similaire pour un B-module a gauche N et
I'application de twist 77! : un B-module & gauche N est compatible avec 77! §’il existe

43



une application k-linéaire bijective 7y 4 : N ® A -+ A ® N satisfaisant

TNA(l@ma) =(Mma®@1) (1 Q@ TyA)(Tna®1) et (5.5)
AP ®1) = (1@ ply y)(T @ 1)(1 @ 7i,4) (5.6)

oll ply y est la structure de B-module & gauche sur N. De méme, on a aussi une définition

pour un B-module & droite qui est compatible avec 7.

Démonstration.
La preuve découle directement de la démonstration du théoreme 2.7. O

On a également la définition de la compatibilité avec 7 pour les résolutions de modules :

Définition 5.4. Soient M un A-module compatible avec 7 et P,(M) la résolution projective
de M. La résolution P,(M) est dite compatible avec 7 §'il existe une application k-linéaire de
chaines 74 : B® Po(M) — P,(M) ® B qui est un relevement de 7 telle que chaque P;(M)
soit compatible avec 7 via 75, : B® Pi(M) — P;(M) ® B.

Définition 5.5. Soient M un A-module compatible avec 7 et Py(M) une résolution projective
de M qui est compatible avec 7. Soit N un B-module. Le produit tordu de complexes Y, est
le complexe total du bicomplexe Y, , définie par : pour chaque 7,5 > 0,

Yi; = (M) ® Py(N), (5.7)

avec la structure de (A ®, B)-module donnée dans la définition 5.3, les différentielles horizon-
tales et verticales sont données respectivement par

dl; =di®@1etd); =(-1) ®d,;.

Autrement dit, Y, = € Y avec d, =) dij oud; ;= dzh,j + d?,j'

i+j=n

i+j=n
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Démonstration.

On sait que pour chaque i,7 > 0, Y;; est un (A ®, B)-module avec la structure donnée
dans la définition 5.3. Remarquons que, comme k-espaces vectoriels, les Y; ; forment un bi-
complexe avec les différentielles données dans la définition 5.5. Il nous reste donc a vérifier que
pour tous 7,5 > 0, de et d7; sont des morphismes de A ®, B-modules. Pour cela, on regarde
le diagramme suivant :

A@, B® P(M)® P(N) » A®, B® P_y(M) ® P;(N)
1®7B,:®1 1®7B,i-1®1
- 1®d;®12 -
A® P(M)® B® Pj(N) » A P,_1(M)® B® P;(N)
PA,i®PB,; PA,i—19PB,j
1 " 4
Bi(M) @ Py(N) ’ » Bia(M) @ Py(N).

Les deux diagrammes a l'intérieur sont commutatifs du fait que 75, est un morphisme de
chaines et d; est un morphisme de A-modules donc le grand diagramme commute :

d; 1P(ac,5)v,, = (di ® 1) ((Pas ® pip ) (1 @ 75, @ 1))
= (,olA,Z-_1 ® pgvj)(l ®d®1®1)(1®@75,®1) (car d; est un morphisme de A-modules)
= (,OZA,Z-_l ® pfgvj)(l ®7pi—1®1)(1®1®d; ®1) (car 7pe est un morphisme de chaines)
= Pas,py,,,(1®1®d®1)
ot ply;, Pl et Pl By,, sont les structures de A-module, B-module et (A @, B)-module
a gauche sur P,(M), Pj(N) et Y;; = P;(M) ® P;(N) respectivement. Ainsi, dﬁfj est bien un
morphisme de A ®, B-modules.

Par un raisonnement similaire, on peut facilement montrer que d ; est aussi un mor-
phisme de (A ®, B)-modules, ce qui acheve la preuve. ]

Lemme 5.7.
Le produit tordu de complexes

=2 YoV =2y > MN =0

est une suite exacte.

Démonstration.
Comme dans le lemme 3.3, on utilise le théoreme de Kiinneth pour obtenir H,(Y) = 0
pour tout n > 0 et Hy(Ys) = M ® N. O
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On veut montrer en général que les modules Y; ; sont projectifs, donc comme dans le
cas de bimodules, on ajoute une hypothese supplémentaire dans le lemme suivant. Puisque
P,(M) est une résolution projective de M comme A-module, chaque P;(M) se plonge dans un
A-module libre A%,

Définition 5.8. Pour chaque ¢ > 0, I'application 75 ; est compatible avec le plongement choisi
P,(M) — A% (pour un ensemble d’indices I) si le diagramme suivant est commutatif :

B® P(M) ——— B® A¥

TB,i a2

P(M)® B — A®*’ @ B.

Dans plusieurs contextes, on peut montrer directement que les Y; ; sont projectifs (on va
voir un exemple dans le chapitre 6) et dans ce cas, on n’a besoin ni de cette condition de
compatibilité supplémentaire, ni du lemme suivant.

Démonstration.
La preuve est similaire a celle du lemme 3.5 U

On combine les lemmes 5.6, 5.7 et 5.9 pour obtenir le théoreme suivant :
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Chapitre 6

Résolutions de modules (a gauche) sur
les extensions de Ore

Dans le chapitre 4, nous avons considéré les résolutions d’une algebre d’extension de Ore
comme un bimodule sur lui-méme. Ici, nous considérons les modules (a gauche) sur une exten-
sion de Ore et nous verrons comment construire des résolutions projectives de ces modules en
considérant 'extension de Ore comme un produit tensoriel tordu. Etant donné M, un module
a gauche sur une extension de Ore R[z; 0, d], on souhaite construire une résolution projective
pour M a partir d’'une résolution de M comme R-module a gauche (par restriction). Nous
devons montrer que, lors de la restriction a un R-module a gauche, M est compatible avec
I’application de twist associée 7. Enfin, en utilisant une résolution de M comme R-module a
gauche on construira une résolution de M comme un R[z; o, §]-module.

Gopalakrishnan et Sridharan [4] ont étudié les extensions de Ore R[z;0,d] dans le cas
ou o est identité. Ils ont montré que si M est un R[z;1,d]-module (a gauche), alors une
résolution projective de R-modules de M admet un relevement a une résolution projective de
Rz ;1,60]-modules. Dans ce chapitre, nous prenons des automorphismes arbitraires o de R et
donnons des conditions sous lesquelles une résolution projective de R-modules d’un R|x; o, d]-
module M se releve en une résolution projective de R[x; o, d]-modules.

Soient R une k-algebre et ¢ un automorphisme de k-algebre de R. Soit 6 une o-
dérivation (a gauche) de R et considérons I'extension de Ore R[z;0,d]. Soit A = R, B = k|x],
et 7: B® A — A® B lapplication de twist définie par 7(x @ r) = o(r) @ x + d(r) ® 1 pour
tout r € R, comme dans le chapitre 4, de sorte que R|x;0,d] est le produit tensoriel tordu
A®, B.

6.1 Modules sur les extensions de Ore

Considérons un R[z; o, §]-module M. On définit M7 le k-espace vectoriel M équipé d'une
action de R-module donnée par r.,m = o(r).m pour tout r € R et m € M. Maintenant
supposons que lors de la restriction a R, il existe un isomorphisme de R-modules

¢: M — M°

Pour montrer que M est compatible avec 7, on construit une application k-linéaire
bijective gy 1 B ® M — M ® B, telle que pour tout m € M,

TB,M(1®m):m®1
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Tem(z@m)=¢(m)@r+rme1

et telle que (5.1) soit vérifiée. Ensuite, comme 'algebre B = k[x] est un k-module libre de base
{z" | n € N}, pour chaque m € M, on peut utiliser la relation (5.1) pour définir 75 /(2" @ m)
récursivelent en appliquant (5.1) & x ® 2! @ m.

On vérifie maintenant que 75 3, commute avec la structure de R-module. Puisque 7, 75 s
et pr v sont tous k-linéaires, afin de prouver que la relation (5.2) est vérifiée il suffit de montrer
qu’elle est vérifiée sur les éléments de la forme 2" ®@r®@m pour tout n € Net tout r € R,m € M.
On raisonne donc par récurrence sur n € N*,

* Pour n =1, on a
(PR @ 1)1 ®@T1Mm)(T®1)(z@r®@m)
= (pru @1 (1@ 11)(c(r) @z @m+§(r) @ 1®@m)
=(prm @) (o(r)@¢(m) @z +o(r)@zm@1+6(r)@me1)
=o(r).o(m)@x+o(r).(z.m)@1+0(r)mel
=r..0(m) @z + (o(r)x+46(r)).me1
=¢(rm)@z+rrme 1
= Tpm(z ® (r.m))
=TeMm(1 ® pruv)(z @1 @m).
* Soit n > 1 et supposons donc que pour tout [ < n, on a
(pru @)1 @) (TR 1) (' @re@m) =111 ® pru)(@ @r@m).
D’une part,
(PR @ 1)(1@71Mm)(T®1)(2" @r®@m)
= (prn @ D1 @) (T®@1)(mp 10 1) (2" @ 2! @ r @ m) (pour k,1 < n)
= (@)1 @7u)(1mp)(T211) (17 1)(v* @' @r@m) (dapres (2.3))
=(pry @ N1@1@mp) 1y )(1elempy)(rele)(lere1)(v" @2’ @rem)
(d’apres la condition (5.1))

D’autre part,

T (1 ® proar)(z" @ r @ m)

=1eu(1® pray)(mpR1@1)(2* @' @ r @ m) (pour k,l <n)

=mau(mp®R®1)(1R1® pR,M)(xk @z @r®m)

=(1@mp)(au @)1 mu)(101®ppym)(r* @2 @r@m) (dapres 5.1)

=(1@mp) (e @)1 Q@ pry @110yl Te1)(2"@2'@r@m)
(par hypothese de récurrence sur 1)

(1@mp)(pru@1@ )1y ) (Tela1)

(1e1@my)(lere1)(r* @' @r@m) (par hypothese de récurrence sur k)

Comme (1 ®@ mp)(pryv @1 ®1) = (prpy ® 1)(1 ® 1 ® mp), on retrouve bien 1'égalité
souhaitée. Ainsi, 75 )s vérifie la condition (5.2) et elle satisfait la relation (5.1) par construction,
M est bien compatible avec 7.
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6.2 Résolutions tordues pour une extension de Ore

Soit P, (M) une résolution projective de M comme A-module a gauche :

(P.(M)) : ce =B (M) I Py(M) A M —— 0

Notre prochaine étape dans la construction consiste a prendre cette résolution et a montrer
qu’elle est compatible avec 7. Pour cela, nous construisons une autre résolution projective de
M en utilisant la résolution P,(M) ci-dessus

(PE(M)): o = (M)~ PI(M) A M 0

en utilisant 'action de module a.,m = o(a).m et en posant P? (M) = (P;(M))? pour chaque
1. Ensuite, par le théoreme de comparaison, il existe un morphisme de chaines de R-module de
P,(M) a PZ(M) qui est un relevement de 'identité de M. On peut voir ce morphisme comme
une application k-linéaire de chaines

e : Po(M) — Pa(M) (6.1)

et notons que o;(r.z) = o(r).0;(z) pour tout i > 0,r € R, et z € P,(M).

Avant de construire notre morphisme de chaines 75 ,, nous devons d’abord définir une
action de R[z;o,0]-module a gauche sur les R-modules projectifs Py(M). Nous commengons
donc par les deux lemmes suivants : le premier lemme nous donne une méthode pour étendre
'action de R-module & une action de R[z; 0, d]-module et le seconde lemme nous donne ’exis-
tence du morphisme de chaines d, dont nous avons besoin pour définir 75,. On va supposer
aussi que pour chaque i, o; est bijectif.

Lemme 6.1.
Soit P un R-module projectif. Il existe une structure de R|x; o, d]-module sur P qui étend
l'action de R.

Démonstration.
On commence d’abord par prendre P comme le R-module libre R. On définit aussi une
action de R[z ;o,d]-module en faisant agir x sur R par x.a = §(a) pour tout a € A= R. On a

(xr).r’ =z.(ro') = x.(rr") = 6(rr')
=0(r)r' + o(r)é(r')
=0(r)r' + o(r)

pour tous r,r’ dans R.

Ensuite, si P est un R-module libre arbitraire alors P = R®! pour un ensemble d’indices
I et ainsi on laisse x agir sur chaque copie de la maniere indiquée ci-dessus. Aussi, puisque x
agit dans chaque copie il est trivial de montrer que xr agit comme o(r)x+0(r) sur P pour tout
r € R. Donc tout R-module libre P a aussi une structure de R[x;o,d]-module qui prolonge
I’action de R.

Finalement, en général, si P est un module projectif quelconque, il existe un R-module
N tel que P& N = F ou F est un R-module libre. Soit ¢ : P — F et m : F — P des
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morphismes de R-modules tels que mi = 1p. Définissons x.p = w(z.i(p)) pour tout p € P, ou
I'action de x sur i(p) est donnée précédemment comme celle d'un module libre. On a donc

xr.p = z.(r.p) = w(z.i(r.p))
= m(z.(ri(p)))
= 7 ((xr).i(p))
=m((o(r)z+4(r)).i(p)) (d’apres le cas d’'un module libre)
= (o(r)x+4(r)).p
-

)
Ainsi, P est bien un R[z; 0, d]-module. O

Soit f : M — M Dapplication donnée par 'action de z sur le R[z; 0, d]-module M.

Lemme 6.2.
Il existe une application k-linéaire de chaines 0y : Po(M) — PZ(M) qui est un relévement
de f: M — M tel que pour touti > 0,0;(rz) = o(r)d;(2)+d(r)z pour toutr € R et z € P;(M).

Démonstration.
On raisonne par récurrence sur 7 € N.

e Sii =0, soit &, l'action de x sur Py(M) définie comme dans le lemme (6.1), c’est-a-dire
dp(z) = x.z pour tout z € Py(M). On a donc

oo(rz) = x.(rz) = (zr).2

= (o(r)z +4(r).2

= o(r)dy(2) +6(r)z

pour r € Ret z € Py(M).

Considérons maintenant I'application pudy — fu : Po(M) — M?, on peut voir aussi
que c’est un morphisme de R-module. En effet :

C’est clair que pdj, — fu est un morphisme d’espaces vectoriels, ensuite,

(udy — fu)(rz) = pdy(rz) — (fr)(r.2) = p(a.(r.2)) — z.(u(r.2))
= p(xr.z) —x.(r.u(z))
= (o (r)z +6(r).z) = (o(r)z +6(r)).u(z)
= o).z + 6(r).) — o (r)z.u(z) — 8(r).pu(2)
= (1) i(-2) + 6()-1(2) — o (r)-(-p(2)) — 6(5)-a(2)
=r. u(r.2) — ro(r.u(z))
— o (W8})(2) = o (f10)(2)
= 1.0 (udy — f11)(2)

pour tous r € R et z € Py(M). Comme Py(M) est projectif, u étant surjective il existe
donc un morphisme de R-modules &) : Po(M) — F§ (M) tel que udy — fu = pdg.

Fo(M)
5" /////
/,0/ - udp—fp
-
Py(M)° £ > M7 > 0
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Posons dy = §) — ¢;. On a bien

pdo = p(dy — dg)
= u(d) — n(dg)
= fu

Ainsi, gy est bien un relevement de f, et on a aussi :

do(rz) = (6 — 0)(rz)
= 0y(rz) — &, (rz)
= 0(r)dy(z) +6(r)z — o(r)dy(2)
= 0(r)(d(z) — 05 (2)) +6(r)z
=0o(r)do(z) + 6(r)z

pour tout r € R et z € Py(M).
Soit ¢ > 0, supposons qu’il existe une application k-linéaire 6; : P;(M) — P;(M)
telle que 0,(rz) = o(r)d;(2) + 0(r)z et d;0; = 0,_1d; pour tout j avec 0 < j < i, et
re€ R, ze P(M).

Comme avant, on définit application o) : P;(M) — P;(M) 'action de z sur P;(M)
donnée par le lemme 6.1. Donc

0i(rz) =x.rz = (ar).z
= (o(r)z+46(r)).z
= a(r)di(z) +6(r)z

pour tout r € R et z € Pi(M).
Considérons ensuite 'application

d15; — 5i—1di : R(M) — Pf(M)
On vérifie de méme que cette application est bien un morphisme de R-modules :

d;6; — 0;_1d;(rz) = d;0i(rz) — d;—1(rd;(2))
= di(o(r)6i(2) +(r)z) — 61 (0 (r)di(2)) — 0(r)d;(2)
(par hypothese de récurrence)
r)di(57(2)) + 6(r)di(2) — o (r)di—1(di(2)) — d(r)d;(=)
r)di(97(2)) — o(r)di-1(di(2))
= 1.(d;0; — 0;_1d;)(2)

= 0'(
= O’(
pour tout r € R et z € P;(M). Par hypothese de récurrence, §;_; est un morphisme de

chaines, on a

difl(didl{ — 0;—1d;) = dzeldz‘f% — di—10;—1d;
= —0;_od;_1d;
= 0.
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Donc Im(d;8; —6;-1d;) C Ker(d;—1) = Im (d;). Comme P;(M) est un R-module projectif,
il existe un morphisme ¢ : P,(M) — P?7(M) tel que d;0} — 6;_1d; = d;0!. Posons
0; = 0, — &/, par construction, ¢; est bien k-linéaire et

d;6; = di(5, — &)
= ;6 — d;8!
= ;6] — (i8] — §i_1d;)
= 0;—1d;.

D’ou d, est bien une application k-linéaire de chaines. Enfin, pour tout r € R et z €
(M) -

Lemme 6.3.

Soit o4 le morphisme de chaines défini en (6.1) tels que, pour tout i > 0, les o; soient
bijectifs, et soit 6 le morphisme de chaines construit dans le lemme 6.2. Alors la résolution
P,(M) est compatible avec T.

Démonstration.
On définit une application k-linéaire 75,; : B ® Pi(M) — P,(M) ® B de la maniére
sulvante :

5, (1®2)=2®1
Ti(r®z2)=0i(2) @x+ di(2) ® 1
pour tout z € P;(M). On étend ensuite 'application en imposant qu’elle satisfasse a la relation

(5.1) comme avant pour obtenir 75,(z" ® z) et on vérifie que 75, satisfait la condition (5.2).
Pour cela, on raisonne par récurrence sur n € N*, pour tout r € R et z € P;(M), on a :

o Pour n = 1, d’une part,

T5:/(1® pri)(z@r® z) = 1p,i(r @ rz)
=0;(rz) @z +6;(rz) ® 1
=o0(r)o(2) @+ 0;(r)di(z) @ 1+ 6(r)z @ 1.

D’autre part,

(pri®@)(1l@m)(T@1)(z@1r® 2)
=(pri®1)(1@78)(c(rNRrzR2+40r) 01K 2)
= (pra @ 1)(0(r) @ oi(2) @2 +0(r) ®0i(2) @1+ 6(r) ® 2@ 1)
=o(roi(z) @z +0(r)d(z) @14+ §(r)z® 1).

¢ Soit n > 1 tel que pour tout 1 < k <n, on a
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(1@ pri) (" @r®@2) = (pri @ 1)1 @ 75,) (T @ 1) (2" @1 @ 2)
un raisonnement similaire a la démonstration dans la section 6.1 montre que
TBi(1 ® pri) (2" @1r®2) = (pri @ 1)(1 @ 78,;)(T® 1) (2" @ 1 ® 2)

pour tout n € N*.

Comme o; est bijectif, posons maintenant

T Pi(M)® B — B® P,(M)
z@r—— r @0, (2) = 1®6(0;(2)).

On a
750 Tip(2 @) = 1p,(z ® 07 ' (2) — 1 ® §;(0; ' (2)))
=2@7+6(0;1(2)®@1 -0, (2) ®1
=zQx.
et

TipoTpi(x ®2) =7,5(0;(2) @2+ d;(2) ®1)
=r®z—1®06(z)+1®4(2)
=T z.

En utilisant les conditions de compatibilité, on a donc 7, 5 0 7p,;(2™ ® 2) = 2™ ® z et Tp; ©
Ti5(z ®a™) = z @ a™, pour tous z € P;(M) et m € N. Ainsi, 75, est bien une application
k-linéaire bijective d’inverse 7; g et pour chaque i > 0, P;(M) est compatible avec 7 via 75,
ce qui acheve la preuve. O

Nous avons donc montré que : étant donné un R|x; o, ]-module M tel que M = M? et
une résolution projective P,(M) de M comme R-module a gauche, nous pouvons construire
des applications 7p s, Tp.e tels que M et Py(M) soient compatibles avec 7. Nous construisons
maintenant une résolution projective de M comme R[z;o,d]-module en prenant le produit
tordu de deux résolutions : la résolution projective Po(M) de M comme R-module et la
résolution de Koszul de & comme B-module avec B = k[x],

(P.(B)) 0 — klz] —%— ko] — k

e}

~

ou €(z) = 0.

Théoreme 6.4.

Soit Rlx ;0,08] une extension de Ore. Soit M un Rz ;0,d]-module pour lequel M = M
comme R-modules. Considérons une résolution projective Po(M) de M comme R-module et
supposons que chaque application o; : Pi(M) — P;(M) de (6.1) est bijective. Pour chaque
1 > 0, posons

Yio=Yi1=P(M)®k[z] et Y; ; =0 pour tout j > 1

comme dans le lemme 5.8. Alors Y, est une résolution projective de M en tant que Rz ;o,0]
-module.
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Démonstration.

On a déja vu que M et Py(M) sont compatibles avec 7 d’apres la section 6.1 et le lemme
6.3, le complexe --- — Y] — Yy — M — 0 est une suite exacte de R[z ;o,d]-modules d’apres
le lemme 5.7. On vérifie directement que Y; ; est un module projectif : pour chaque ¢ > 0 et
J=0,1,

Yij & Rlx 50,0l @ Pi(M). (6.2)

En effet : d’abord, on remarque que k[z] ® P;(M) est un (k[z] ®,-1 R) = (B®,_, A)-module &
gauche. k[z] est bien un B-module qui est compatible avec 77! via 771, De plus, on sait que
P;(M) est un A-module a gauche qui est compatible avec 7 via 75, donc :

TBﬂ‘(mB@l):(1®77”LB)(TBZ®1)( )
& mpel)=n1@mg)(15; ® 1)(1 @ 785,)
Smpe 1) (1@ 7p) = np(l@mp) (15 ®1)
S(mp®@1)(1®7p)(1,p®1) =7 5( )

et

(P, 1@ 1@7) (1@, 1)(T®1®1) =75,(1® pa,)
1)1l mm:;01) =10 pa) (T ' ®@1x1)
& 7p(pa;01)(10107)=(1@pa) T ' @10 )(1e7so1)
S nplpai®l)=1pu)r'@lel)(lenpel)(1eler ).
Donc P;(M) est aussi compatible avec 77! via 7; g et par conséquent, k[z] ® P;(M) est bien
un (B ®,-1 A)-module sous l'action donnée par :

mp ®p£471

B®, 1 A® B B(M) —2%, Bo Bg A® P(M) B® P,(M).

l
W

[ k[z]®@, - R®g Pi(M) — klz] ® P;(M)
" RrQrrzr— 1" Qr.z

Posons,

et

g:k[r] @ P(M) — k[z] ®,-1 R®p P;(M)
"Rz 1" ® 1 ®p 2.

Notons que R ®pg P,(M) est le quotient de R ® P;(M) comme k-modules. Soit 7 : R ®
P,(M) — R ®g P;(M) la surjection canonique, par passage au quotient, il existe donc une
unique application k-linéraire pl; ; telle que ply ;o ™ = ply ; : (rappelons que A = R)
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R® P,(M) - > P,(M)

Plai
R®pg P,(M)
et on voit facilement que le diagramme suivant commute :
1 .

1Qp° -
R® R®y P,(M) ——2— R® PB(M)

mpr®1

R®g Pz(M)

On remarque maintenant que f = 1® pY,; et donc f est un morphisme de (k[z] ®,-1 R)-
modules : soient s,7 € R, z € P;(M) et m,n € N,
F((E™ @11 8).(" @p1 7 @1 2)) = F((&7 @ror )01 (2" Br 7) @ 2)
= fmp@msa@D)(1R7T ' 1L) (" ®sR1" 1 Qf 2)
=(1@p)mpama®1)(107 '@ 1L)(2"®s®1" @ rQp 2)
14 )1oma®1)(mpR13) (107 '@ L) 2" ®s®r" @ r Qg 2)

1@ )1 @) (mp@13) (17 @ 1)(2" ®s® 1" @1 ®F 2)
1@ )mp@ L) (1o ' @l)(l;®p,)a"®s®1" @1 QF 2)
mp ® pféu)(l RTIRINE"RsR2" R1.2)
= (2™ ;-1 8).f(z" ®@7.2).

= (
= (
= (
= (

On voit aussi que
go f(a" ®,-1r®rz) =g(x" ®@r.2)
=2"QR1rQrr.2
=2"®RrQ®gz
et
fog($n®2) = f(il?n@ 1R ®RZ)
=2"® z.
Or R ®, k[z] = k[z] ®,-1 R, on en déduit ainsi que f est un isomorphisme de (R ®, k[z])-

modules d’inverse g.
Ensuite, on voit aussi que pour tout z > 0,

1B, : k[z]@P;(M) — P;(M) ® k[x]
Tz 0i(2) @+ 4(2) ®1
1z—2®1

est bien un morphisme de (R ®, k[z]) = (A ®, B)-modules car le diagramme ci-dessous
commute comme P;(M) est compatible avec 7 :
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A®, B® B® Py(M)

» AR, B® P,(M)® B

1@mpe1 (S) 175,01

A®B<§R-(M) A®B(M§®B®B
gl e La@mp

B®A<§>R~(M) A®B&\4)®B
190l ; (%) ply i ®1
B®};i(]\/[) e . R-(MS@B

donc

(1@ L) (T @ (1 @mp®1) = (P, ® 1)1l @mp)(1 @75, ® 1)(12 ® 75,)

et donc

TB,; © pl(A®TB),(B®PZ-(M)) = pl(A®TB),(Pi(M)®B)(12 ® TBi)-

On a déja vu que 7, est une application k-linéaire bijective donc 75, est un isomorphisme
de (R ®, k[z])-modules. Or R[z;0,0] = R ®; k[z], c’est donc un isomorphisme de R[z ;0,d]-
modules.

Conclusion : On a finalement
R[z;0,0] @r P;(M) = R®, B®r P,(M)=B® P,(M) = P(M)® B =Y.

Posons maintenant R’ = R|x;0,d] et soit N un R'-module (qui est aussi un R-module
par restriction), pour tout i > 0,

¢ : Homp/ (R ®gr P,(M),N) — Hompg(P;(M),N)
fr=(zm f1®2))

est un isomorphisme de groupes abéliens. En effet : soient f,g € Hompg (R ®r Pi(M),N),
pour tout z € P;(M), on a :

P(f+9)2)=(f+9)(l®z2)=f
)

Donc, ® est un morphisme de groupes abéliens. Soit

U : Homp(Pi(M),N) — Homp/ (R ®g P;(M),N)
g— (u® 2z~ u.g(2))
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et pour tout g € Hompg(P;(M),N), on a :

Do VU(g)(z) =¥(9)(1®z)=g(z)
et

Wo d(f)(u®2) = ud(f)(2) = u.f(152)
— fu®z)

Ainsi, ® est bien un isomorphisme de groupes abéliens d’inverse W.

Comme P;(M) est un R-module projectif, le foncteur Hompg(P;(M), —) est exact et donc
Homp (R ®p Pi(M), —) lest aussi. Finalement, Y; ; = R[z;0,0] ®g Pi(M) = R @ P;(M) est
un R[z; 0, d]-module projectif, ce qui acheve la démonstration. n
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Chapitre 7

Résolution tordue pour une algebre de
Nichols et sa bosonisation

Soient K un corps de caractéristique p > 2 et G := (g) = Z/qZ un groupe cyclique d’ordre
q qui est divisible par p. Dans ce chapitre, nous appliquons la construction de résolutions pour
les produits tensoriels tordus, introduite dans le chapitre 5, a une algebre de Nichols R et a
sa bosonisation R#KG qui seront définies dans la Section 7.1. Cette application a été étudié
par Van C. Nguyen, Xingting Wang et Sarah Witherspoon dans I’acticle : ”Finite generation
of some cohomology rings via twisted tensor product and Anick resolutions” [6].

7.1 Algebre de Nichols de rang 2 et sa bosonisation
Proposition 7.1. Considérons

1
R :=K(z, y)/(:v”, yPyxr — xy — 5562),

Alors R est une algébre de dimension p*, dont une base est {x'y? |0 <i,j <p—1}.

Démonstration.
Montrons que B = {z'y’ | 0 < i,j < p} est une K-base de R :

* D’abord, on voit que la relation

L,
yx:xy+§x

assure que tout élément de R est une combinaison linéaire des x'y’ pour 0 <4, j < p.

* Il nous reste maintenant a voir que ces éléments sont linéairement indépendants. Pour
cela on construit une représentation concrete de R. Soit V' l'espace vectoriel de base
les e ) pour 0 < 4,7 < p — 1. Par convention, on pose ¢, ;) = 0 = e(;;) pour tous
0 <i,7 <p—1. Soient o, les éléments de Endg (V') définis par

o(etis) = ey si0 < i <p—1

et _
1 . L.
Y(€e@g) = €ij+1) + 5 €(i+1) si0 <,j<p—1L
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On a donc : 0”(e(; ;) = 0 = 7P(e(,;)) et pour tous 0 < i, 5 < p,
vooleus) =v(eir1y)
i+1

= €(i+1,j+1) T 5 €(i+2,5)>

et
0
0 0(ei) = o (e + 5e6+19)
i
= €(i41,5+1) T 5 Cli+2.4)
1
=700(euy) — 5eu+2)
1
=700(ewy) = 50 (€6s).
Les endomorphismes o, v satisfont les relations qui définissent R. Donc il existe un unique
morphisme d’algebres
¢:R— Endg(V)
Tr— 0
y=r
On vérifie maintenant que les o'y?, pour 0 < i,j < p sont des éléments linéairement
indépendants de Endg (V). Pour cela, soit \;; € k tels que > \; j0'7? = 0, donc

D Ao (e) =0
donc Z )\mai(e(o,j)) =0

donc Z )\Z-Je(i,j) =0
donc \;; =0 pour tous0 < 4,5 < p.
O

Ainsi, les éléments 'y’ sont linéairement indépendants.
Observons que R est une algebre de Nichols associée au module de Yetter-Drinfeld V' =
Kz + Ky de rang 2 sur GG, ou la G-action sur V' est donnée par

dr=x et Jy=x+y.

Soit R#KG la bosonisation de R et KG. C’est 'algébre de Hopf pointée de dimension p?q,
dont 'espace vectoriel est R ® KG, la multiplication est définie par (r#g¢)(s#h) = r(g.5)#gh

pour tous r,s € R et g,h € G; la structure de cogebre et 'antipode sont donnés par

Aly) =y 1l+yey, Alg) =g®g,

Alx)=z®1+g®x,
g(x) =0, e(y) =0, e(g) =1,
S(x) = —g ', S(y) = 97"y, S(g) =97,

ou A est le coproduit, € est la counité et S est 'antipode de R#KG.
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7.2 Résolution pour ’algebre de Nichols R

On munit K d’une structure de R-module ou de (R#KG)-module via €. On construira une
résolution libre de K comme R-module dans cette section et comme (R#KG)-module dans
la section 7.3 via les constructions de produits tensoriels tordus. On construit d’abord une
résolution libre du R-module trivial K.

Démonstration.
D’abord, on montre par récurrence sur r que

" r 0] [t] 3
yrxf — Z (t) 5 xf—i-tyr t,
t=0
pour tout r.

* Pour r = 0, c’est évident.

l+1

* Pour r = 1, ya! = 2’y + £2*! par récurrence sur /.

* Supposons que le résultat est vrai au rang r, on a

T T . T e [t] r—
y +1xZ _ y(y l‘l) — Z (t) %yzlﬂty t
t=0

4] K :L,E—i-tyr-i-l—t 4 Z (7”) 4] [t+1] xl+t+1y'r—t

t+1
—~\t 2

r [g][t] C+t, r+1—t A r [é][k] l+k, r+1—k
@7@' T ()
+1
t

_ zr: r )%?mutyrﬂ—t bty 4 %xl—i—r—l—l
t=1
_ « (7 1) mxﬁ-t -t
— t 2t
Posons ensuite,
ia:A— R et ig:B— R
A=y Y=y
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Ce sont des morphismes d’algebres injectifs. Soit
p:A®B — R
a®b—is(a).ip(b)
' ® yj — xiyj
On sait que {z'y’ | 0 < 4,7 < p— 1} est une base de R d’apres la proposition 7.1, donc ¢ est
bien un isomorphisme linéaire en envoyant une base sur une autre base. Enfin, par définition,
R est un produit tensoriel tordu d’algebres de A et B avec le twist défini par

T:B®A - R — A®DB
yr ® xf — yrxf — w—l(yrxl)'
On retrouve bien 7(y" ® z*) = 37, (}) [ﬂ#x“ty’"_t qui est une application de twist. O
Soient PA(K) et PZ(K) deux résolutions libres de K comme A-module et B-module res-

pectivement :

PAR): oo 2y g2y gm0y p o 4= K

~
=}

~
e

v

PEK): .Y B t,p¥ B Y,p_:,K

~

Considérons maintenant le complexe total
K, = Tot(PA(K) ® P?(K))

et montrons que c¢’est une résolution libre du R-module K. Pour cela, on vérifie d’abord les
conditions de compatibilités de K et PA(K). Ensuite, on montrera dans le lemme 7.5 que les
applications 7; définies ci-dessous munissent chaque P*(K) ® PP(K) = A® B d’une structure
de R-module libre.
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Pour le démontrer on a besoin du lemme suivant :

Lemme 7.4. Pour tous a,b,t € N, on a

a8 =30 ()l

Démonstration.
On montre ce lemme par récurrence sur t :

* Sit=0ett=1, cest évident.

* Supposons que le résultat est vrai au rang ¢, on a donc

la+ 0" = [a+ 0] (a+b+1)

(2) [a])'[b] [t*’“]) (a+b+1)

Il
/N
=~
11
.-

™

(Z) [a) 0] [t*k]) (a+b+k+t—k)

w
i
o

t>[ J*BEH (0 + k) +Z( > [a]M M (bt — k)

t
t
[k+1] [t k) [t+1 K]

k=0

t
[ [k] [t k+1] +Z< ) t+1fk]
) 0

l[a][kl[b][t k+1 ( ) k< ) g+ 4 [p]le+]

[a][k] [b][tkarl] + [a][tJrl} + [b}[t+1]

i
o
o

-~

+ |l
= o

Il
7~ N N N
Y ~+

~

i
—_
ol
|
—_

Mw

T

I
M(‘#
T
> +

—

I
+ 1
o ==
VRS
~
>~ +
—_
~_

-~

[CL] (k] [b] [t7k+1].
k=

Démonstration. (du lemme 7.3)
(1) 11 nous faut vérifier que 7,07, ' = lugp et 7, ' o7 = lpga.
Si i est pair :

TiOT ( ®y _Tz( <

I
-
ﬁo
N——
[a—y
~
=
—
<
.
-
2y
&
o~
*
S~—
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Pour tout £ > 1, on a :

() ()i o< 55 () e

Ainsi, 7; 0 7'[1 = lagp. De méme on a aussi T{l o1, = lpga.
Si ¢ est impair, on a

d 1
T,i_loTZ‘(yr®ij) :7-1‘_1< (T)E[g_‘_l}[t}xﬁ—&-t@yr—t)
t=0 t
r r—t
™\ [r—1t\(-1)
_ / 1[t 0+t [s] l+t+s r—t—s
tzos:()(s)%u]wﬂ &y

r r r—t ( 1) . N
( (t) ( S ) Qt+s [E 1] g [f t+ 1][ ]> xf—O—k < y k
k=0 \s+t=Fk —+

r k k—t
0ot r\ (r—t\(=1) 6\ ok o r—k
= ?+1 .
xRy + (tgzo (t)(k:—t) o [0+ 1] TRy

Pour tout £ > 0, on a

> (1) () oo V“[’”i(g)(r—t) ettt g
k

t=0 t=

_[€+1[k](;)z() Ptttk @ gk

t=0

=0.

Donc, Ti_l oT; = lpga. De méme, on a aussi 7; o 7'[1 = lagp. Dol 7; est bien bijective.
(2) Vérifions maintenant que 7; satisfait les conditions (7.1) et (7.2) : d’abord, remarquons

63



que si ¢ est pair alors les deux conditions sont bien vérifiées comme 7 est un twist. Si ¢ est
impair, on a d’une part,

Ti(mp @ DY @y @ 1') = 1(y" T2 @ 2b)

r1+r2
1
t=0

D’autre part,
(1emp)(no1)(1en) (Y @y xb)

=L (o) 1
—tomnme (o3 (7) g+ 1Mt ey t)
k=0

re T 1
= (em)(>D (Cj) (2) el B[ b o 1]l gy gyt

0
T2 1
ro\ (r1) 1 . ) o
- ZZ k:) (S) 2’€+s[‘gjL NE[e 4k + 1))ttt g yrimstra=h
k=0 s=0
ri+r2 - " .
= Z [ Z (k) (S>W[€ + 1][k}[£-|— k+ 1][S]i|xé+t @ gt
t=0  s+k=t
ri1+r2 t , . .
: 1 N ritro—
— Z (/f)(t—k)§[€+1][k][€+k+1][t k]}xz‘”@y oot
t=0 k=0
Or,
k—1 s—1
C+ P+ k1 =Tl +1+0) Tl +k+147)
=0 j=0
kol s+k—1
=[Jee+1+0. J] ¢+i+1)
=0 i=k
s+k—1

I
—
=
+
+
=

On vérifie ensuite que ZZ:O (”’3) (:k) = (’”2”1) par récurrence sur r;. Par convention, (Z) =0
sik<0ouk>n,

* Siry =0, c’est évident.

9 T9 . T2 + 1
<t> + <t B 1) = ( ; ) (formule de Pascal)

* Supposons que le résultat est vrai au rang r; > 1. On a

* Sirp=1,o0na
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T1+T2+1 - L+ T2 n r1 4Ty
t o\t t—1

Ainsi,
(1@mp)(n @) (1R 7) (Y @y @)

et donc la condition (7.1) est bien vérifiée.

t—1
22) (t ilk) + £ (;2) (t B ;1_ 1) (hypothese de récurrence)

T 2 1
= Z <7”1 —; 7“2) 5[5 4 1][t]x£+t ® yrﬁm*t

t=0

On vérifie maintenant la condition (7.2) : d’abord,

Ti(l & mA)(yr ® .Z'Zl ® xéz) — Ti(yr ® xéle)

L\ 1
- (t) 5[51 + 0y 4 1)zttt @ r=t
=0
Ensuite,
=ma®l)(lemn < (;) [k] ftk o Yy kg :B@)
k=0

?r

T r— r k
mA®1<kO (k)< 8 >2k+8

SIZ G0

Il
o

-[4]M 6

t=0

)
“ 5 () () s

Pour t fixé, on a alors que
t

[51]%] [y + 1] itk @ glts @ y’“—k—s>
i 1}[4] POttt g et

[t_k]} x11+€2+t ® yr—t‘

=0

B}
-(2)
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k=0

i Q) (Z—:> (81 + 1178 =) 7;( k)!wl][’“}[ﬁzﬂ}“*’ﬂ

t
( )el J#1ey + 1]H
=0

(01 + £y + 11 (dapres le lemme 7.4).



Ainsi, la condition (7.2) est bien vérifiée.
(3) On regarde le diagramme suivant :

90 B A 2 B4 1%  BoA % Bok-— 30

T2 T1 TO =T

IR

2P~1.®1
e

L% L A®B AoB —=2 v A9B —2 s koB —— 0.

e Si ¢ est pair alors 7 + 1 est impair, on a donc
r(lez)(y @) =7y ”1)

- 1

et

r

(z.@ Drip(y @2 = (2. ® 1)( 1 <Z> €+ 1][t]x2+t 2 yr—t>

2t
t=
_Zzt( ) e+ ey

e Si i est impair alors 7 4+ 1 est pair, on a donc

(1@ )y @a') = n(y @27

— 07 si/ > 1
TS, () e @yt sif=0.
)0, sif>1
T 2P ey sil=0.

(les termes dans la somme sont nuls, sauf lorsque ¢ = 0)

et

r

(@ @Dy @) = (@ @ 1)(2 21t ( >[é]m et t)

=0
|0, sid>1
T 2P teyn sil=0.

Finalement, le diagramme ci-dessus est bien commutatif donc 7, est un morphisme de
chaines qui est un relevement de 7. Ce qui acheve la preuve. n

Lemme 7.5. L’espace vectoriel PA(K) @ PP(K) = A® B est un (A ®, B)-module libre de
rang 1, engendré par 1 ® 1.
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Démonstration.
Soit ¢ : A®, B — A® B = PA(K) ® PP(K) définie par :

l N ey si 7 est pair
o(z ®y)—{ S 0()t' 2t @yt siiest impair.

Alors ¢ est un morphisme de (A ®, B)-modules. En effet, remarquons que
ey =(@el)(1ay)
pour tous a,b € N. D’abord, on a
e((z@1).(z'®y")) = ez @ y")

e ey si ¢ est pair
>imo ()3 Bl @yt i est impair,

et

2t @y") si 4 est pair
Et o () Ex @y t) sidest impair
{ ZH ® y si ¢ est pair
90

(z®1).¢

)L+t @yt i i est impai
Zt o ( Ry si i est impair.

®1)( ‘ey).

Ensuite, comme 7(y ® 2) = 2* @ y + gx“l ® 1, si ¢ est pair alors

Qoy)e @y)=010y).(z' ey

14
— x@ ® yr+1 + §x€+1 ® yr’

et

l
<P((1 ® y).(q;f ® yr)) — 90(1:5 2y 4 51:”1 2y
l
= 'TZ & yr+1 + §LE‘€+1 X yr
= (1@y).pE' ®y").

Si ¢ est impair alors

g T
Exéﬂ Ry )

+
r—+ 1 €+t r—t+1 gt O+14+¢ r—t
S (g e a3 () g e

t=0

90((1 ®y).(z'® yr)) — (p(xf ®y !+
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(T) t_!(xut @y 4 (+t+ 1x€+t+1 ®y")

r\t! P @ gt - t' E‘Ft"‘ 1) L gt

> ()5 3 (; oy
PN e et Ll LT gt NE+D! e
(}) 5o +z g ey +zt T

r\t! tt g Y t+1 Ll r—t r o 41

t=1
1
+ $l ® yr+1 + (T2j+1> xé-i—r-&-l ®1
~(rH Nt L n Lt L g ot 1, Dy
D G T S ) e ]
=1
r+1

TNt e Ot p o
( . )Qt @y +§Z s ey
0

=p((l@y).' ®y").

Donc ¢ est un morphisme de (A ®, B)-modules.

Posons ¢! : A® B — A®, B définie par

—1/. n )Ty si ¢ est pair
4 (x®y)_{x @y"— Ltz @yt siiest impair.

x Si i est pair, c’est clair que p o ™! =id = ¢! o . Donc @ est bijective.

* Si i est impair, alors

Qo Sofl(xé ® yr) _ QD(I’E ® yr . :L.eJrl ® yrfl)

7! r! t—1)!
:x€®yr+2|: . }( )x€+k®y7‘—k
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Ainsi, ¢ est bien bijective et donc un isomorphisme de (A ®, B)-modules. Le complexe
K, est donc une résolution libre de K comme (A ®, B)-module. Pour chaque i, j > 0, notons
¢i; = 1®1 le générateur de P/{(K) ® PP(K) comme A®, B-module. Alors comme R-module
on a:

K,= P PK e PPK) = P Reiy

i+j=n i+j=n
m

Remarque 7.6. D’apres la formule de ¢!, en particulier, on a

_ 1®y si 7 est pair
1 _
1oy = { 1®y" —4x®1 siiestimpair.
_ _ 1@yr? si ¢ est pair
1 p—1 _
1@y { 1@yP '+ 2z ®yP? siiest impair.
et pour tout 7,
ezl =231
e Pt el) =2t @1

Rappelons que les différentielles de ce complexe total sont les d, = >, ti=n (di Q1+

(1)1 ® d;). Comme PA(K) ® PP(K) est un A ®, B-module libre de générateur ¢;; (il est
libre de rang 1), on peut écrire I'image de ¢; ; sous les différentielles via I'action de A ®, B
sur ¢; ;, utilisant le ¢~ défini précédemment. On a donc :

d=¢ o (Y dil+(-1)@d)og
itj=n
et
d(dij) = ¢ o (i@ 14 (=1)' @ d;) o ().
o Si i, sont pairs : ¢ est identité, donc d(¢; ;) = 2P 11 ; + yP i 1.
© Si,j sont impairs :

d(¢ij) = o (@i — yPij—1)
1
= $¢i—1,j - (?J - §$)¢i,j—1-

© Si 7 est pair et j est impair :
d(¢ig) = 0" (2" i1y + ydij-1)
= 2" i1y + ydijor
© Si ¢ est impair et j est pair :
d(¢ij) =" (ﬂﬁz’—l,j - ?/p_1¢i,j—1)
= x¢i1;— (W — %xyp_Q)Cbi,j—l-

Conclusion : on obtient finalement,

P+ yP si i, sont pairs
d(6i ) = P+ ydiia si 7 est pair et j est impair
e zgi1;— (yP 1+ %myp*2)¢i7j_1 si 4 est impair et j est pair
rdi1j— (y — 33)¢ij1 si i et j sont impairs.
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7.3 Résolution pour la bosonisation R#KG

7.3.1 L’action de G sur la résolution pour R

Nous reprenons K comme un corps de caractéristique p > 2 et R, G comme décrits dans
la section 7.2. Pour le groupe G' = (g) = Z/qZ, ou q est divisible par p, nous définissons
une action de G sur le complexe K, construit dans la section 7.2, dans le but de former une
résolution du produit tensoriel tordu de K, avec une résolution de K en tant que KG-module.
L’action du groupe nous donnera une application de twist sous laquelle R#KG peut étre
considéré comme un produit tensoriel tordu de R et KG, et nous permettra de former une
résolution Y, du (R#KG)-module trivial K.

Soit R = A ®, B le produit tensoriel tordu avec A := Klz]/(z?), B := Kly|/(y") et
7T: B® A — A® B défini précédemment.

Lemme 7.7. L’algebre

A= K(w,y)/(m”, Yy, yxr — xy — %I‘Q)

est integre.

Démonstration.
Posons ¢ : K[z] — K|x] I'application K-linéaire définie par

(S([I)K) _ &L,Z-l—l
pour tout £ € N. On a, pour tous ,m € N :
5(x£xm) _ 5(x€+m) — (f + m)$€+m+1

et
2'6(x™) + 0(a") 2™ = mata™ T + L™ = (0 4+ m)zt T

Donc § est une dérivation en prolongeant par K-linéarité.
On obtient donc une extension de Ore Klz][y,id,d] qui est un K[z]-module libre de base
{y" | n € N} et le produit vérifie : yx = zy + 2°.

Posons ensuite

¢o:A=K{a,b|ba—ab—a?) — K[|y, id, ]
a —
b — y

I'unique morphisme d’algebres obtenu par la propriété universelle. On sait que K[z|[y, id, J]
est le K[z]-module libre de base {y™ | n € N} donc {z‘y" | ¢ € N,n € N} est une K-base.

On voit facilement que les a‘b”,¢ € N,n € N engendrent A comme K-espace vectoriel. De
plus, {a’b", ¢ € N,n € N} est libre donc {a‘d",¢ € N,n € N} aussi. Ainsi, {a‘b",¢ € N,n € N}
est une K-base de A. Donc ¢ est un isomorphisme en envoyant une base sur une autre base.
Finalement, K[z| est integre par [[5], Corollaire 1.7.4(b)], donc A est integre. O
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Dans notre contexte ou p > 2 et la relation yr = xy + %x2 dans R, on travaillera dans
lalgebre A = K(z, y) / <xp L YP yr —xy — %x2> qui est integre. On a alors les lemmes suivantes

dans A donc dans R (ici, on enléve le symbole tensoriel ® et on écrive zy a la place de z ® y
dans R) :

Lemme 7.8. (1) Pour tout { €N, on a ya* = 2y + Lz

(2) Pourtout {,r €N, on ay'z* =37, (’ )[42]:] gl

n __ A+ i n—i
(3) Pour toutn € N, on a (x +y)" =Y 1, (Z)(Q—Z):c Yyl
Démonstration.
1. Montrons que yz‘ = 2y + 3 L%+1 par récurrence sur £

* Sif =0, c’est trivial. Si f = 1 on retrouve bien la relation dans R.

* Supposons que le résultat est vrai au rang ¢, on a maintenant

12
yr' = yate = (fy + o

l+1
57 )

x (par hypothese de récurrence)

14
= ztyx + 51:”2

1 l
_ Loy b o
—x(xy+2a: )+2:c
(+1
Lxuz.

/+1
= -

Donc on obtient bien le résultat par le principe de récurrence.

: ol T T m O+i, r—i 4 .
2. On montre maintenant que y - = Ei:o (1) 5 r Yy par recurrence sur r :

*x Pour r = 0, ¢’est évident. Pour r = 1, on retrouve bien la relation (1).

* Supposons que le résultat est vrai au rang r pour tout £ € N. On a

" (r [] ) )
yr+1 l y(y T ) y(z (Z) &l-brzyrfl) (par HDR)

22
=0

(xﬁ—&-iy + Mx€+i+l)yr—i (par (1)>

i r+1 ;
[é]l[] Z+z r— z+1+z( ) } £+zyr i+1
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_ Z [é][ Z-I—z r—it+1 + 2l + [E][TH] eyt

Yy 2T‘+1
7'+1 i
_Z< )[é][ Z-I—z r— z+1
)

D’ou le résultat.
3. Montrons aussi que (z +y)" = > (" )(’H) x'y"~" par récurrence sur n :
* Sin=0etn=1,cest trivial.

* Supposons que le résultat est vrai au rang n, on a

(z+ ?J)nH (z+y)(z+y)" =(r+y) ( Z (TZ) va’y”_’) (par HDR)

; 2
=0
n .
n o
_Z n z+1 n— z+§ :(ZL) (Z—; )yxzyn—z

=0

)
n) H‘l z+1nz+z()z+1 xy+%xi+1)yn_i (par (1))
)

n

7

1)! 2 n . )
n Z+ Z+ 1+1nz+2(>(7’—;)xzyn—z+l

MSM

=0

n z+1 2—1—1 .
) z n —i+1 _'_Z( ) ) zyn i+1
n1) ( )] (i+1)! U ) pigneint (n+2)'xn+1+yn+1

21 2n+2

Il
~ o

@
Il
—

(
>
¢
> (.
> |

I
M:

1

-
Il
—

NGE+D! o (+2) 4
) > 22 mzyn 7 + 2n+2 ’I’L +yn

~.
Il

Il
N b
VRS
3
= +

N\ G@+n .
(Tl + > (7’ + ) mzyn—z—i-l.
7

2
=0

Ainsi, on obtient bien le résultat désiré par le principe de récurrence. O
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Démonstration.

(a) On a :
(@ +y)P =y sl +y)P -y
—1 . —2 .
_p p_l (Z_'_l) i, p—1—i p—1 1 \ p_2 (Z_'_l) p—2—1 p—2
= , . Yyt s : . Y Y
, 7 2 2 7 2
=0 =0
p—1 p—2 .
_ p_l (Z_'_l)‘ip—l—z 1 [ p_2 (Z+1) i, p—2 7,:|
_22;(@) 2 Y +2x; i) Y
p—1 . p—2 .
- p—1\(+1)! i p—1—i p—2\(+1)! i+l p—2—i
_ZZ:;< 1 ) 21 Ty +Zz: ; 2i+1x Y
-2
:p b—- 1 (Z+2>' z+1p2z+z z+1p22
- i+ 1 T il o 21+1
p—2
. —2 p—= 1 <Z+2 Z+ 1 z 2—1
=z | =y +Z [(2'+1) 9i+1 T il v
i=1
p—2 .
_ P2 (p—1>'<Z+2) (p 2 Z+1):| i, p—2—1i
T\ +; [(p—i—2)'2’+1 2=t
Z+2) (P=2i+p—1) ; h oy
(e DB sy ean(®) = p
_ P i, p—2—i
=z +Z _2_2'21+1xy )
) 1 . .
— P 2+Z 22+1 (Z+ )):L,zyp22>
p—2
l Z+ ) VA (A
=7 +Z H 9i+1 xpr >
=1
= T
(b) On a
p—2 LG+ .
(r+yla=(@+y) (-9 2+ Z(—l)”lwxzy’”‘z)
i=1
(i +1)! . p—2 1)
_ p 2+Z z+1 ST xl—&-lyp—Q—z_yp 1+Z(_1)z+1 ST yxzyp—Q—z
=1
(i+1)! Y (5 ) | DA
_ p 2+Z z+1 22+1 1+1yp72 i yp 1+ ( 1)z+1 ST (mzy_'_ﬁlerl)yprfz
=1
)
_ p 2+Z z+1 Z+ (Z+2 'L+1 p 2— 1+Z Z+1 Z+1) xzypfifl_ypfl
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(142 o LG+ _
p2+z z—|—1 )xz—&—lpr Z+Z(_1)z+1< )xzypz l_yp 1

2i+2 2i+1
i=1
p 2 z p—1—1 — i+1 (Z + 1)' i, p—i—1 p—1
- Z 2z+1 Y T Z(_1> oir1 LY -y
=1
1
- —xyp_2 + §xyp_2 _ yp—l
1
— Pl Zp 2
) 25’33/

(c) D’abord on a,

@+ ((@+y) ' =y ) =@+y)P —ay ' =y

P .
Z p\( @+, _
- (2)( Qi)xyp —a =y

=0

Ensuite,

(x 4+ y)ax = (—yp_l —

< -2
p—1 [1][2} 144, p—1—i 1 \ p—2 [1][2] 144, p—2—i
- ;( g ) 2" 296[10 ‘ 2" Y |
p—1 . p—2
. p— 1)1 144 p—1—i p—2\ i 241, p—2—i
- (g =X () g
=0 =0
p—1 . p—1
_ p—1 Z—!a:Hiyp*l*Z— p—2\(—1) 1+Zp12}
— 1 2 —\t— 1 2

Ainsi, (z + y)az = (z+y)((z + y)P ' — y?!) dans K(z,y)/(yz — zy — 32%) qui est integre.

Donc az = (x +y)P~' — yP~! dans R.
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(d) D’une part,

1 _ 1 1 S
(z+y)aly —52) = (v = 529" )y — 52) (d’apres (b))
1 1
= _yp — 5ajyp_l — 5( _ yp_l _ Exyp_2)x
1 1
=—yP — §xyp_1 + Exyp_l (d’apres la preuve de (c))
g —yp_

D’autre part,
—(z+y)(z+y)P ' =—(z+y)

p .
n.o_.
_ Z <p> (4 "’2‘ ) x'yP™  (d’apres le lemme 7.8)
7 (]
=0

:—yp'

Ainsi, (z 4+ y)a(y — iz) = —(z + y)(z + y)P* dans K(z,y)/(yz — zy — 32%) qui est integre

d’'ott a(y — 32) = —(x +y)P~ !, ce qui acheve la preuve.

]
Rappelons que G = (g) = Z/qZ agit sur V = Ka + Ky par
dr=x et Yy=x+y.

G agit ensuite sur R en étendant en une action par automorphismes. Par exemple,

Yxy) = (Pz)(%y) = =(z +y).
On définit maintenant une action de G sur le complexe K, : d’abord on pose
bi si ¢ est impair
Y9, ;=4 Gij+ Giy1j-1 sl est pair et j est impair
Gij + apir1 -1 siiet j sont pairs.
Ensuite, on prolonge cette action en une action par automorphismes :
gs¢m. = g(g e (g(bm,))

et
T (rig) = )" diy)
pour r € Ret 0 < s < g. Vérifions que
. Gi si ¢ est impair
Ty =4 Gij+ SOip1j-1 si i est pair et j est impair

i+ ( 09 )iy o1 siiet jsont pairs.

par récurrence sur S :
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* Si i est pair :
Tig=2(7(%15)) = iy

* Si ¢ est pair et 7 est impair : pour s = 2, on a

Phi;=2("61,)
= 9(ij + Pit1,j-1)
= ¢;; + Pir1,j-1 + Pit1,-1 (car i+ 1 est impair)
= Qij + 20iy1,5-1-

Supposons que 98_1@4 = ¢ij+ (s —1)pit1-1, 0n a

gs¢, C— 9(95*1¢, )

1,] 1,]
=i + (s —1)¢iy15-1) (par HDR)
= ¢i; + Gir1j-1+ (5 — 1)@iy1j-1 (car i est pair et j est impair)
= ¢i,j + S¢i+l,jfl-

* Si i et j sont pairs : Pour s = 1, ¢’est évident. Pour s = 2,

iy =",
=i + adit15-1)
= ¢ij+ adip1 -1+ (o) (Tdiy1-1)
= ¢+ apit1-1+ (Ya)piy1 ;-1 (car ¢ + 1 est impair)
= ¢ij(a+9a)pip1j-1.

Supposons que le résultat est vrai au rang s, on a maintenant,

s+1 s
T iy =" biy)

s—1
=9(¢h; + ( gta)¢i+1,j—1)
=0
s—1

= ¢ij + aQiy1j-1 + (Zg
=0

= gzﬁz-,j + Oéqu_Lj_l + (thOJ) ¢i+1,j—1

t=1

t+1

a)(Y¢it1,j-1)

S

= ¢ij+ (th@é) Pit1,-1-
=0

Ainsi, on obtient bien le résultat désiré. De plus, on a aussi pour tout 1 < s < g,

Gi;j si ¢ est impair
gfsﬁbz',j = Gij — S¢¢+1,j_17t si ¢ est pair et j est impair
¢i,j - (Zf:()g Oé) ¢¢+1,j_1 si i et j sont pairs

comme dans tous les cas 9" (9 "¢, ;) = ¢;; =9 (" ¢;;). Il nous reste a vérifier que 9" ¢; ; = &, ; :
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* Si 4 est impair, c’est évident.

x Si i est pair et j est impair, on a 9"¢; ; = ¢ ; + q¢;; = ¢;; car g est divisible par p qui
est la caractéristique du corps K.

* Si i et j sont pairs, on doit montrer que

I
—

q

Pis=dij+ ( gt&)ﬁbiﬂ,y‘—l = 0ij-

t

I
o

On veut donc avoir Y%, 9 = 0. Or, d’apres le lemme 7.9 (c), on a ax = (z +y)?~' —

yP~1. On a ainsi,
T(az) =9 ((x+y)P ' —y*)
donc
(gsoz)(gsl’) _ (gsl’ + gsy)p—l . (gsy)p—l
et donc
(Ta)r = (x+y+sz)Pt — (y + sx)Ph

Ainsi, en faisant la somme sur tous les 0 < s < ¢ — 1, on obtient :

q—1 q—1
(Y Ta)z =) [(e4+y+sz) = (y+sz)P ]
s=0 s=0
q—1 q—1
= (y+(s+a)y! (y + sz)P™!
s=0 s=0
q q—1
= (y+sx)f Z y+ sx)P!
s=1
=(y+aqz) =y
=0.

Donc (Zg;é 9"a)z = 0 dans K(z, y) /(yr —zy—12?) qui est integre et donc 77 ‘0 =0
dans R.
Conclusion : dans tous les cas, on a 9¢; ; = ¢; ;. Donc l'action de G sur le complexe K, est

bien définie.

Lemme 7.10. Le complexe K, est G-équivariant.

Démonstration.
Pour montrer que K, est G-équivariant, il nous faut vérifier que d(¢; ;) = 9d(¢; ;) pour
tous 7,7 > 0.

¢ Si 4, sont pairs : d’une part,

d(9¢i;) = d(dij + adiz1j-1)

_ _ 1

= a? 1@71,]' +yf 1¢i,j71 + o <$¢i,j1 —(y— §$)¢i+1,j2)
_ _ 1

= a? 1¢i71,j + (ax + 9 1)¢i,j71 —aly - §$)¢i+1,j72

= xp_l(bi_l’j + (x4 y)p_l(@-,j_l + ¢it1,-2) (d’apres le lemme 7.9 (c) et (d)).
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D’autre part,
9d(¢ig) = (" i1y + Y Piga)
= (92" ) (9¢i-15) + Oy ) (Oij-1)
= 2" g1+ (2 +y)" (Gigor + bir1jo2)-
Ainsi, d(9¢; j) = 9d(¢; ;) pour i, j pairs.
o Si i est pair et 7 est impair :

d(9¢; ;) = d(dij + Pir1-1)

1 _
_ xpflgbiq,j +yPi i1+ TP 1 — (ypfl + 5552/[) 2)¢z‘+1,j*2
=2’ i+ (T +y)dij1 + (@ +y)agir1 2 (par le lemme 7.9 (c))
= 2" i) + (T + Y)(dijo1 + i1 j-2),
et
gd(@’j) = g(xp_lgzﬁi_l,j + ygbi,j—l)
= (92" ) (i—14) + (Py) i 1)
= 2" g1+ (2 +y)(dijr + aPisrj2).

© Si 1 est impair et j est pair :

1
d(?¢ij) = d(¢i,j) =x¢i1; — (W' + s2yP )i o,

2
et
1
Id(¢iy) = (xdiry — ("' + Exyp_Q)Gbi,j—l)
= 2(06515) = + 50 )

= 2(Pi1y + adij) — [(x+y)P ' + %m(x + )P

1
=x¢;i_ 1+ rag; ;1 — (va+y" " + §xyp’2)q§i7j_1 (d’apres le lemme 7.9 (a))

_ r
=z¢i1;— (¥ + Eﬂfyp )i j-1.
© Si 4,7 sont impairs :

1
d(0¢i;) = d(dij) = xi1; — (y — §I)gb¢,j—1,

et
1
Id(¢ ) = (vhi1y — (y — 533)@,]'—1)
1
= I<¢i—1,j + ¢z‘,j—1) - 595@,3'—1 = Ybij
1
=x¢i1;— (Y — 537)@,3;1-

Ainsi, dans tous les cas, 9d(¢; ;) = d(Y¢; ;) pour tous i, > 0 et g € G. D’ou le résultat.
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7.3.2 Résolution pour la bosonisation R#KG

On utilise 'action définie dans la sous-section 1.4.1 pour construire un produit tensoriel
tordu de résolutions de K comme R#KG-module. Rappelons que la multiplication de R#KG
est définie par (r#g)(s#h) = r(g.s)#gh pour tous r,s € R et g,h € G. Le smash-produit
R#KG est le produit tensoriel tordu R ®, KG, ou 7/ : KG ® R — R ® KG est définie par :
T'(g° ®r)=g°.r®g® pour r € Ret g € G. En effet, posons A = R et B = KG,

ig: A — R#KG et i : B — R#KG
r— r#l g° — 14#4°

Ce sont des morphismes d’algebres injectifs. Soit

¢:R®KG — R#KG
r®g° = ia(r)ip(g®) = (r#1)(14g°) = r#tg°
en envoyant une base sur une autre base, ¢ est bien un isomorphisme d’espaces vectoriels (¢

est l'identité sur les espaces vectoriels). Ainsi, R#KG est un produit tensoriel tordu de R et
KG avec le twist :

MR#KG

7 KG® R ™™ paKG - RoKG

donné par 7(g° ® r) = ¢~ ((1#4¢°)(r#1)) = “'r ® ¢°. De plus, 7’ est bien bijective d’inverse
7/~1 défini par

S

Tlreg)=g e r
pour tous s € [0,p — 1] et r € R.

Théoréme 7.11. Soit PX¢(K) la résolution libre du KG-module trivial K :

qg—1 s _ q—1 s 5 —1).
PEO(K) : ... =0k g 0D o B0k go D ke e g s 0

oue(g) = 1. Considérons la résolution libre Ko de K comme R-module qui a été construite dans
la section 7.2. Pour tous i,j > 0, posons Y;; = K; ® P9(K), alors Y, := Tot(K, ® P;*°(K))
est une résolution libre du (R#KG)-module K.

Pour démontrer ce théoreme, commencons d’abord par le lemme suivant :

Lemme 7.12. Soit 7} : KG® K,, = K, @ KG donnée par 'action de G sur K, : pour h € KG
etr € R,
T (h®Tdi;) =" (réi;) @ het g =1

Alors K, est compatible avec ' via les T,,.

Démonstration.
Rappelons que les K,, = @;;j—,¢; ; forment une résolution libre de R-modules de K.
D’abord, pour chaque n € N, 7/ commute avec la multiplication de KG : soient h, k € kG
et r € R,
T;+j(mKG & 1)(h & k X r¢i,j) = TZ»/_,'_j(hk X ’l“¢i,j) = hk(?"@ﬁ@j) (024 hEk.
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et

(1@ mxe)(; @ 1) (1@ 7)) (h@k@rdi;) = (1@ mra)(r,; @ 1) (h & (réiy) @ k)
= (1@ mxa) ("(*(r¢i ) © h @ k)
= hk(r(bm-) ® hk.

Ainsi, on a bien 7/, ;(mre®1) = (1@mke) (7, @1)(1®07/, ;) sur KGRKG® K, par linéarité.
Ensuite, 7/, commute avec la structure de R-module sur K, : soient h € KG et r, s € R,
(1@ pri, ) (h @71 ® s¢i5) = 7/ 5 (h @ 1sdy;) = "(rsgi;) © h.

et

(pri, @ DA QT ,)(T @) (h@r @ s¢i;) = (prk, @ A7) (" @ h & s¢;;)
= (prx, @ 1)("r @ "(s¢;) @ h)
= h(TSQﬁiJ‘) ® h

ou pr K, est la struture de R-module sur K,.

Enfin, 7/ est un morphisme de chaines qui est un relevement de 7’ : on peut voir facilement
que K, est un R-module compatible avec 7/ et KG est bien un KG-module compatible avec
7. Donc K, ® KG est un R ®, KG = R#KG-module. De méme, KG ® K, est aussi un
KG ®,-1 R-module et donc un (R ®, KG)-module. En utilisant (5.1) et (5.2), on voit aussi
que 7, est un morphisme de (R®, KG)-modules. Ainsi, pour montrer que 7, est un morphisme
de chaines, il nous suffit de vérifier que 7;,; (1 ® d) = (d ® 1)(7/,;) sur les éléments de la
forme g ® ¢; ;. Remarquons que

Gij Qg si ¢ est impair
T (9@ ¢ij) = (dij+ diy15-1) ®g  siiest pair et j est impair
(ij + agir1-1) ® g siietjsont pairs

pour s € [0;p— 1] et r € R.
¢ Si 4, sont pairs, d'une part
T (1@ d) (g @ ¢ig) =7 1 (9@ di1j + 9 @Y i 1)
=2’ i1 @9+ (WP i + Y b i) ® g

D’autre part,

(d® 1)71"+j(9 ® ¢ij) = (d® 1)((¢i,j + agif1j-1) ® 9)
1
= (2" Pi1y + Y i) @ g+ @i — (y — §x>¢i+1,j72) ®g

= (" iy + Y 0u1) @9+ (w9l =y )b @ g+ (T +Y) iy 2 ©g
(d’apres le lemme 7.9 (c) et (d))

=" 1 Qg+ (T Y i @9+ (T Y i, 0 @9

=21 @9+ (gyp_1¢i,j—1 + gyp_1¢i+1,j—2) ®g.
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© Sit et 7 sont impairs, on a

T (1@d) (9@ ¢i;) =7 (9@ adi1; —g® (y— %x)@,jl)
= (i1 + dij1) Qg — (z+y — %x)gbm—l ®yg
=201, ®9— (y— %ﬁ)@',j—l ®g.
et
(d® D)7, (9 ® ¢iy) = (d®1)(¢1; ® 9)
=201, ®9— (y— %l’)@,j—l ®g.
o Si i est pair et j est impair :

Ty (1@ d) (9 @ diy) = 7)1 (9 @ 2" Gimrj + 9 @ yi 1)
= 2" 91, @ g+ (@4 y)(dijo1 + adis1j2) ® g.
et
(d@ D)7l (9© ¢iy) = (d© D) ((6i) + disr1) ® 9)
= (2" i1y T Ydij1) ® g+ (xdijo — (P + %inp_Q)@H,j?) ©g

= (xp71¢ifl,j + ydij-1) ® g+ (33@,]'71 + (z + y)a¢i+l,j72) ®g
(d’apres le lemme 7.9 (b))

=P i1, @ g+ (4 ) (dij1 + adigrj2) @ g.

© Si 4 est impair et j est pair :

Ti/—l-j—l(l ®d)(g® ¢ ;) = Tz'/-l—j—l (9 Rrdi1;—g® WP+ %xyp_QWiJ—l)
=2(gis1;+adij1) @g— [(x+y)P "+ %x(m +y)P ¢ 19y
=2¢i1; @9+ [ra— (x+y)P '+ %x(w + )P i1 ®yg
=x¢i1; 09— (v '+ %l'yp_2)¢i,j—1 ®g (d’apres le lemme 7.9 (a)).
et
(A& D)74;(9© dig) = (@ 1) (ds5 ® 9)
=xdi1;®9— (Y + %xyp_2)¢i,j—1 ®g.

Conclusion : dans tous les cas, on retrouve que 7/,; (1®d) = (d ® 1)7;,,;. D'ott 7, est un
morphisme de chaines et donc la résolution K, est bien compatible avec 7" via 7;,. O
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Démonstration. (du théoréme 7.11)
C’est clair que K est compatible avec 7/ et K, est compatible avec 7" d’apres le lemme
7.12. Ainsi, le complexe
= Yo=Y =2 Yy =>K—=0

est une suite exacte d’apres le lemme 5.7.
Notons ¢y le générateur du KG-module libre PE¢(K) = KG. On a, pour n € N,

V.= P Yin= P K e PYK)

l4+k=n l+k=n
@ (@ Rés, @Kam)
ltk=n \itj=l

= B Re-KG)(¢:1;® ).

i+j+k=n
Donc Y, est bien une résolution libre du (R#KG)-module K. O
Pour chaque ¢,j,k > 0, notons ¢; ;. le générateur ¢; ; ® ¢, de K;; ® PXE(K) comme

(R#KG)-module. Par convention, ¢;;r = 0 si un parmi 4, j, k est négatif. Donc, pour tout
n>0,Y, = @Hﬂk:n(R#KG}qﬁi,j’k comme (R#KG)-module.

On calcule maintenant les différentielles de la résolution Y, obtenue : rappelons que

d(ijn) = d(dij) @ ¢+ (—1) ¢y ; @ d(y,)

ou d(¢; ;) est trouvée dans la démonstration du lemme 7.5.
Remarquons aussi que pour h € kG, h.¢; ;1 = h(bm ® h.gy.

e Si ¢, k sont impairs,

d(¢ijr) = d(¢ij) @ o + (=1) i ; @ (9 — 1)1

d(¢ij) @ o + (1) ¢y ; ® ( Pr—1 — Pp-1)

d(¢ij) @ o1+ (— 1)Z+J( (7 ¢z’j ® Pp—1) — Gij @ ¢k—1)
d(¢ij) @ dx + (1) (g.¢ijr1 — Gijr—1) (car i est impair)
d(¢ij) @ o + (=1)" (g = 1).i jrr

e Si i est pair et j, k sont impairs,

d(Gijn) = d(dij) © dp + (—1)" i ® (9 —1).¢p1
= d(¢ij) ® o + (1) (g.(* ¢zg ® Pp1) — Gij @ Pp_1)
= d(¢i;) @ ¢r, + (—1)"F ( ((wa Git1,j-1) @ ¢k—1) — ¢ij ® ¢k—1)
= d(¢i;) @ dr + (=1)7 ((9 = 1)-Pijr1 — g-Pir1j-145-1) -

e Si 4,7 sont pairs et k est impair,

d(¢ijn) = d(¢ij) @ ¢ + (1) ;@ (9 — 1)k
= d(¢i;) ® & + (1) (9.(° b1y @ Pr1) — iy ® bi)
= d(¢ij) ® o + (=1)"" (9.((¢ij — Piz1,j-1) ® Pr1) — iy @ Pp—1)
= d(¢i;) ® o+ (=1 ((g = 1)-ijh—1 — @G- Pis1j-14-1) -
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e Si ¢ est impair et k est pair,

—_

q—

d(Gijn) = d(dij) © ¢+ (1) iy @ (D 9°) - brr

vl
I
=)

= d(¢5) ® ¢p + (=1)" (ZQ (v iy © ¢k—1)>

= d(¢i ) ® ¢n + (1) ( Zg Gijk—1 (car i est impair).

e Si i, k sont pairs et j est impair,

q—1
d(Giju) = d($ij) ® o + (1) ;@ (D g°) e
s=0
= d(¢15) ® ¢p + (1) ng(gis@,j ® ¢k—1))
s=0

q—1
=d(¢i;) ® ¢p + (—1)" Z 9 ((¢ij — $Git1,j-1) ® ¢k—1)>
s=0

qg—1 qg—1
= d(¢i ;) ® ¢p + (—1)" (Z 98)-¢i,j,k—1 — (Z 395)-¢z’+1,j—1,k—1) .
s=0 5=0
e Si 4,7, k sont pairs,
q—1
d(ijr) = d(¢i5) @ ¢p + (=1)" ;@ (ZQS)-%A
s=0

= d(¢ij) @ pp + (=1)"" (Zg (7 " ¢iy @ ¢k—1)>

Zg (ij — Zg_ta)¢i+1,j—1) & ¢k—1)>

t=0

H—] (
= d(¢i;) @ op + (= Zﬂ( Zg Dijk—1— Zg Z ta¢i+l,j—l,k—l)>
-1 s
1) ( Zg )-Bijk—1 — Z(Zg_ta>gs¢i+l,j—1,k—1> :

s=0 t=0

(Qsz]) ®¢k+

= d(d)l]) ® Py, +

Finalement, on obtient :

d(d)i,j, ) (¢z ) ® Qbk

(9—1)-bijr si 4, k sont impairs,
(9= 1).@ijr—1 — 9-Git1,j-1,6—1 si ¢ est pair et j, k sont impairs,
4 (1) (9 — 1) Pij k-1 — QG- Pit1j—1 k-1 S? Z:,j Sgnt pz‘mirs et k est i@pair,
( 5= 0 9 ) Gijr—1 si ¢ est impair et k est pair,
( 5= 09 ) Gijk—1 — ( Z 059 ) Qit1,j—1,k—1 si i, k sont pairs et j est impair,
\ ( o— 09 ) Gijk—1 — 28: > _toz)gsqbiﬂ,j_l,k_l si 1, j, k sont pairs.
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7.3.3 Ext

On a donc trouvé une résolution libre de K comme (R#KG)-module :

d

) d
> Yo > Y]

5 Y, — K > 0.

En appliquant le foncteur Hompyxe(—, K) a la suite

d d
y Y, — Y, —— Y > 0,

on obtient
0 —— HOIHR#KGv(E/O?K) i) HOmR#Kg(YI,K) —_— e

ou df(f) = fd; pour f € Hompukea(Yi—1,K). Notons que

e(Y ¢°)=0=¢e() s¢°)=e(g—1)

»QT
—_
[}
—_

w
Il
o
©
Il
o

car €(g) = 1 et ¢ est un multiple de p qui est le caractéristique du corps K. Donc le seul terme
dans la formule de d(¢; ;) dont le coefficient n’est pas dans Ker(e) est —g¢;+1 j_1,-1 lorsque
i est pair et j, k sont impairs. Soit u € Ker(e) et f € Hompuke (Ya, K) :

f(udsjr) = e(u)f(dijn) = 0.
Considérons (¢; ; 1 )i+j+k=n la base duale du K-espace vectoriel Homg (©a b+ c=nK@apc, K) =
HOIIIR#KG (Yn, K), on a
d*(¢;j,k:)(¢a,b,c) = ¢;’k,j,k (d(¢a,b,c))
=9 ik (g(¢a+1,b_17c_1)) (lorsque a est pair, b, ¢ sont impairs)
= 5(9)@,;’,1@ (¢a+1,b—1,c—1)
= 5i,a+15j,b—15k,c—1-
On obtient donc

¢i—17j+17k+1 si ¢ est impair et 7, k sont pairs,

d* (67 1) = { 0 <inon. (7.3)

Ainsi, les cobords sont toutes les combinaisons linéaires de ¢; ; ;. avec ¢ pair et j, k impairs.
: _ * *
Or,si f=>" Nijk®iin € Ker(d},,), on a

0=y (D9 0ase) = diver (D2 Nsedin ) (9°0une)
= Z i k@it i1 k1 (9 Pape)  (par (7.3))

¢ impair; j, k pairs
= Z )‘i,j,k@—1,j+1,k+15(95)¢* (Pap.e)
¢ impair; j, k pairs

= Aag+1p—1,c—1 i a est pair et b, c sont impairs.
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Donc A; jr = 0 lorsque ¢ est impair et j, k sont pairs.

Ainsi, pour f =) Aij k@i, € Homg (Batbre=nKapc, K) avec \; j, € K, f est un cocycle
si et seulement si f est combinaison linéaire de ¢, avec ¢ pair ou j impair ou k impair. f
est un cobord si et seulement si f est combinaison linéaire de ¢; ; , avec i pair et j, k impairs.
Autrement dit,

Ker(d,,, ;) = Vectg{¢; ;x| i +j + k = n,avec i pair ou j impair ou k impair}

Im(d;,) = Vectg{d; ; | i +j + k = n,avec i pair et j, k impairs}.

Conclusion : On a Ext} (K, K) = Ker(d;, )/ Im(d},).

Si n est pair et i + j + k = n, alors soit 7, j, k sont pairs, soit 7 est pair et j, k sont im-
pairs, soit ¢ est impair et j ou k est impair. Dans tous les cas, ¢;,, est un cocyle, donc
Ker(dy ;) = Vectg{#;,, | i +j +k = n}. Ainsi,

Extpurq (K, K) = Vectg{¢} . | i +j +k =n} — Vectg{¢;;, | i est pair et j, k sont impairs}.

On peut voir aussi que

Dim Vectg{¢; ;) | i+j+k=n}=4{i,j,k>0|i+j+k=n}
=#{i,j 20|i+j<n}

=> #{jl0<j<n—i}
i=0

:Z(n—i—i—l)

_ (n+1+1)(n+1)
2
(n+1)(n+2)
5 ;

Lorsque ¢ est pair et 7, k sont impairs, on remplace 7, j, k par 2x, 2y+1 et 2z+1 pour z,y, 2 € N.
En substituant ces expressions dans 1’équation ¢ + j + k = n, on obtient :

204+ 2y+1+224+1=n

donc

n
x+y+z:§—1

donc

Dim Vecty{¢?,, | i pair, i, k impairs} = #{i,j > 0 | i + j < g —1}
o
2

:;#{]|0§‘7§5_1_Z}

n_y
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(3+1)3

2
~ n(n+2)
-nre
1 4
Ainsi, Dim Ext? (K, K) = (n+ )2<” +2) _ ”(n8+ 2) _(n+ 2)é3n +4)

Sin est impair et i + j + k = n.
e S5i4,j, k sont impairs, alors ¢f ;. est un cocyle et il n’y a pas de cobord non nul.
e Sii est pair, alors j ou k est impair. Donc ¢ ;. est aussi un cocycle. Comme j et k ne
sont pas tous les deux impairs, il y a pas de cobords.
e Si est impair, alors j et k sont pairs. Donc ¢; ;. n’est pas un cocycle et il n’y a pas de
cobord non nul.
Ainsi, Extpypq (K, K) = Vectg{¢; ;| i +j+k=n}
— Vectg{¢; ;, | i est impair et j, k sont pairs}.
De méme, lorsque ¢ est impair, 7,k sont pairs, posons ¢ = 2x + 1,7 = 2y et k = 2z pour
x,y, 2 € N. L’équation ¢ + j + k = n devient

204+ 142y+2z2=n

donc
n—1

rTtyt+z=

\)

donc

—1
Dim Vectg{¢; ;. | i pair, 4,k impairs} = #{i,j > 0]i+j < nT}

Ainsi, Dim Extl (K, K) = " 1>2<" +2) _ (n+ Qs(n +3) _ (n+2)Bn+5)
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Annexe

On reprend les notations du théoreme 4.3 avec A = kfzq,- -+ ,x4_1;d2, -+ , ;1] Pextension

de Ore itérée qui a une résolution libre P,(A) de A-modules comme dans le théoréme 4.3.

Soit ¢, I'antisymétrisation standard définie dans la démonstration de ce théoreme. On veut
montrer que ¢4(A) : P,(A) — Bar.(A) est un morphisme de chaines.

Soient n € Net 9, : Bar,(A) — Bar,_1(A) la différentielle définie par 8, = >+, (—1)%?

1=0
ou
NIy ®a, ) =01Ra® - Qa,® 1
0,(1a1® - ®a,®1)=1Q00 QX ay 1 ay
01lRa® ®a,®1)=10a1® - R4 Q- Ra,®1 (1<i<n—1)
pour tous ay, - -- ,anef_l.

Soit u € A. On définit
[u,—]: A — A
a+— ua — au
et
ad(u) : Bar,(A) — Bar,(A) avec ad(u) = Y, ad;(u), ot

ad;(W) (1@ ® - ®Ra,R1)=1Ra;1 R - Qa; 1 Qu,a;] Ra; 11 @+ Ra, 1.

Soit hyi1(u) : Bar,(A) — Bar,1(A) avec hyy1(u) = > 1 o(—1)°hi; (u), ot
Raw(lea® - ®a6e1)=1000 QaRUR a1 ® Qa,® L.

On a alors :
(i) 0 bl i (u) = hi~Y(u)d si 0 <i< j<n. Eneffet

*Sit=0etj=10ona:

Nohh(Wlowa® - ®aqel)=00 ,(10¢0u®- - Qa,® 1)
= RQuU®- - Qa, X1,

et

RwP1®a @ - Qa,®1) =k (u)(a, ® - ®a, ®1)
=@ QU - Ra, 1.

x Si0<i<j<n,

O (w(lea®  ®ae1)=0,(100® - ®a¢QuURa @  a,®1)
:1®al®"‘®aiai+1®"‘®aj®U®CL]‘+1®"'an®1,

et

R w)d(1®a® - Ra,@1)=h ) (1®a @ ®aa;41 @ ®@a, 1)
=141 ® - ®a;a411®  Qa;QUR a1 Q- a, 1.
(a; est en j-eme place).
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(i) 0f ikl (u) =00 bl (u) —adi(u) sii=j et i=j+1, (1<j<n).

* Sii =7,
a;+lh;+l(u>(1®al®"'®an®1)
:azl+1(1®a1®”'®ai®u®a/i+l®"‘®an®1)
=10 ® - Qau®a4 Q@ - Qa, 1,
et
&hiw(1®a @ - ®a,®1)
=010 ® Q4 1 RuUR.®  ®a,® 1)
:1®a1®---®ai_1®uai®ai+1®---®an®1
(u est en (i + 1)-eme place).
Ainsi,

(Dl (w) = B b (W) (1@ @ @+ @ a,®1) = —adi(W)(1©a; ©- - ©a, @ 1).
* Sii =7+ 1, de méme.
(i) By Py (1) = Wy (WO sij+1<i<n+ 1
* Sit=n+1letj=n—1,

MR W) (1®a @ ®a, 1) =010 ® Qa1 Qu®a, ®1)
=1l ®@ Qa1 QU ay,
(an est en (n 4+ 2)-éme place),

et

Mol (10 ® - ®ael)=h1w(l®a®: Qa1 ®a,)
=1Q0a1® - Qa1 QU ay.

*Sij+l<i<n+1,

8;+1h£+1(u)(1®a1®---®an®1)
:8;“(1@@1®'--®aj®u®aj+1®---®an®1)
=10 ® - ®aQURA1 R Ra10; R Qa, ® 1,
(a;—1 est en (7 + 1)-eme place),

et

W (Wil ®- - ®a,®1)
:hfwl(“)(l@al®"'®az‘—1ai®---®an®1)
=lRa®  ®GEURAH®  ®a 14 D, ® L
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Calculons maintenant h,,(u)0, + Opi1hni1(u) :

n—1 n n+1 n
hn(u) Oy + Ongrnsa (u) = (—1) Z( w)o;, + Z )’ ]8;1+1hn+1< u)
j=0 i=0 j=
n—1 n n n+l
= Z (=)™ 1, (u) 3, + Z Z V8, b ()
§=0 i=0 j=0 i=0
n—1 n n—1 n+1
= Z( 10 (u)d;, +Z Z D9, b (w)
j=0 i=0 j=0 i=j+2
n j—1 n n
+ (=)™ 8} b () + Z O b () Z O] ().
j=1 i=0 j=0 j=0
On a d’abord,
n . . n n+1
Zagzﬂhfzﬂ(u) Zafzillh7]1+1( )= afwrlhnﬂ Z%thﬂ( )
j 7=0 7=0 7j=1
Z n+1 n+1 a;ﬂ—lhfm—l—ll( )) + 80 n—l—l( ) agilth—l—l( )
= —ad( )+ O hing (w) = ik (u)  (apres (ii)).
Ensuite,
n—1 n n—1 n+1 n j—1
(=)™ R, (u)0;, + Z Z V) 8) b () + ZZ(_ )0, I (w)
j=0 i=0 J=0i=j+2 Jj=11=0
n—1 n n—1 n+1 n j—1
_ ( z+]hj 81 + Z Z Z+jh] az 1 + Z Z l+]h] 1 an
7=0 =0 7=0 i=35+2 7=1 =0
(d’apres (i) et (iii))
n—1 n n—1 J
_ (—1 ’“h] 31 + Z Z z+y+lhj 8 + Z Z+J+1hj 3;
7=0 =0 7=0 i=75+1 7=0 =0
= 0.
Enfin, pour tous a,--- ,a, € A,
h ( )8 +an+1hn+1( )(1@&1@ ®an®1)
= (—ad(u) + 0 by (w) = fihn (W) (1®a @ ®a, ®1) (%)
=—adu)(l®an® a1+ (U ®  ®a, 1 —-1Ra;1 Q- Qa, @u). (k)
On écrit maintenant
d 1@z, A ANy, @ 1)
=Y (D @ @@ A AT A AT, @ L= 1@a A AT A Ay, @ ay,)
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+Zl§i<]§n(—1)j @y N ANy N, ) N A AT A A, @1,

o1l <l <--- <1, <teton veut donc avoir 9, o ¢, = d,_1 © d,,, pour tout n € N. Pour
cela, on raisonne par récurrence sur n.

x Pour n =1, ¢y = id. C’est évident.

* Soit n > 1 tel que 9, Oﬁn = ¢p_1 0 d,. Posons & = xy A+ Ay, et pour tout u € A,
on remarque aussi que ¢, 11 (1QEAu®1) = (=1)"hp1(u)(dp(1®E®1)) (¥**). En effet :

Pour tout 0 <7 < n, posons

aj=(n+1--i+1)et
Sni = {bijections e+ ING+1) = [[1;”]]}

On voit donc S,,+1 = [ [}, Sn,i- Soient

D, : Sn — Snﬂ‘
o— oq
et
v, IS,-M‘ — S,

, Y(j)sij<i
v Ti(): j’—>{7(j+1)81j>l

On a donc : pour tout o € S,,,

o Sij<i:Wio®(0)()) =Pi(0)(j) =oci(j) =0(j);

o 8ij>i:V,0®(0)(j) =Pi(c(j+1) =0a;(j +1)=0()).
Ainsi, ¥; 0 ®; = Idg,. De méme, ®;0¥; = Idg, , et donc S, et S, ; sont isomorphes. On
a maintenant :

brn (1@ & Ay, @1) = Z eMN(1®aL, @ @, ®1)

’YGSn+1

= Z Z aaz 1 ® Tl 1) Q& Ly (nt1) ® 1)

=0 00;E€Sn ;

_ZZ 1)"tie 1®xla(1)®--'®$la(i)®xln+1®$la(i+1>®®"'®xln®1)

=0 c€S)y,
(car ooyi(i +1) =n+1)
= (=1)"hni1(@ns1) (Pn(l @ & @ 1)).
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Donc :

Ot (18 &A@ 1) = (—1)" 0y 1hnss (o (1 0 5 @ 1) par (+%)
= (=1)"( = ad(u) + Oy y1 1 () — by (u) — b (u)3,) (1@ & @ 1) par (*)

= (=) ad(u)gn(1®@ & @ 1) + (=1)"hy(u)0udn(l @ & @ 1)
+ (=" Z (o) (u QTi,py ® T, — 1O T, @ QT

O’ESn

= (—1)" " ad(u)gp,(1 @3 @ 1) + (=) hy(u)pp_1d,(1 @ & ® 1)
+ (=" Z e(o)(u® Tipy @ @ Ty = 1O T, @ BTy, @ u)

gESy

®u) par (**)

o(n)

(par hypothese de récurrence)
= (-1)""ad(u)d, (127 21) + ¢, (12T Au®1) par (%)
+(=1)" Z e(o) (u Q Tiyqy & Q Lpyy — l® Tlpy @ -+ @ Ty ® u)

O’ESn

o(n)

l®Z®l=d,(l1®ix1))
= Gpdn (1@ AU ).

Vérifions cette derniere égalité : pour o € S, on note

MA@z A Am, @) =1z, A Ay, @1
MRz, @ ®1,®1)=1Qx,, @ @I, ®1

o(n)

On a donc
“(adi(u)(1 @& @ 1)) = adg-1)(u) ("1 @ & ® 1)),
et donc

“(ad(u)(1®i®1)) =ad(u)("(1® i@ 1)).

Ppody 11 Au®1)— (1T AURT)
= ()" ) e(0)(1®w, @ @, Qu-u®x, @ @z, ® 1)
O'ESTL
+ (=16, (ad(uw) (1 A (2) @ 1))
= ()" e0)(1®w, @@, Qu-ux, @ @z, ® 1)

O'ESTL

+(=)" Y e(0) “(ad(w)(1@ i ® 1))

O'GSn

= ()" e0)(1®w, @ Qw, Qu-ua, @ @z, ® 1)

+ (=" e(0)ad(u) (T(1® & @ 1))

= (D)"Y o) (1®w, @ @m, @u-—uw, @ Qx, D 1)

oES,

+ (=" ad(u) (dn(1 ® & ® 1)).
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Donc, la derniere égalité des calculs de 0,1 1¢,11 est bien assurée.
Conclusion, par principe de récurrence, on obtient bien : 9,0, = ¢,_1d, et ¢, est bien un
morphisme de chaines.

— The end —
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