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I Ensembles ordonnés et lemme de Zorn

Nous aurons besoin de ce lemme pour faire certaines démonstrations ot une récurrence est
impossible (si I'ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent a 'axiome du choix
(indépendant des autres axiomes, Cohen 1963).

Axiome du choix. Un produit d"une famille non vide d’ensembles non vides est non vide.
Autrement dit, si (A;);e; est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut choisir x; € A;
pour touti € I.

Nous nous contenterons d’énoncer le lemme de Zorn, et admettrons qu’il est équivalent a I’axiome
du choix.

Lemme de Zorn

Définition A.1. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire <, réflexive, antisymétrique et
transitive, c’est-a-dire telle que :

4+ VxeE x<x;
*+ Vx,ycEsixsyety<x,alorsx =y;
* VxyzeEsix<yety<zalorsx <z
On dit alors que I'ensemble (E, %) est un ensemble ordonné.

Remarque A.2. Il est clair que, si F est un sous-ensemble de 'ensemble E et si < est un ordre sur E,
alors < induit un ordre sur F.

Définition A.3. Si (E, <) est un ensemble ordonné et si, pour tous x,y € E,onax < youy < x, on dit que
< est un ordre total ou que (E, <) est un ensemble totalement ordonné.

Définition A.4. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
4 Un élément maximal de (E, <) est un élément x € E tel que, pour tout y € E, six <Xy, alors x = y.

4 Soit F un sous ensemble de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour tout
x€F, x<m.

4 Ondit que (E, <) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que (F,<) soit
totalement ordonné admet un majorant dans E.

Lemme A.5 (Lemme de Zorn). Soit (E, <) un ensemble ordonné, inductif et non vide. Alors il existe
un élément maximal dans E.

Démonstration. (admis)

Applications

’ Théoreme B.1. Soit K un corps. Tout espace vectoriel non nul sur K a une base.
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Démonstration. Soit E un espace vectoriel sur K. Soit S I’ensemble des parties libres de E muni de
l'ordre fourni par l'inclusion. Comme E # {0} ,ona S # @.

S muni de cet ordre est inductif : soit (S;);c; une partie totalement ordonnée de S. Alors UjeS;
est libre. En effet, soit } jc; Ajx; = 0 une relation de dépendance avec | une partie finie de I, x; € §;
et A; € K. Puisque | est fini et (S;);c; est totalement ordonné, on peut choisir iy € ] tel que S; C S,
pour tout j € J. Alors x; € S;, pour tout j € J. Or §; est libre, donc A; = 0 pour tout j € J.

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie libre maximale dans S, notons-la B. Il reste a mon-
trer que B est un systéeme générateur : sinon, il existe y € E tel que {y} U B est libre, ce qui contredit
la maximalité de B.

Théoreme B.2 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors tout idéal de A
distinct de A est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Nous la donnerons dans le chapitre suivant.



II Rappels et compléments sur les
anneaux

Dans toute la suite du cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse
du contraire.

Idéaux premiers et maximaux.

Définition A.1. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L'idéal I est dit premier s'il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tous a,b € A, ab €
I=acloubel

(2) L'idéal I est dit maximal s'il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tout idéal | de A,
ICJ]CA=]=1Iou]=A

Remarque A.2. Soient A un anneau et £ I’ensemble de tous les idéaux de A distincts de A. L'inclu-
sion définit une relation d’ordre sur £ et on note (£, C) I'ensemble ordonné ainsi obtenu. Alors, I est
un idéal maximal de A si et seulement si I est un élément maximal de (£, C).

On peut caractériser la primalité ou la maximalité de 1'idéal I d’un anneau A al’aide de I’anneau
quotient A/1.

Proposition A.3. Soient A un anneau et [ un idéal de A.

(1) L’idéal I est premier si et seulement si I'anneau A/ est intégre.

(2) L'idéal I est maximal si et seulement si 'anneau A/ est un corps.

Démonstration. Exercice.

Remarque A.4. 4 Il est clair d’apres la proposition[A.3|que tout idéal maximal est premier.

4 Par contre, il est facile de montrer que {0} est un idéal premier et non maximal de I’anneau
Z. (Eneffet, Z/ {0} = Z est intégre mais n’est pas un corps).

Remarque A.5. Soient A un anneau, I unidéalde Aetm : A — A/I la projection canonique. On
note I4,; I'ensemble de tous les idéaux de A/I et I4 1 'ensemble de tous les idéaux de A contenant
I.

(1) On sait alors que les applications

IA,I i> IA/I et IA/[ i) IA,I
K +— m(K) K = 7 YK)

sont des bijections réciproques 1'une de l’autre et qu’elles établissent donc une correspondance
bijective entre idéaux de A/I et idéaux de A contenant I.

(2) De plus, le troisiéme théoréme d’isomorphisme précise que pour tout idéal K de A contenant I,
on a un isomorphisme d’anneaux

A/K = (A/1)/n(K).

Ainsi, d’apres la proposition [A.3] pour tout idéal K de A contenant I, K est premier (resp. maxi-
mal) dans A si et seulement si 77(K) est premier (resp. maximal) dans A/I. On en déduit que



la correspondance bijective entre idéaux de A/I et idéaux de A contenant I induit une corres-
pondance bijective entre idéaux premiers (resp. maximaux) de A/I et idéaux premiers (resp.
maximaux) de A contenant .

Il est clair par définition que I’anneau nul ne contient pas d’idéaux premiers (et donc pas d’idéaux
maximaux). La premiere question légitime est alors la suivante : étant donné un anneau non nul A,
existe-t-il toujours des idéaux premiers, des idéaux maximaux, dans A ? La réponse est donnée par
le théoreme de Krull.

Théoreme A.6 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau unitaire. Alors tout idéal de A distinct de A
est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Soit I unidéal de A distinct de A. Soit S ’ensemble des idéaux de A qui contiennent
I et qui sont distincts de A, ordonné par l'inclusion. Puisque I € &, cet ensemble est non vide. De
plus, S muni de cet ordre est inductif : soit (I;);e; une famille totalement ordonnée d’idéaux qui
contiennent I et qui sont distincts de A. Alors Uj¢;I; est encore un idéal distinct de A et contenant I.
En effet, 1 ¢ Ujcjl; donc Ujesl; # A. 1l est clair que I C Ujejl;. De plus, si x et y sont dans Uje; 1},
il existe jo tel que x et y soient dans I;; (puisque la famille des I; est totalement ordonnée). Alors
x+y € ljy CUjgljetax € Ij) C Ujgl; pour tout a € A, donc c’est bien un idéal.

D’aprés le lemme de Zorn, S contient un élément maximal. C’est un idéal maximal de A conte-

nant I.

Nilradical, radical de Jacobson.

Définition B.1. Soit A un anneau. Un élément x € A est dit nilpotent s’il existe n € IN* tel que x" = 0.
L’ensemble de tous les éléments nilpotents, noté N'(A), est appelé le nilradical de A.

Proposition B.2. Soit A un anneau; le nilradical de A est un idéal. ‘

Démonstration. 1l est clair que N'(A) contient 0, qu'il est stable par passage a1’opposé (ie. six € N'(A),
alors —x € N(A)) et qu’il est stable par multiplication par les éléments de A (ie.sia € Aetx € N'(A),
alors ax € N(A)). Par ailleurs, soient x,y € N (A); il existe m,n € IN* tels que x" = 0 = y™. La
formule du bindme donne alors

m+n—1 __ il m+n—1 i, m+n—1—i
(x+vy) = Y ("™ h)xly .
i=0

Mais, pour 0 < i < m+n—1,on asoiti > n et donc x' = 0,s0itm+n—1—i > m et donc
y" 1= = 0. Donc (x +y)"*"~! = 0. Ainsi, N/(A) est stable par somme.

Le théoréme suivant explique I'importance du nilradical d"un anneau.

Théoréme B.3. Soit A un anneau non nul. Le nilradical de A est l'intersection de tous les idéaux
premiers de A.

Démonstration. On note I l'intersection de tous les idéaux premiers de A. Soit x € N'(A). Il existe
n € IN* tel que x" = 0. Par suite, pour tout idéal premier P de A, x" € P et donc x € P. Ainsi,
N (A) C I Linclusion réciproque est plus délicate ; elle utilise le lemme de Zorn. Soit x un élément
non nilpotent de A. On note £ 1’ensemble des idéaux | de A tels que, Vi € IN*, x" ¢ |. L'ensemble £
est non vide puisque, x n’étant pas nilpotent, {0} € £. On montre facilement que 1’ensemble £ muni
de l’ordre donné par l'inclusion est inductif. Par le lemme de Zorn, (£, C) posseéde donc un élément
maximal; on le note P. En fait, I'idéal P est premier. En effet, P # A puisque x ¢ P. De plus, soient
y,z € A\ P. Les idéaux P + (y) et P + (z) ne sont pas dans £ puisque P est maximal pour (&, C).
Ainsi, il existe n,m € IN* tels que x" € P+ (y) et x™ € P+ (z). Il s’ensuit facilement que x"*" €
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(P+ (y))(P+(z)) = P+ (yz). Donc, P+ (yz) ¢ &, et par suite yz ¢ P. Ceci montre que I'idéal P est
premier. Ainsi, il existe un idéal premier qui ne contient pas x. On a montré que le complémentaire
dans A de N'(A) est inclus dans le complémentaire de I, c’est-a-dire que I C N (A).

On définit maintenant le radical de Jacobson d’un anneau.

Définition B.4. Soit A un anneau. Le radical de Jacobson de A, noté [J(A), est l'intersection des idéaux
maximaux de A.

Le radical de Jacobson peut étre caractérisé de la facon suivante.

Proposition B.5. Soient A un anneau et x € A. Alors, x est dans le radical de Jacobson de A si et
seulement si, pour tout y de A, 1 — xy est un élément inversible de A.

Démonstration. (<=) Supposons qu’il existe un idéal maximal m de A tel que x ¢ m et soit 77 :
A — A/mla projection canonique. Alors 77(x) est un élément non nul du corps A/m et par suite il
est inversible : il existe y € A tel que 71(14) = 7(x)7(y), ¢’est-a-dire tel que 1 — xy € m. On a montré
qu’il existe y € A tel que 1 — xy ne soit pas inversible dans A.

(=) Supposons qu’il existe y € A tel que 1 — xy ne soit pas un élément inversible de A. Alors,
d’apres le théoreme de Krull[A.6] il existe un idéal maximal m de A qui contient 1 — xy. Comme 1 ne
peut étre dans m, il s’ensuit que x n’est pas dans m.

Remarque B.6. Soit A un anneau; il est clair que N (A) C J(A).

Arithmétique.

Dans cette partie, on étudie les propriétés arithmétiques des anneaux, c’est-a-dire les propriétés
des anneaux liées a la divisibilité.

Dans tout cette partie, sauf mention expresse du contraire, A désigne un anneau (commutatif,
unitaire) integre (et donc non nul). On note alors A* le groupe des éléments inversibles de A.

C.1 Divisibilité.

Définition C.1. Soient a,b € A.
(1) On dit que a divise b, et on note a|b, s'il existe un élément c de A tel que b = ac.

(2) On dit que a et b sont associés si a|b et b|a.

Remarque C.2. Soient a,b € A. Les points suivants sont clairs :
(1) a divise b si et seulement si (b) C (a);
(2) a et b sont associés si et seulement si (a) = (b);

(3) a et b sont associés si et seulement s’il existe u € A* tel que a = ub.

Définition C.3. Soit p dans A. On dit que p est irréductible s'il satisfait aux conditions suivantes :
D pgA”;

(ii) p = abaveca,b € A entraine que a ou b est un élément inversible.

Remarque C.4. (1) Le produit d"un irréductible par un élément inversible est un irréductible.
(2) L'élément 0 n’est pas irréductible car 0 = 0.0. Ainsi, un corps n’a pas d’éléments irréductibles.

(3) Soit p dans A ; p est irréductible si et seulement si :



@ pg A",
(ii) p # O et les seuls diviseurs de p sont les élément inversibles de A et les éléments de A
associés a p.

(4) Soit p € A;si(p) est premier, alors p est irréductible.

Définition C.5. Soient I un ensemble non vide et (a;);c; une famille d’éléments de A non tous nuls.

(1) On dit que a € A est un diviseur (resp. multiple) commun de (a;);c; si, pour tout i € I, a|a; (resp.
aila).

(2) Ondit que d € A est un plus grand commun diviseur (en abrégé p.g.c.d.) de (a;);cy si c’est un divieur
commun de (a;);cy et si tout diviseur commun de (a;);c divise d.

(3) Ondit que m € A est un plus petit commun multiple (en abrégé p.p.c.m.) de (a;);c; si c’est un multiple
commun de (a;);c; qui divise tout multiple commun de (a;);c;.

(4) On dit que les a;, i € I sont premiers entre eux si 1 est un p.g.c.d. de (a;)c;.

Remarque C.6. Soit I un ensemble non vide et A = (a;);c; une famille d’éléments de A non tous
nuls. On montre facilement que si a € A est un p.g.c.d. (resp. p.p.c.m.) de A, un élément b est un
p.g.c.d. (resp. p.p.c.m.) de A si et seulement si c’est un associé de a.

Remarque C.7. Soita € A\ {0}; a et 0 sont premiers entre eux si et seulement si a est un élément
inversible de A.

Proposition C.8. Soita un élément irréductible de A et b un élément de A. Alors, a et b sont premiers
entre eux si et seulement si a ne divise pas b.

Démonstration. Exercice.
C.2 Anneaux factoriels

Anneaux factoriels.

Définition C.9. (1) On dit que A satisfait la condition (E) si tout élément non nul et non inversible a €
A admet une décomposition en produit d’irréductibles, c’est-a-dire qu'il existe r € IN* et des éléments
irréductibles p1, ..., pr telsque a = p1 ... pr.

(2) On dit que A satisfait la condition (U) si pour tout élément non nul et non inversible de A, une décom-
position en produit d'irréductibles (si elle existe) est essentiellement unique, c’est-a-dire que, si a =
pi---Pr = q1...gs 0 r,s € IN“et p1,...,pr,q1,...,qs sont des éléments irréductibles de A alors
r=set, il existe 0 € &, tel que, pour 1 < i <1, p; et 4, ;) soient associés.

(3) On dit que A est factoriel s'il satisfait les conditions (E) et (U) (et s'il est integre).

Exemple C.10. Tout corps est un anneau factoriel.

Proposition C.11 (Existence de p.g.c.d. et de p.p.c.m. dans les anneaux factoriels). Supposons A
factoriel. Siay, ..., a, (r € IN*) sont des éléments non nuls de A, alors ils admettent un p.g.c.d. et un

p-p-c.m.

Démonstration. Exercice (en utilisant les décompositions en facteurs irréductibles des a;). C.11



Théoréme C.12. Soit A un anneau integre satisfaisant la condition (E). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) A satisfait la condition (U).

(b) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A tel que a ou b est non nul, si a et b sont premiers entre
eux et si a|bc, alors a|c (condition de Gauss).

(c) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A, si a est irréductible et divise bc, alors a divise b ou a
divise ¢ (condition d’Euclide).

(d) Pour p dans A, (p) est premier si et seulement si p est irréductible (condition de primalité).

Démonstration. (a)=-(b) Soient a et b premiers entre eux divisant bc. Si un des éléments parmi
a, b et ¢ est nul, alors le résultat est clair (voir la remarque [C.7). Si I'un d’eux est inversible,
le résultat est clair. Sinon, puisque A est factoriel, on peut décomposer 4, b et ¢ de maniére
essentiellement unique. Notons a = u[[_, pi’, b = v[[L, p} et c = wlI, p" avec les p;
irréductibles et u, v, w inversibles (on choisit les mémes p; quitte a avoir des exposants nuls et
a multiplier par des éléments inversibles). Alors, puisque a et b sont premiers entre eux, on a
«;B; = 0 pour tout i. Puisque a divise bc on a «; < B; + y; pour tout i. On en déduit facilement
que «; < 7y; pour tout i et donc que a divise c.

(b)=(c) Soit a un irréductible divisant bc. Si a ne divise pas b, alors d’aprés la proposition [C.8|a
et b sont premiers entre eux, donc d’apres la condition de Gauss a divise c.

(c0)=(d) C’est clair.

(d)=-(a) Soita € A et supposons que a = pi...pu = qi-..-q, avec m < n. On raisonne par
récurrence sur 1.

4 Sim=1,0onaa=p; =qi...qu.-Doncq | p1, p1 estirréductibleetq; ¢ A*,donc gy = up;
avecu € A*.Doncuqy...q, € A* etdoncn = 1.

4+ Supposons que le résultat soit vrai jusqu’au rang m — 1 et montrons-le au rang m. On a
p1(p2,---,Pm) = q1---qn. Puisque p; est irréductible, (p1) est premier d’apres (d), et il
divise g1 ... qn, donc il existe i tel que p; | q; : ona q; = ujp; avec u; € A. Puisque g; est
irréductible, u; € A*.

On a donc pi(p2...pm) = u1p1(q1---qi-1Gi+1---qn), donc  pa...pm =
U1q1 - - - gi—14qi+1 - - - gn et par hypothese de récurrenceonam —1 =n —1,donc m = n, et
onauj € A¥pourtoutj=2...mett € &1 telsque p; = Ujd(j) pour toutj =2,...,m.
On conclut en définissant 0 € &, par 0(1) =ieto(j) = 7(j) pourj=2,...,m.

Exemples d’anneaux factoriels.

Dans cette sous-section, on étudie les anneaux principaux et les anneaux euclidiens. Ce sont des
exemples d’anneaux factoriels.

On commence par I'étude des anneaux principaux. On rappelle que dans un anneau A quel-
conque (ie. non nécessairement integre), un idéal I est dit principal sil existe a € A tel que I = (a).

Définition C.13. L'anneau A est dit principal s'il est integre et si tout idéal de A est principal.

Lemme C.14. Soit A un anneau principal et soit Iy C Iy C ... C I, C ... A une suite croissante
d’idéaux de A. Alors cette suite stationne, c’est-a-dire qu’il existe N € IN tel que pour toutn > N
on ait I,, = Iy.

Démonstration. Posons I = U,cNIy. Alors I est unidéal de A (exercice), donc comme A est principal
il existe a € A tel que I = (a). Alors a € UpenI,, donc il existe N € N tel que a € Iy. Alors
(a) C Iy C I = (a), donc I = Iy. De plus, pour toutn > N,onaly C I, C I = Iy donc

I, = Iy.



’ Lemme C.15. Soit A un anneau principal. Alors la condition de primalité est vérifiée.

Démonstration. Soit a un élément irréductible de A. Nous devons montrer que (a) est premier. Puisque
an’est pas inversible, on a (a) # A. D’apres le théoreme de Krull, il existe un idéal maximal I tel que
(a) C I. Puisque A est principal, ona I = (b) pourunb € A.On a donca = bc pour unc € A.
Puisque a est irréductible et b non inversible ((b) = I # A), a et b sont associés donc (a) = (b) = I
est maximal donc premier.

’Théoréme C.16. Si A est principal, il est factoriel. ‘

Démonstration. Si A est un corps, il est factoriel (voir I’exemple [C.10). Supposons donc que A n’est
pas un corps.

D’apres le lemme la condition de primalité est satisfaite par A. Il suffit donc d’apres le
théoreme de montrer que tout élément non nul et non inversible de A est un produit d’éléments
irréductibles.

Soit S I’ensemble des idéaux (a) engendrés par les éléments 2 non nuls, non inversibles et n’ad-
mettant pas de factorisation en produit d’éléments irréductibles. Supposons par ’absurde que & #
J.

Démontrons que S admet un élément maximal. Si ce n’est pas le cas, soit (a;) € S. Alors (a1) n’est
pas maximal dans S donc il existe (a3) € S tel que (a1) & (a2). De méme, (a;) n’est pas maximal

donc il existe (a3) € S tel que (a2) & (a3). En procédan’? ainsi, on construit une suite strictement
croissante d’idéaux dans A, contredisant ainsi le lemme|[C.14

Donc S admet un élément maximal, notons-le (a¢). En particulier, comme (a9) € S, I'élément ag
n’est pas irréductible, donc on peut écrire ap = bc avec b et c non nuls et non inversibles. On a alors
(a0) S (b) et (ag) S (c) donc par maximalité de (ap) dans S,ona (b) € Set (c) ¢ S. Par définition de
S il existe donc des éléments irréductibles py,...,pretqy,...,qstelsqueb=p1---p,etc=q1---gs.
Mais alors a9 = p1 - - prq1 - - - s ce qui contredit le fait que (ap) € S.

Finalement, S = & et donc la propriété (E) est bien vérifiée. C.16

Remarque C.17. On suppose A principal.
(1) Si A estun corps, son unique idéal premier est {0}.

(2) Si A n’est pas un corps, ses idéaux premiers sont {0} et les idéaux (p) ou p est irréductible. Ses
idéaux maximaux sont les idéaux (p) ot p est irréductible. [En effet, tout idéal maximal est premier
et {0} n’est pas maximal puisqu’il existe a € A non nul et non inversible et alors {0} G (a) G A; enfin,
si p est irréductible, alors (p) est maximal : si (p) G I C A, on pose I = (a) puisque A est principal,
donc a divise p et n’est pas associé a p, donc puisque p est irréductible a est inversible et donc I = A.]

Le théoreme a pour conséquence que toute famille finie d’éléments non tous nuls de A admet
un p.g.c.d. et un p.p.c.m. (voir proposition |C.11) ; on peut les caractériser au moyen d’idéaux.

Proposition C.18. Supposons A principal et soient ay,...,a, (r € IN*) des éléments non tous nuls
de A.Un élément de A est p.g.c.d. (resp. p.p.c.m.) de {ay, ..., a,} si et seulement sil engendre l'idéal
mA+---+a,A=(ay,...,a,) (resp.s;AN---Na,A=(a;)N---N(ay)).

Démonstration. Exercice. C.18

Corollaire C.19. Supposons A principal et soient a4, ..., a, (r € IN*) des éléments non tous nuls de
A. Alors, les éléments aj, . . ., 4, sont premiers entre eux si et seulement s’il existe x1,...,x, € A tels
queaix; +---+a,x, = 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition C.19

On passe maintenant au cas des anneaux euclidiens. Ce sont des exemples d’anneaux principaux.



Définition C.20. L'anneau A est dit euclidien s'il est integre et s'il existe une application ¢ : A\ {0} —
IN telle que, pour tout couple (a,b) d’éléments de A tel que b # 0, il existe un couple (q,r) d’éléments de A
tel que a = bq + r et ou bien r = 0, ou bien ¢(r) < ¢(b).

Théoreme C.21. Si A est euclidien, il est principal. ‘

Démonstration. cf. TD. C.21

Exemple C.22. 4 L’anneau Z est euclidien (considérer Z \ {0} — N, n — |n]).
4 Si K est un corps, l'anneau K[X] est euclidien (considérer K[X] \ {0} — N, P > deg P).

4 L'anneauZ[i| = {a+ib;a € Z,b € Z} des entiers de Gauss est un anneau euclidien (considérer
Z[i]\ {0} = N, a+ib s a® +b?).

Corollaire C.23. Soit A un anneau commutatif unitaire quelconque (ie. non nécessairement integre).
L'anneau A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Démonstration. D’apres le théoreme|C.21|et I'exemple si A estun corps, alors A[X] est principal.
Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Alors A est intégre car c’est un sous-anneau
de A[X] qui est principal donc integre.
Considérons 'idéal (X) de A[X]. Puisque A[X]/(X) = A est integre, (X) est premier, donc maxi-
mal puisque A[X] est principal, et donc A = A[X]/(X) est un corps.






III Modules

A Modules

Définition A.1. Soit A un anneau (commutatif, unitaire). Un module sur A ou A-module est la donnée

d’un groupe abélien M muni d'une loi externe A x M — M (on parle d’action de A sur M) vérifiant,
(a,m) +— am
pour tout (a,b) € A x Aettout (x,y) € M X M,

(@) (a+b)x =ax+bx
(1) a(x+y) =ax+ay
(iii) a(bx) = (ab)x

iv) 1x = «x.

Un module ressemble donc a un espace vectoriel, mais le corps de base est remplacé par un
anneau. Les modules ne vérifieront pas toutes les mémes propriétés qu'un espace vectoriel, puisque
les scalaires ne sont pas inversibles.

Remarque A.2. Il n’est pas indispensable d’avoir un anneau commutatif pour définir un module sur
cet anneau. Lorsque A n’est pas commutatif, la définition ci-dessus est celle d’'un A-module a gauche,
et on peut définir de maniére similaire un A-module a droite. Nous aurons rapidement besoin dans
ce cours de supposer que A est commutatif, donc pour simplifier nous ne considérerons que des
anneaux commutatifs.

Exemple A.3. (1) L'anneau A est un module sur lui-méme (l'action de A sur A est donnée par la
multiplication dans A).

(2) Les Z-modules sont précisément les groupes abéliens.

(3) Unidéal d'un anneau A est un module sur A (I’action de A sur l'idéal est donnée par la multipli-
cation dans A).

(4) Si S est un ensemble et si M est un module sur un anneau A, notons M° ’ensemble des ap-
plications de S dans M. Alors M?® est un module sur A, dont la loi interne est donnée par

M®x M5 — MS et dont la loi externe est donnée par
(f8) = frg=Is— fls)+8(s)]

AxM® — M° pour f € M®, g € M®eta € A.
(a,f) = af =[s—af(s)]

Remarque A.4. Soit M un module sur un anneau A.
4 40 = 0 pour tout a € A. [En effet, a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 donc a0 = a0 + (—a0) = 0].

4 Ox = 0 pour tout x € M. [En effet, 0x = (0 + 0)x = Ox + Ox efc.].

4 (—a)x = —(ax) pour touta € A et tout x € M. [En effet, (—a)x +ax = (—a+a)x =0x =0
donc (—a)x = —(ax)].
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B Sous-modules

Définition B.1. Soit M un A-module. Un sous-module de M est un sous-groupe N de M qui est stable par
la loi externe.

Proposition B.2. Une partie non vide N d'un A-module M est un sous-module de M si et seulement
si

4 pourtousx € Ny€ Nonax—y € N, et

4 pourtousa € A,x € Nonaax € N.
Démonstration. En exercice.

Proposition B.3. Soit M un A-module, et soient N et N’ deux sous-modules de M. Alors N N N’
est un sous-module de M. (Plus généralement, une intersection quelconque de sous-modules est un
sous-module).

Démonstration. En exercice.

Exemple B.4. Soit M un A-module et soient I un idéal de A et N un sous-module de M. Alors
IN = {Zle ay;p € N*,a; € Ly, € N} est un sous-A-module de M. (Exercice).

Définition B.5. Soit M un A-module et soit S une partie non vide de M. Une combinaison linéaire
d’éléments de S est un élément de M qui s’écrit x = ) (cqass ou les as sont des éléments de A qui sont
tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux (donc la somme est finie).

On note (S) (ou AS) I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de S.

Définition-Proposition B.6. Soit M un A-module et soit S une partie non vide de M. Alors (S) est
un sous-module de M ; c’est I'intersection de tous les sous-modules de M contenant S. Il est appelé
sous-module de M engendré par S.

Démonstration. En exercice.

Définition B.7. Soit M un A-module et soient M;, i € I, des sous-modules de M. On appelle somme des
sous-modules M; et on note ) ;c; M; le sous-module de M engendré par U;c1M;. C’est donc I'ensemble des
sommes finies d’'éléments de U;c 1 M,;.

Définition B.8. Soit M un A-module. Une partie génératrice de M est une partie non vide S de M telle que
M = (S). On dit alors que S engendre M.

S’il existe une partie finie S de M qui engendre M, on dit que M est de type fini.

S'il existe une partie S de M a un élément qui engendre M, on dit que M est cyclique, ou monogene.

Remarque B.9. Tout module a une partie génératrice : il est clair que M = (M).
B.1 Somme directe de sous-modules

Définition B.10. Soit M un A-module, soit N un sous-module de M et soient Ny, ..., Ny, des sous-modules
de M. On dit que N est la somme directe (on précise parfois interne) des sous-modules Ny, ..., Ny, notée

n
N = @ N;, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
i=1

12



() N=Y" N

(i) Pourtoutj,1<j<ponaN;n| Y N;i|={0}.
1<i<p
i#j

Remarque B.11. Dans le cas olt p = 2 on retrouve la définition que vous connaissez bien.

Remarque B.12. Cette définition n’est valable que pour des sous-modules d"un module donné.

Proposition B.13. Soit M un A-module, soit N un sous-module de M et soient Ny, ..., N, des sous-
n

modules de N. Alors N = EB N; si et seulement si tout élément x € N s’écrit de maniere unique
i=1
sous la forme x = Zle x; avec x; € N; pour tout i.

n
Démonstration. + Supposons que N = €PN, et soit x € N. Il est clair d’apres la propriété (i)
i=1
que l'on peut écrire x = Y | x; avec x; € N; pour tout i. Supposons que l'on puisse aussi
écrire x = Zle yi avec y; € N; pour tout i. Fixons j avec 1 < j < p. Alors x; —y; € N;. Mais
Xj—Yj = Zlgz‘gp(yi —xj) € ZK.;EV N;. Donc d’apres I'hypothese (ii) on a x; —y; = 0, d’ou
1 17]
xj = yj. C’est valable pour tout j, donc l’écriture de x est unique.
+ Supposons que tout élément x € N s’écrive de maniére unique sous la forme x = Y/, x; avec
x; € N; pour tout i. Il est alors clair que (i) est vérifiée.

Soit maintenant x € N; N (21<i<p Ni> .On peutdoncl'écrirex =0+---4+04+x4+0+---+0
i#]

avec x € N;jet 0 € N; pour touti # j. On peut aussi I'écrire x = x1 + -+ +xj_1 + 0+ xj11 +

-+ xpavec x; € N;jpouri # jet0 € N;. On a donc deux écritures de x dans Zle N;.

Puisque I’écriture est unique, cela impose en particulier que x = 0. Donc N; N (ZK‘SP N; | =
7]
{0} B.13

Modules quotient

Soit M un A-module et soit N un sous-module de M. On sait que M/N est un groupe abélien.
Pour tout x € M, on note x sa classe dans M/N. On rappelle que 'addition dans M/N est donnée
par X +y = x + y pour tout (¥,j) € M/N x M/N.

Définition-Proposition C.1. M/N est un A-module pour la loi externe définie par ax = ax pour
touta € Aettoutx € M/N.Ce A-module est appelé module quotient de M par N.

Démonstration. Montrons tout d’abord que l'application (a,X) ~— ax ci-dessus est bien définie : si
on choisit deux représentants x et x' dans M d’un méme élément de M/N (donc x = x’), il nous
faut montrer que ax = ax’. Or x — x’ est dans N, donc a(x — x’) est dans N (sous-module), et donc
ax —ax' € N etax = ax/.

Maintenant vérifions que M/ N est un A-module. Nous savons déja que c’est un groupe abélien.
De plus,

() (a+b)x = (a+b)x = ax + bx = ax + bx = aX + bx pour tout (a,b) € A X Aettoutx € M/N.

(i) a(x+y) = ax+y = a(x+y) = ax+ay = ax+ay = ax +ay pour tout a € A et tout
(%,5) € M/N x M/N.
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(iii) a(bx) = abx = a(bx) = (ab)x = (ab)¥ pour tout (a,b) € A x A ettoutx € M/N.
(iv) 1Y:ﬂzfpourtout§€M/N.

Exercice C.2. Soit A un anneau et soit M un A-module. Soit I un idéal de A. Alors M/IM est un
module sur 'anneau A/ I.

[11 est clair que M /IM est un groupe abélien. Il reste a vérifier que am := am définit bien une structure
de A/ I-module sur M /IM].

D Morphismes

D.1 Généralités

Définition D.1. Un (homo)morphisme de A-modules (ou application A-linéaire) de M dans N est une
application f : M — N vérifiant :

4+ f(x+y) = f(x)+ f(y) pour tout (x,y) € M x M, et
4 f(ax) = af(x) pour tout a € A et tout x € M.

Si M = N, un morphisme de A-modules de M dans M est aussi appelé un endomorphisme de M.

Exemple D.2. (1) idy : M — M et 'application nulle 0 : M — N sont des morphismes de A-
modules.

(2) Si N est un sous-module de M, alors l'inclusion naturelle N — M est un morphisme de A-
modules.

(3) La projection canonique M — M /N qui a x associe X est un morphisme de A-modules.
(4) Les morphismes de Z-modules sont les morphismes de groupes abéliens.

(5) Soient M un A-module, S un ensemble et fixons sy dans S. Alors l'application ¢ : M5 — M qui a
f € M associe ¢(f) := f(sg) est un morphisme de A-modules.

Définition D.3. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. On définit le noyau et I'image de f par

Kerf:={xeM;f(x) =0} e Imf:={f(x);xe M}.

Proposition D.4. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Alors

4+ Pour tout sous-module N’ de N, f~1(N’) est un sous-module de M. En particulier, Ker f =
£~1({0}) est un sous-module de M.

4 Pour tout sous-module M’ de M, f(M') est un sous-module de N. En particulier, Im f =
f(M) est un sous-module de N.

Démonstration. En exercice.

Remarque D.5. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Alors f est injectif si et seulement si
Ker f = {0}, et f est surjectif si et seulement si Im f = N. [Exercice].

Proposition D.6. La composée de deux morphismes de A-modules est un morphisme de A-
modules.

Démonstration. En exercice.
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Proposition D.7. Si f : M — N est un morphisme de A-modules qui est bijectif, alors f 1 : N — M
est un morphisme de A-modules.

Démonstration. En exercice.

Définition D.8. Un isomorphisme de A-modules est un morphisme de A-modules qui est bijectif.

Proposition D.9. La projection canonique 7w : M — M/N induit une bijection entre les sous-
modules de M/ N et les sous-modules de M contenant N.

Démonstration. Notons Sy n 'ensemble des sous-modules de M qui contiennent N, et Sy;/n 'en-
semble des sous-modules de M/N. On définit une application ¢ : Sy ny — Sp/n en posant ¢(P) =
7(P) et une application ¢ : Syyn — Sm,n en posant (P) = 7171 (P). Ces applications ont bien un
sens : on sait que 77(P) est un sous-module de M /N, et que 7w (P) est un sous-module de M. De
plus, puisque {0} C P,ona N = Ker 7t = 7 1({0}) C 7 1(P).

On abien g o = idg,, , car 7 est surjectif.

Pour i o ¢ : on a toujours 7t~ }(7t(P)) D P. Pour l'autre inclusion, soit x € 7w~!(7(P)). Alors
n(x) € m(P), doncil existe y € P tel que 7r(x) = 7(y). Mais alors x —y = n € Kerm = N C P, donc

x=y+n € P.Onadoncbien o ¢ =idg,,, -

D.2 Théorémes d’isomorphisme

Théoreme D.10 (Premier théoréeme d’isomorphisme). Soit f : M — N un morphisme de A-
modules. Alors il existe un isomorphisme f : M/ Ker f — Im f.

Démonstration. Notons ¥ la classe dans M/ Ker f d’un élément de M. Posons f(X) = f(x) pour tout
X € M/ Ker f, et montrons que cela définit bien une application f : M/ Ker f — Im f. Si on choisit
un autre représentant y € M de X, alors x — y est dans Ker f, donc f(x —y) = 0 et donc f(x) = f(y).
Donc f est une application bien définie. Il faut démontrer que c’est un morphisme (exercice).

Montrons que f est injectif. Si f(x) = 0 alors f(x) = 0, donc x € Ker f et donc ¥ = 0. Donc
Ker f = {6} .

Siy € Imf, il existe x € M tel que y = f(x) etdoncy = f(X) € Im f. Donc f est surjectif. |[D.10

Plus généralement :

Théoreme D.11 (Passage au quotient). Soient M et M’ deux A-modules, soit N un sous-module de
M et soit N’ un sous-module de M’. Onnote 7 : M — M/N et 7' : M’ — M'/N’ les projections.
Soit f : M — M’ un morphisme de A-modules tel que f(N) C N'.

Alors il existe un unique morphisme de A-modules f : M/N — M’'/N’ tel que fo 7t = 7’ o f.

Démonstration. La condition f o 71 = 77’ o f nous impose de définir f(x) = f(x) pour toutx € M/N.
Donc si f existe, il est unique.

Montrons que la formule ci-dessus définit bien une application : si on choisit un autre représentant
y € Mdex,onadoncx—y € N,donc f(x —y) € f(N) C N, etdonc f(x —y) = 0 dans M’/N’. On
adonc f(x) = f(y).

Il reste & démontrer que f est un morphisme de A-modules. (Exercice). D.11

Corollaire D.12 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme). Soit M un A-module, et soient N et N’
deux sous-modules de M. Alors N/(NNN’) = (N + N')/N’ (isomorphisme de A-modules).
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Démonstration. N’ est un sous-module de N + N’. La composée de l'inclusion N — N + N’ suivie
de la projection N + N’ — (N + N’) /N’ nous donne donc un morphisme N — (N 4+ N’)/N’ qui est

surjectif (exercice) et dont le noyau est N N N’ (exercice), donc il induit un isomorphisme N/ (NN N') =
(N + N')/N’ d’apres le premier théoréeme d’isomorphisme.

Corollaire D.13 (Troisiéme théoréme d’isomorphisme). Soit M un A-module, M’ un sous-module
de M et M" un sous-module de M’ (M" ¢ M' C M). Alors (M/M")/(M'/M") = M/M' (isomor-
phisme de A-modules).

Démonstration. Le théoreme de passage au quotient appliqué a idy nous permet de définir un mor-
phisme de A-modules M/M" — M/M'. Cet morphisme est clairement surjectif, et son noyau est
M’/ M".Donc d’apres le premier théoréme d’isomorphisme il induit un isomorphisme de A-modules

(M/M")/(M'/M") = M/M'.

Définition-Proposition D.14. Soient M et N deux A-modules. L'ensemble Hom 4 (M, N) des mor-
phismes de A-modules de M dans N est un A-module pour les opérations suivantes :
4 Si f et ¢ sont dans Homy (M, N), alors f + ¢ € Homa (M, N) est défini par (f + g)(x) =
f(x) + g(x) pour tout x € M.
4 Si f est dans Homa (M, N) etsia € A, alors af € Homyu (M, N) est défini par (af)(x) =
af(x) pour tout x € M.

Démonstration. En exercice. Attention, on se sert ici du fait que A est commutatif. D.14

D.3 Produit direct, somme directe de modules

Définition-Proposition D.15. Soit (M;);c; une famille non-vide de A-modules.
4 Le produit des M;, noté [];c; M;, est I’ensemble des familles (x;);c; avec x; € M; pour tout
i € I. C'est un A-module, pour les opérations suivantes :
& (xi)ier + (Vi)ier = (xi + Yi)ier
< a(xi)ier = (axi)ier.
Pour chaque j € I, on définit la projection 7t; : [T;c; M; — M; qui a (x;);e associe xj. C’est un
morphisme de A-modules.
4+ La somme directe (on précise parfois externe) des M;, noté @, M;, est le sous-A-module de
[Ticr M; formé des familles (x;);c; dont tous les x; sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.
Pour chaque j € I, on définit I'injection 0; : M; — @;c; M; qui a x; associe la famille (m;)c;
avec m; = xj et m; = 0 pour tout i # j. C’est un morphisme de A-modules.

Démonstration. En exercice. D.15

Remarque D.16. Si I est fini, c’est-a-dire qu’il n'y a qu'un nombre fini de M;, alors [];c; M; =
Dic1 Mi.

Notation D.17. [T~ M; est aussi noté M; x M. Lorsque tous les M; sont égaux a un méme module
M, on note M! = [T;c; M; et M(D := @,.; M;. De plus, si I est fini de cardinal 7, on note M" =
M = M.

Remarque D.18. Puisqu’il y a un nombre fini de M;, ona M =[]\, M; = @}, M;.
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Proposition D.19. Soient M un A-module, n € IN*, et ¢; : M — M un morphisme de A-modules
pour chaque i, 1 < i < n vérifiant

+ piop;=0sii#]

+ Y, e =1idym.
Alors

(i) pourtouti=1,...,nona¢? = g

ey . M = J[L M . .
(ii) sion pose M; = Im @;, I’application ¢ i=1"1 est un isomorphisme de
pose Wi = m @i, Tapp x = (gr(x), . pu(x)) P
A-modules.
Démonstration. + 9j=gjoidu= ;o 1 9i =11 9090 = @jo9 = ¢

4+ Montrons que ¢ est injectif : si x € Ker g, alors ¢;(x) = 0 pour touti = 1,...,n, donc
0=Y",¢i(x) =idpm(x) = x. Donc Ker ¢ = {0} .

4+ Montrons que ¢ est surjectif : soity = (y;)i=1,..n € [1j=q M;. Puisque M; = Im ¢;, pour chaque
i=1,...,nilexiste x; € M tel que y; = ¢;(x;). Ona alors y; = ¢;(x;) = q)lz(xi) = ¢i(yi) : on
peut donc choisir x; = y;.
Posons x = Y,y Fixons j € {1,...,n}. Alors ¢;(x) = YL ¢;(yi) = T @i(ei(yi) =
9i(i(y)) = 9j(y) = yj- Doncy = (yi)i=1,..n = (@i(x))iy,_» = 9()-

Corollaire D.20. Soit M un A-module, et soient Nj, ..., N, des sous-modules de M. On suppose
que M est égal a la somme directe (interne) des sous-modules N;. Alors M est isomorphe a la somme
directe (externe) des modules N;.

Démonstration. On suppose que M est la somme directe interne de ses sous-modules N;. On peut
donc écrire tout élément de M de maniére unique comme somme d’éléments des N;. Définissons
donc ¢; : M — M pour 1 < i < p de la fagon suivante : si x = Y ' ;x; € M avec x; € Nj, on
pose @(x) = x;. Il est facile de voir que ¢; est bien défini (puisque I'écriture de x est unique), que
c’est un morphisme, que son image est Nj, que @; o ¢; = 0sii # jet que Zle @; = idp . D’apres la
proposition précédente, on a donc des isomorphismes M = [T"_; N; = @!_, N; ot la derniére somme

directe est externe.

Remarque D.21. Ce corollaire explique 1’abus de notation que nous faisons en notant les sommes
directes de sous-modules (interne) et de modules (externe) de la méme maniere.

Proposition D.22 (Propriété universelle du produit). Soit M un A-module, soient M;, i € I,
des A-modules et, pour tout i € I, soit f; € Homy(M, M;). Alors il existe un unique F €
Hom (M, TT;c; M;) tel que pour tout i € I le diagramme suivant soit commutatif :

Mi&HMi

iel
A
:F

M

Démonstration. Exercice. D.22
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Proposition D.23 (Propriété universelle de la somme directe). Soit M un A-module, soient M;,
i € I, des A-modules et, pour tout i € I, soit g; € Homy(M;, M). Alors il existe un unique G €
Hom (@;c; Mi, M) tel que pour tout i € I le diagramme suivant soit commutatif :

M, — % DM

iel
&i :
Y

M

Démonstration. En TD. D.23

Proposition D.24. Soit (M;);c; une famille de A-modules et soit N un A-module. Alors nous avons
les isomorphismes de A-modules suivants :

() Homa(@®;c; My, N) 2 [T,; Homa(M;, N)
(i) Homu (N, [Tic; Mi) = ITie; Homa (N, M;)

Démonstration. (i) Notons 0; : M; — ;< M; les inclusions naturelles.
Soit f € Homu (P;c; M;, N). Alors pour touti € I, f oo; € Homa (M;, N).
Posons donc ¢(f) = (f o 0i)ic; € [1ic; Homa(M;, N), et montrons que l'application ¢ ainsi
définie est un isomorphisme de A-modules.
¢ morphisme : exercice.

Soit (gi)ie; € [Tiey Homa(M;, N). La propriété universelle de la somme directe nous donne
un unique G € Homu (@;c; M;, N) tel que Goo; = g; pour tout i € I, c’est-a-dire tel que
¢(G) = (gi)ic1- Donc ¢ est bijectif.

(ii) L'isomorphisme ¢ : Homu (N, [T;c; Mi) = [lie; Homa (N, M;) est donné par ¢(f) = (m; o
f)ic1, la démonstration est similaire au cas précédent en utilisant la propriété universelle du

produit.

D.4 Suites exactes

Définition D.25. Une suite exacte de A-modules est une suite d'morphismes de A-modules M’ Som s

M" vérifiant Ker g = Im f.
En particulier, une suite 0 — M’ Lo M 5 M = 0est exacte si
+ f est injectif
4+ Kerg=Imf
+ g est surjectif.

Théoreme D.26. Soit M’ i> M 25 M” = 0 une suite exacte de A-modules. Alors, pour tout A-

module N, la suite 0 — Homu(M”,N) % Hom(M,N) 2 Homu (M, N) ou f(¢) = ¢o f et
§(p) = @ o g est exacte.

Démonstration. 4 Il est facile de vérifier que f et § sont A-linéaires.

4+ Montrons que § est injectif : si i € Ker §, alors i o ¢ = 0, c’est-a-dire que ¢ est nul sur 'image
de g. Mais g est surjectif par hypothese, donc Im g = M”, et donc ¢ est nul sur M”, c’est-a-dire
que ¥ est nul.

+ Montrons que Im§ C Ker f :soit ¢ € Img. Alors il existe p € Homu(M",N) tel que ¢ =
g(p) =¢pog. Donc f(¢) = ¢of=1ogof=0puisque Im f = Ker g par hypothese.
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+ Montrons que Ker f C Im¢ : soit ¢ € Ker f. On a donc 0 = f(¢) = ¢ o f. On cherche a
construire ¥ € Homy (M”,N) tel que ¢ = 3(¢) = pog.
Soit donc x” € M". Puisque g est surjectif, il existe x € M tel que x”" = g(x). Alors ¢(x) € N.
Posons donc P(x”) = ¢(x). Il faut vérifier que cela définit bien une application ¢ : soit x; € M

un autre élément tel que x” = g(x1). Alors x — x; € Kerg = Im f, donc il existe x’ € M’ tel
que x —x1 = f(x’). Ona donc ¢(x) — ¢(x1) = p(x —x1) = ¢(f(x')) = @o f(x’) = 0, donc
¢(x) = ¢(x1).

Il est facile de voir que I'application ¢ ainsi construite est un morphisme de A-modules, et on a
bien ¢ = $(¢) € Img.
On en déduit donc que Ker f = Im §. D.26

Remarque D.27. Si la suite 0 — M’ — M est exacte, on n’a pas nécessairement une suite exacte
Homy (M, N) — Homu(M', N) — 0. Par exemple, si M = Z, M' = 2Z et N = Z, et si on choisit ¢ €
Homu (M, N) = Homyz(2Z, Z) 'morphisme de groupes abéliens défini par ¢(2) = 1, alors ¢ n’a pas
d’antécédent dans Hom, (M, N) = Homyz(Z,Z). En effet, si ¢ a un antécédent ¢ € Homz(Z,Z),
alors 1 = ¢(2) = ¢(2) = 2¢(1) donc 2 est inversible dans Z : contradiction.

Théoreme D.28. Soit 0 — N’ %5 N % N” une suite exacte de A-modules. Alors, pour tout A-

module M, la suite 0 — Hom(M,N') %5 Hom(M,N) % Homu(M,N") ot f(g) = foget
§(p) = g o ¢ est exacte.

Démonstration. + Il est facile de vérifier que f et § sont A-linéaires.

+ Montrons que f est injectif : soit ¢ € Ker f. Alors f(¢) = 0, c’est-a-dire f o ¢ = 0, et donc
Im ¢ C Ker f. Or f est injectif, donc Ker f = {0} et donc Im ¢ = {0}, c’est-a-dire que ¢ = 0.

+ Montrons que Im f C Kerg : soit ¢ € Im f, il existe donc ¢ € Hom (M, N') tel que ¢ =
f(¢) = foge.Doncg(p) =gop = go foge = 0puisque Im f C Ker g par hypothese. Donc
P € Kerg.

4+ Montrons que Ker§ C Im f :soit ¥ € Kerg, on a donc gop = 0. On veut construire ¢ €
Homu (M, N') tel que ¢ = f(¢) = f o ¢. Soit donc x € M. Alors ¢(x) € N. De plus, g(¢(x)) =
gop(x) = 0, donc P(x) € Kerg = Im f. Comme de plus f est injectif, il existe un unique
y' € N tel que (x) = f(y'). Posons donc ¢(x) = y’. On voit facilement que 1’application ¢
ainsi construite est un morphisme de A-modules.

Remarque D.29. Une suite exacte N £ N’ — 0 n’induit pas nécessairement une suite exacte

Hom (M, N) % Homyu (M, N") — 0.

Contre-exemple: N = Z,N" = Z/2Z, M = Z /2Z. Alors'morphisme id € Homy(Z/2Z,7Z/27Z)
n’a pas d’antécédent dans Homy (Z/27Z,7) = {0} . En effet, si ¢ € Homy(Z/2Z,7Z),0on a2¢(1) =
(2-1) = ¢(2) = ¢(0) = 0donc ¢(1) =0 et donc ¢ = 0.

Proposition D.30. Soit 0 — M’ Jo M 5 M” =5 0 une suite exacte de A-modules. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un morphisme s : M"” — M tel que g o s = idps . On appelle s une section de g.
(ii) Il existe un morphisme r : M — M’ tel que r o f = id)p . On appelle r une rétraction de f.

Si ces conditions sont satisfaites, alors nous avons des isomorphismes

M=Imf®Kerr, M =Kerg®Imset M= M ¢ M’

et on dit que la suite exacte est scindée.
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Démonstration. 4+ Supposons que (i) soit vraie, et démontrons que M = Ker g ® Im . Soit x € M.
Alors x — x — s(g(x)) + s(g(x)). Or s(g(x)) € Ims, et g(x — s(g(x))) = g(x) — g 0 5(g(x)) =
g(x) — g(x) =0donc x —s(g(x)) € Kerg. Donc M = Ker g + Imss.
Soit maintenant x € Kerg NIms. Alors il existe x” € M" tel que x = s(x”), et 0 = g(x) =
gos(x”) = x", donc x = s(x”) = s(0) = 0. Donc Kerg NIms = {0}. Donc la somme est
directe et M = Ker g @ Ims.

4+ De méme, si on suppose que (ii) est vraie, on peut démontrer que M = Im f @ Kerr.

4+ Démontrons (i)=-(ii). Si on suppose que (i) est vraie, on a donc M = Ker g & Im s. Construi-
sons 7. Soit x € M, il s’écrit de maniere unique x = y +z avec y € Ker g et z € Ims. Puisque
y € Kerg = Im f et que f est injective, il existe un unique y’ € M’ tel que y = f(y’). On pose
r(x) =y
Montrons que r est un morphisme:six =y+z € Metx; =y +2z1 € M, soity’ € M’ l'unique
élément tel que y = f(y') et soit y; € M’ I'unique élément tel que y; = f(y}). Ona doncr(x) =
v etr(x;) = yj. D'autre part, x +x1 = (y +y1) + (z+z1), ety +v1 = f (V') + fF(h) = fF(V' + 1)
doncr(x+x1) =y +y) =r(x)+r(x1). De méme, r(ax) = ar(x) pour tout a € A.
Enfin, vérifions que ro f = idpy . Soitu € M'. Alors f(u) € Im f donc la décomposition de f (1)
dans Ker g @ Ims est f(u) = f(u) + 0. Par construction de r on a donc r(f(u)) = u (I'unique
antécédent de f(u) par f).

4 Démontrons (ii)=-(i). On sait que M = Im f @ Ker r et on veut construire s. Soit donc x” € M".
Puisque g est surjectif, il existe x € M tel que x” = g(x). On peut écrire x de maniére unique
comme x = y+zavecy € Imf etz € Kerr. On veut poser s(x”) = z; montrons que c’est
bien défini. Soit x; € M un autre antécédent de x” par g. Alors on peut écrire x; = y; + z1 avec
y1 € Imfetzy € Kerr.Onaalorsz—z; = (x—x1)+ (y1—y).Ory € Imf, y; € Imf, et
x—x; € Kerg =Imf,doncz —z; € Im f NKerr = {0}, donc z = z;. Donc s est bien défini.
De plus, g os(x”) = g(z) = g(x) = x” puisque y € Im f = Kerg, donc goss.

Il reste @ montrer que s est un morphisme. (Exercice).

4 Finalement, démontrons que si la suite est scindée, on a M = M’ & M"”. On sait que M =
Ker g @ Ims. Or Kerg = Im f et f est injectif, donc f définit un isomorphisme M’ — Im f

[

Ker g, donc Ker ¢ = M'. D’autre part, s est injectif puisque g o s = ids», donc de méme Im s =
M". Finalement on a bien M =~ M’ & M".

Proposition D.31. Avec les notations du théoreme |D.26| soit 0 — M’ JoM = M”50 une

suite exacte scindée de A-modules. Alors pour tout A-module N, la suite 0— Homy(M”, N) LA

Homu (M, N) ER Hom 4 (M’, N)—0 est une suite exacte.

Démonstration. On sait déja que la suite 0— Homy (M", N) £, Homyu (M, N) J, Homu (M, N) est
exacte, il reste & montrer que f est surjectif. Soit 1 € Hom (M’, N). Puisque la suite est scindée, il
existe r € Homu (M, M') tel que ro f = idyy . Alors hor € Homu (M, N), et f(hor) = horo f =

hOidM/:h.

Proposition D.32. Avec les notations du théoréeme |D.28| soit 0—N’ SN % N0 une

suite exacte scindée de A-modules. Alors pour tout A-module M, la suite 0—Homx (M, N’) J,

Hom (M, N) EA Hom 4 (M, N")—0 est une suite exacte.

Démonstration. On sait déja que la suite 0— Hom 4 (M, N') J, Hom, (M, N) 3, Homu (M, N") est
exacte, il reste a démontrer que § est surjectif. Soit 1 € Hom 4 (M, N”). Puisque la suite est scindée, il
existe s € Homu(N”,N) tel que gos = idy». Alorssoh € Homs(M,N), et §(soh) = gosoh =

idN// oh = h.
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Modules libres

Définition E.1. Soit A un anneau. Un A-module libre est un A-module isomorphe @ AY) pour un ensemble
non-vide 1.

Théoréeme E.2. Soit M un A-module. Alors il existe un A-module libre L et un morphisme surjectif
@ : L= M. En particulier, M est isomorphe a un quotient d'un A-module libre. De plus, si M est de
type fini, on peut choisir L de type fini.

Démonstration. Soit S une partie génératrice de M (que l'on peut choisir finie si M est de type fini).
Soit L = A(S). On définit @ en envoyant (as)scs € A sur Y cgass € M (notons que la somme est
finie puisque tous les a5 sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux, donc elle a bien un sens). C’est un
morphisme, qui est surjectif puisque M est engendré par S.

On en déduit par le premier théoréme d’isomorphisme un isomorphisme A(S) / Ker ¢ = M.

E.1 Modules libres et bases

Définition E.3. Soit M un A-module.

(i) On dit qu'une partie S de M est libre si pour toute partie finie T de S, la relation ) ;.1 ass = 0 avec les
as € A entraine as = 0 pour touts € T.

(ii) On dit qu’une partie S de M est une base si c’est une partie libre et génératrice de M.

Remarque E.4. (i) Soient M et N deux modules isomorphes. Il est facile de vérifier que M posséde
une base si et seulement si N possede une base.

(i) Soit I un ensemble non vide. Le A-module libre A() admet pour base I’ensemble {e;;i € I}
oli, pour chaque i € I, ¢; est I'élément (x;);c; de A} défini par x; = 0sii # jetx; = 1. En
particulier, A admet {1} pour base.

(iii) Tout A-module ne posséde pas de base. Contre-exemple : Z/6Z en tant que Z-module n’a pas
de base : par I'absurde, si x € Z/6Z est un élément d"une base, on a 6x = 0 alors que 6 n'est
pas nul dans Z; contradiction.

Proposition E.5. Un A-module M est libre si et seulement s’il posséde une base. ‘

Démonstration. D’apres la remarque qui préceéde, un A-module libre possede une base.

Supposons maintenant que M soit un A-module qui possede une base, notée S. La démonstration
du théoréme nous donne un morphisme surjectif ¢ : A(S)—M défini par @(Tscs ases) = Yoeg ass
avec les notations de la remarque ci-dessus. Il reste & démontrer que ¢ est injectif. Soit x € Ker ¢.
Alors x = Y crases ou T est une partie finie de S, et 0 = ¢(x) = Y c7ass. Mais puisque S est
une partie libre de M, on a a; = 0 pour touts € T, et donc x = 0. Donc Ker ¢ = {0} et ¢ est un
isomorphisme. Donc M est libre.

Théoreme E.6 (Propriété universelle). Soit M un A-module et soit S une partie génératrice de M.
Notons ¢ : S—M l'inclusion. Alors le module M est libre de base S si et seulement si pour tout
module N et toute application ¢ : S—N il existe un unique morphisme de A-modules f : M—N tel
que for=o0.

Démonstration. (=) Supposons que M soit libre de base S. Si x € M, il s’écrit de maniére unique
X =) ¢c1as5 ou T est une partie finie de S et les a5 sont dans A.

Supposons un instant que f satisfaisant aux conditions de 1’énoncé existe. Alors puisque f doit
étre A-linéaire et satisfaire a f o1 = ¢, on doit avoir

flx) =) asf(s) = }_asf(u(s)) = ) aso(s).

seT seT seT
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On en déduit donc que si f existe, elle est unique.

Maintenant, posons f(x) = Y .cras0(s) € N. Alors f est bien définie car 1’écriture de x est
unique. On voit facilement que f o1 = o. Il reste a vérifier que f est un morphisme de A-
modules (exercice).

(<) Supposons que M vérifie la propriété universelle. Soit N := A(S). Alors il existe un mor-
phisme de A-modules f : M—A(S) vérifiant f o1 = ¢ o1 ¢ est I'injection naturelle S— A(5)
(donc o(s) = &; pour tout s € S).

f est surjectif ; en effet, si x € A on peut écrire x = ) . rasesavec T C S fini et a; € A pour
touts € T. Alors x = Y ;c7a50(5) = Y serasf 0 1(s) = f(Xserast(s)) € Im f.

Il reste a montrer que f est injectif. Soit donc m € Ker f. Puisque S est une partie génératrice de
M, on peut écrire m = Y ;.7 ass = Y 7 asi(s) ou T est une partie finie de S. Alors 0 = f(m) =
Yeer asf(1(s)) = st as0(s) = Yot asés. Or {e5;5 € S} est une base de A(®), donc a5 = 0 pour
touts € T etdoncm = 0.

Donc f est un isomorphisme, et donc M est libre de base S.

Remarque E.7. Attention! Les A-modules n’ont pas les mémes comportements que les espaces vec-
toriels !

4+ Nous avons déja vu qu'un module n’était pas forcément libre.

4+ Un sous-module d'un module libre n’est pas forcément libre : Soit 4 un entier, et soit A =
Z/¢*Z.1idéal T = qZ/q*Z de A est un sous-module de A, qui n’est pas libre. En effet, pour
tout x € Z,onagx = 0 avec q # 0 dans A, donc aucune partie de 7 ne peut étre libre et donc
une base de 7.

4+ Un sous-module d’un module de type fini n’est pas forcément de type fini. Soit A = RN.
Alors en tant que A-module, A est (libre) de type fini (engendré par 1). Soit Z = R™) : c’est un A-
module puisque c’est un idéal, sous-module de A, mais il n’est pas de type fini. Par I’absurde :
soient x! = (x})nen, ..., x? des éléments de Z qui engendrent Z en tant que A-module. Pour
chaque j = 1,...,p, notons K; = {n € N;x), # 0} . Chaque K; est fini par définition de la
somme directe. Posons K = UleKj.
Soit N € IN, avec N ¢ K (c’est possible puisque K est fini). Soit x = (x,),en I'élément défini
parxy = letx, = 0sin # N. Alors x € Z, mais il est clair que x ¢ (x!,...,xP) ce qui contredit
le fait que {x!,...,x”} engendre 7.

En revanche, nous allons voir que deux bases d'un A-module libre de type fini ont le méme
nombre d’éléments.

Théoréeme E.8. Soit M un A-module libre. Alors toutes les bases de M ont le méme nombre
d’éléments.

Démonstration. Soit {e;,i € I} une base de M.

Soit m un ideal maximal de A (Krull). On a déja vu que M/mM est un A/m-module (exercice(C.2).
De plus, puisque m est un idéal maximal, A/m est un corps, et donc M/mM est un espace vectoriel
sur A/m. On sait donc que toutes les bases de M/mM en tant qu’espace vectoriel sur A/m ont le
méme cardinal.

Or on voit facilement que {e;;i € I} est une base de M/mM en tant qu’espace vectoriel sur A/m.
En effet, il est clair que c’est une famille génératrice. De plus, supposons que 'on ait une relation
di dépendance } ;c;aje; = 0 avec | C I fini. Alors x = 2]-‘6 jajej € tpM, donc on peut écrire x =

p—1 bpmy avec b, € m et m, € M pour tout p. Mais puisque {e;;i € I} est une base de M, on

peut écrire m, = Y ycx Apker ot K est une partie finie de I et les A, x sont dans A. On a donc une
deuxiéme écriture de x dans la base {e;;i € I} : x = Y ek 22:1 bxAp xex. Par unicité, on a K = | et
aj=b;Y.,_1Ap,; € mpour tout j. Donc a; = 0 pour tout j. La famille est donc libre.

Chaque base de M en tant que A-module fournit donc une base de M/mM en tant qu’espace
vectoriel sur A/m de méme cardinal, elles ont donc toutes le méme cardinal.

22



Définition E.9. Soit M un A-module libre. Le nombre d’éléments d’une base est appelé le rang de M.
Remarque E.10. Par convention, le module {0} est libre de rang 0.
Exemple E.11. Soit A un anneau principal. Alors tout idéal non nul de A est libre de rang 1.

En effet, soit I un idéal non nul de A. Alors puisque A est principal il existe s € A tel que I = (a).
Il est facile de vérifier que a est une base de I (en utilisant le fait que A est integre).

Proposition E.12. Soit M un A-module libre de base {e;;i € I}. Soit N un A-module et soit f €
Homy (M, N). Alors :
(i) f est entierement déterminé par {f(¢;);i € I}. Plus précisément, étant donné {y;;i € I} C N,
il existe un unique f € Homy (M, N) tel que f(e;) = y; pour touti € I.
(ii) f est injectif si et seulement si {f(e;);i € I} est libre, surjectif si et seulement si {f(e;);i € I}
engendre N et bijectif si et seulementsi {f(e;);i € I} est une base de N.

Démonstration. (i) On applique la propriété universelle des modules libres : si o : {e;;i € I} =+ N
est 'application qui a e; associe y;, alors on sait qu’il existe un unique morphisme de A-modules
f:M — Ntel que f(e;) = o(e;) = y; pour touti € I.

(ii) < Supposons f injectif. Soit | une partie finie de I et soient a;, j € | des éléments de A tels
que Yicjaif(ej) = 0. Alors f(Ycjaje;) = 0 et donc Y icjaje; = 0. Puisque {e;;i € I} est
libre on en déduit que a; = 0 pour tout j € J. Donc {f(e;);i € I} est libre.

Supposons réciproquement que {f(e;);i € I} est libre. Soit x € Ker f.Ona x € M, donc il
existe | C I fini et des éléments a;, j € | de A tels que x = Y ;c;aje;. Onadonc 0 = f(x) =
Yicjaif (ej), donc a; = 0 pour tout j € ] et donc x = 0. Donc Ker f = {0} .

< Supposons f surjectif. Soity € N. Alors il existe x € M tel que y = f(x). Avec les notations
ci-dessus, onay = Yic;a;f(ej) € ({f(ei);i € I}).
Supposons que {f(e;);i € I} engendre N. Soit y € N. Alors il existe ] C I fini et des
éléments a;, j € [ de A tels que y = Ycja;f(ej). Donc y = f(¥cjae;) € Im f. Donc
N =Imf.

< La fin est claire.

E.12

Proposition E.13. Deux modules libres de méme rang sont isomorphes. ‘

Démonstration. Soient M et N deux modules libres de méme rang. Il existe donc un ensemble non
vide I, une base {e;;i € I} de M et une base {¢;;i € I} de N (on peut supposer que les deux bases
sont indexées par le méme ensemble puisque les ensembles d’indices sont en bijection par hypothése
(méme cardinal)). D’apres la proposition précédente, on peut donc définir f € Homy (M, N) en
posant f(e;) = ¢; pour tout i € I. Puisque 1'image d'une base de M par f est une base de N, f est un

isomorphisme.

Proposition E.14. Soit M un A-module libre et soit N un A-module isomorphe a M. Alors N est
libre de méme rang que N.

Démonstration. En exercice. cf. remarque E.14

Proposition E.15. Soit 0—M’ Iy M 2 M”50 une suite exacte de A-modules.

(i) On suppose que M" est libre. Alors M = M’ & M".
(ii) On suppose que M" et M’ sont libres. Alors M est libre.

(iii) On suppose que M" et M’ sont libres de rangs finis respectifs n’ et n”. Alors M est libre de
rang n' +n’.
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Démonstration. (i) Nous allons démontrer que la suite est scindée, le résultat en découle.
Soit {e;;i € I} une base de M". Puisque g est surjectif, il existe m; € M tel que e; = g(m;)
pour tout i € I. On définit s € Homy(M", M) en posant s(¢;) = m; pour tout i € I. Alors
I’endomorphisme g o s de M" envoie ¢; sur ¢; pour tout i € I, donc g os = idy . Donc la suite
exacte est bien scindée.

(i) Soit {e;;i € I} une base de M” et soit {¢j;j € |} une base de M’. On pose K = I U ] et, pour
(0,0) sikel
(Sk,O) sik e J.
donc libre. Donc M, qui est isomorphe & M’ & M", est libre.

toutk € K, x; = { Alors {x;; k € K} est une base de M’ & M" (exercice), qui est

(iii) Cela découle immédiatement de la démonstration du point précédent : le rang de M est card(K) =
card(IUJ) =n" +n'. E.15

Annulateurs et torsion

Définition-Proposition F1. Soit A un anneau et soit M un A-module.

(1) Soitx € M. L'ensemble Anny(x) := {a € A;ax = 0} estunidéal de A, appelé annulateur de x.

(2) L'ensemble Anny (M) = Nyepm Anny(x) est un idéal de A appelé annulateur de M.

Démonstration. Exercice.

Remarque F2. On a vu que si I est un idéal de A et M est un A-module, alors M/IM est un A/I-
module.
Donc pour tout idéal I de A contenu dans Ann (M), M est un A/I-module (puisque IM = {0}).

Exercice E3. Soit M un A-module et soient N et P des A-modules. Alors
(1) Anny (N + P) = Anng(N) N Anng(P).
(2) L'ensemble (N : P) := {a € A;aP C N} estunidéal de A, égala Anny ((N+ P)/N).

Définition F4. Soient A un anneau et M un A-module. On dit que x € M est de torsion si Anny(x) #

{0}

Définition-Proposition E5. Soit A un anneau intégre, et soit M un A-module. Alors T(M) :=
{x € M; x est de torsion} est un sous-module de M, appelé sous-module de torsion de M.

Démonstration. 4+ 0€T(M)donc T(M) # 2.

4+ Soient x ety dans T(M). Il existe donca # 0 dans A tel que ax = Oetb # 0 dans A tel que by =
0. Alors ab # 0 (puisque A est integre) et ab € Anny(x — y), car ab(x —y) = b(ax) —a(bx) = 0.
Donc x —y € T(M). Donc T(M) est un groupe abélien.

4 Soita € Aetx € T(M). Alors il existe b # 0 dans A tel que bx = 0. On a donc b(ax) =
a(bx) =0,donc b € Anny(ax), donc ax € T(M).

Définition 6. Si T(M) = {0}, on dit que M est sans torsion. Si M = T (M) on dit que M est de torsion.

Proposition E7. Soient A un anneau integre et M un A-module. Alors M/T(M) est un A-module
sans torsion.
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Démonstration. Soit ¥ € M/T(M) un élément de torsion. Alors il existe a € A, a # 0, tel que ax = 0,
c’est-a-dire tel que ax € T(M). Il existe donc b € A, b # 0, tel que bax = 0. Puisque A est integre,
ba # 0, donc x € T(M) et donc X = 0.

Proposition E8. Soit A un anneau integre, soient M et N deux A-modules, et soit f € Hom (M, N).
Alors f(T(M)) C T(N).

Démonstration. Exercice.

Proposition E9. Soit A un anneau integre et soit 0—M’ Iy M 2 M une suite exacte de A-

modules. Alors la suite 0—T(M’) fM) T(M) sy T(M") est exacte.

Démonstration. 4+ Toutd’abord, la suite a bien un sens grace a la proposition précédente, puisque
F(T(M)) € T(M) et g(T(M)) € T(M”).

+ Ker (ﬂT(M/)> = Ker f N T(M') = {0} puisque f est injectif, donc f|ryr) est injectif.

+ Onagirm © flromy = (g of)|T(M/) = OcarIm f C Kerg, donc Im fr(yry C Ker g7 (ump)-

4+ Montrons enfin que Ker g7y C Im fir(ur). Soit x € T(M) tel que g(x) = 0. Alors x €
Kerg = Im f donc il existe x’ € M’ tel que x = f(x'). Il suffit de montrer que x’ € T(M’)
pour avoir x = fir(x') € Im fir(ary. Or x est de torsion, donc il existe a € A, a # 0, tel
que ax = 0. On a donc f(ax") = af(x’) = ax = 0, donc ax’ = 0 puisque f est injectif, et donc

x' e T(M').

’ Proposition F10. Soit A un anneau integre et soit M un A-module libre. Alors M est sans torsion. ‘

Démonstration. Fixons une base {e¢;;i € I} de M. Soit x € T(M); il existe donca € A, a # 0, tel que
ax = 0. On peut écrire x = ) ;c;Aje; pour des A; € A. Onadonc 0 = ax = ) ;.;ad;e;. Comme la
famille {e;;i € I} estlibre, on en déduit que pour touti € I onaal;. Maisa # 0 et A est integre, donc
Ai = 0 pour tout i € I et finalement x = 0. E10

Restriction des scalaires

Proposition G.1. Soient A, B deux anneaux, f : A — B un morphisme d’anneaux et M un B-
module. L'application
w: AxM — M
(a,m) — f(a)m

munit M d’une structure de A-module.

Démonstration. Exercice facile.

Définition G.2. Soient A, B deux anneaux, f : A — B un morphisme d’anneaux et M un B-module. La
structure de A-module induite par f sur M est appelée structure obtenue par restriction des scalaires via f.

Exemple G.3. Le cas A = R et B = C permet de considérer tout C-espace vectoriel comme un
R-espace vectoriel par restriction des scalaires.

Exemple G.4. Soient A un anneau et I un idéal de A. La projection canonique 7 : A — A/I munit

le A/I-module A/I d"une structure de A-module par restriction des scalaires. On vérifie facilement

que cette structure n’est autre que celle définie par passage au quotient par I dans le A-module A.
Par exemple, le cas A = Z et | = pZ avec p premier est trés utilisé en arithmétique.
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H Algebres

Soit k un anneau commutatif, unitaire. Dans cette section (seulement), A sera un anneau unitaire
mais pas nécessairement commutatif.

Définition H.1. Le centre de A est I'ensemble Z(A) = {a € A;Vx € A, ax = xa} . C'est un sous-anneau
(qui lui est commutatif) de A.
Lorsque A est commutatif, Z(A) = A.

Définition H.2. Une k-algebre est un couple (A, f) ot A est un anneau (unitaire mais pas nécessairement
commutatif) et f : k — Z(A) est un morphisme d’anneaux. Par abus de langage, on parle alors de la k-algebre
A (en oubliant la mention explicite de f).

f est appelé morphisme structural de A.

Si l'anneau A est commutatif on dit que I'algebre A (ou (A, f)) est commutative.

Remarque H.3. Soit (A, f) une k-algebre. Puisque A est un Z(A)-module (exercice) et f : k — Z(A)
un morphisme d’anneaux, alors A est un k-module par restriction des scalaires (l'action de A € k sur
a € A estdonnée par A-a = f(A)a). Ainsi, une k-algebre A est en particulier un anneau A muni
d’une structure de k-module. Cependant, sur cette structure de k-module est imposée une condition
de compatibilité avec le produit de A; en effet, pour A € ket x,y € A,onaA- (xy) = f(A)(xy) =
(f(M)x)y = (A-x)yetA-(xy) = (f(M)x)y = (xf(A))y = x(f(A)y) = x(A - y) (puisque f(A) est dans
le centre de A).

Proposition H.4. Une k-algébre est la donnée d’un anneau A et d'une application y : k x A — A
quia (A, a) associe A - a et qui munit le groupe abélien A d’une structure de k-module, tels que pour
A€ketx,yc AonaitA- (xy) = (A-x)y = x(A-y).

Démonstration. Exercice (on retrouve la définition en considérant f : k — Z(A), A — A -1,).

Définition H.5. Soient (A, f) et (B, g) deux k-algebres. Un morphisme de k-algeébres de A dans B est une
application h : A — B qui est un morphisme d’anneaux et tel que ho f = g.
On a les notions habituelles d’endomorphisme, isomorphisme et automorphisme de k-algebres.

Lemme H.6. Soient (A, f) et (B, g) deux k-algebres. Une application & : A — B est un morphisme
de k-algebres si et seulement si /1 est un morphisme d’anneaux et un morphisme de k-modules.

Démonstration. Exercice.

Exemple H.7. (a) Soit A un anneau. L'application ¢4 : Z — Z(A) qui a s associe s - 14 (somme
de 14 avec lui-méme s fois) est un morphisme d’anneaux. Tout anneau est donc canoniquement
muni d’une structure de Z-algeébre.

(b) Si I est un idéal d’'un anneau commutatif A, alors A/ est canoniquement muni d"une structure
de A-algebre (commutative) par la projection canonique.

() L'injection canonique d’un anneau commutatif A dans ’anneau de polyndémes A[X]| munit A[X]
d’une structure de A-algebre (commutative).

Remarque H.8. Soit (A, ) une k-algebre. En général, f n’est pas injective. Cependant, si k est un

corps et si A nest pas nul, alors f est injective (puisque son noyau est un idéal de k distinct de k,
donc nul).
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Donc si k est un corps et si (A, f) est une k-algebre, k s’identifie a un sous-anneau de A (via f et
I'inclusion Z(A) < A).

Définition H.9. Soit A une k-algebre commutative. Si x1, . .., xs sont des éléments de A, une combinaison
algébrique en les x1, . .., x5 est un élément de A de la forme

Y, A
(i1,...,15) EIN®

les Aj,,...i. € k étant presque tous nuls (pour que cette somme ait un sens).

Définition H.10. Soit k un anneau.

(i) Une k-algebre commutative A est de type fini (comme k-algebre) s'il existe une famille finie {x1, ..., xs}
d’éléments de A telle que tout élément de A soit une combinaison algébrique en les x1, . .., xs. On dit que
{x1,..., x5} engendre A comme k-algebre.

(ii) Un anneau commutatif A est dit de type fini s’il est de type fini comme Z-algebre. [Les anneaux com-
mutatifs sont les Z-algebres commutatives].

Définition H.11. Soient k un anneau et A une k-algébre commutative. Une sous-k-algebre (commutative)
de A est un sous-anneau B de A tel que Im f C B.

Lemme H.12. Soient k un anneau et (A4, f) une k-algébre commutative. Une partie B de A est une
sous-k-algebre de A si et seulement si B est un sous-anneau de A qui est aussi un sous-k-module de
A.

Démonstration. Exercice. H.12
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IV Anneaux de polynomes

A Anneaux de polynémes

Dans toute cette section, A désigne un anneau.
Soit n € IN*. L'ensemble IN” est muni d’une structure de monoide commutatif (dont 1’élément
neutre est noté 0) par la loi de composition interne

+ N" xIN* — IN"
((ill'"/il’l)/(j1/~-'/jn)) = (i1+j1/---/in+jn)

(c’est-a-dire que IN" est un ensemble muni d"une loi de composition interne qui est associative, qui
admet un élément neutre et qui est commutative). Si x € IN" et p € IN¥, on note p.x la somme
X+ -4 x (p fois) et on pose 0.x = 0. Pour 1 < i < n, onposee; = (0,...,0,1,0,...,0) (1 en i-eme
position). Il est immédiat que tout élément de IN" s’écrit de fagon unique Y} ; u;.e; avec u; € IN.

On considere le A-module libre A™N"). Sur AN"), on définit une loi de composition interne :

c s AN AN 4N
((ai)ienn, (bi)ienn) = (Ci)ienn

o, pour i € IN", on pose ¢; = Z a;by.
i=j+k

Théoreme A.1. Laloi de composition interne + du A-module AN") etla loi de composition interne

x définie ci-dessus munissent AN") d’une structure d’anneau. De plus, I'application ¢ : A —
AN qui a a dans A associe I’élément de AN") dont 1'unique coefficient éventuellement non nul
est celui d’indice 0 qui vaut 4, est un morphisme injectif d’anneaux. Enfin, la structure de A-module
de AIN") induite par restriction des scalaires via ¢ coincide avec la structure naturelle de A-module

de (la somme directe de A-modules) ANN").

Démonstration. Exercice.

Remarque A.2. (i) Le théoreme montre que AN") est une A-algébre de morphisme structural
®.
(ii) Comme l’application ¢ est un morphisme injectif d’anneaux de A dans A
souvent les éléments de A et leur image par ¢ dans A(N").

(N") " on identifiera

(iii) Soienta € A et x € AN"). On peut calculer a.x (si 'on utilise la structure de A-module de
ANy et e produit ax = ¢(a)x (si’on utilise la structure d’anneau de AMN")) Le théoreme
montre qu’en fait a.x = ax.

Définition A.3. Soit 1 < i < n, on note X; I'élément de AN dont l'unique coefficient non nul est celui
d’indice e; qui vaut 1. Un élément de AN") de la forme X ... X;, avec (i1,...,i,) € IN" s’appelle un
mondéme de AN") (enles Xy, ..., Xn).

Proposition A.4. L'ensemble des mondmes de AN") en les Xi,...,X, est une base du A-module

AN

Démonstration. On note {e,; € IN"} la base de AN") de la remarque I On vérifie facilement

que pour tout (iy,...,i,) € N", ona XT X = €(iy,...i,)- Donc 'ensemble de tous les mondmes de
AWN") est égal a la base {e,;0 € N"}.

29



Remarque A.5. La propositionassure que tout élément de ANN") s’écrit, de fagon unique, sous la

forme .
11 1
2 a(ill,__,in).Xl . Xn”,
(#1,+-/in ) ENM

ouag, i) € A pourtout (i,...,in) € N" (somme finie).

Définition A.6. La A-algebre AN") s'appelle I'anneau des polyndmes en n indéterminées X1,..., Xy, a
coefficients dans A. On la note souvent A[Xy, ..., Xy].

Exemple A.7. Lorsque le nombre d’indéterminées n’est pas trop élevé, onles note souvent X, Y, Z, T, . ..
plutdt que X1, Xo, X3, X4, . ...
Ainsi, 'anneau de polynémes en 2 indéterminées X, Y et a coefficients dans A sera noté A[X, Y].

Ses éléments s’écrivent de fagon unique sous la forme ) ; yene 4; ) XY,

Théoréeme A.8 (Propriété universelle des anneaux de polynémes). Soient Bunanneau, f : A — B
un morphisme d’anneaux (B est donc muni d'une structure de A-algebre commutative via f) et
by,..., by € B.1l existe un morphisme de A-algebres ¢ : A[Xj,...,X,] —> B et un seul tel que,
pour1l <i<n, g(X;) =b.

Démonstration. On vérifie facilement que 'application ¢ : A[Xj,..., X,] —> B définie par

g ( Z u(illn-/in)'Xil ce X;") = Z f(ﬂ(ill.“’in))bil e bz’
(

i1 EN (i1,-vrin) ENT
vérifie les propriétés requises.

Remarque A.9. On reprend les notations du théoréme Le fait que g soit un morphisme de A-
algebres, revient a dire que c’est un morphisme d’anneaux tel que le diagramme suivant soit com-
mutatif :

A—t= AIXy, ..., X
8
~_
B
(cf. Lemme ITT{H.6).

Exemple A.10. Soit A un anneau et soit ] unidéal de A. Le morphisme d’anneaux f : A — (A/I) [X]
obtenu par composition de la projection 77 : A — A/I et del'inclusion A/I — (A/I)[X] induit donc
grace au théoréeme un morphisme d’anneaux ¢; : A[X] — (A/I)[X] qui prolonge f et tel que
¢1(X) = X (c'est-a-dire que @;(Y/a; X') = Y1 (a;) X"). Il est clair que ¢ est surjectif.

Corollaire A.11. Soitm € IN*, m < n.

(i) Il existe un unique morphisme de A-algebres iy, : A[X1,..., Xm] — A[X3, ..., Xy] tel que,
pour 1 < i < m, iyn(X;) = X;. De plus, iy, est injectif et son image est la sous-A-algebre de
A[Xy,..., X,] engendrée par X, ..., Xp.

(i) Il existe un unique morphisme de A-algebres p, . @ A[X1,..., Xu] — A[Xy, ..., Xu] tel que,
pour 1 < i< 1, pum(X;) = Xisii < metpymu(X;) = 0sinon. De plus, p,,n est surjectif et son
noyau est I'idéal (Xy41,..., Xn) de A[X, ..., X,] engendré par Xy, 41, ..., Xu.

(ii) Ona pum 0 imn = idajx,,... x,]-
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Démonstration. (i) L'existence et 1'unicité du morphisme i,,, se déduisent immédiatement de la
propriété universelle des anneaux de polyndomes. L'injectivité de i, , est immédiate puisque
cette application envoie la base canonique de A[Xj, ..., X sur une famille libre de A[X7, . .., X,].
Enfin, il est clair qu'un élément de A[Xj, ..., X,] est dans I'image de A[Xj, ..., X,,] si et seule-
ment s'il est combinaison algébrique des éléments Xj, ..., X, de A[Xy, ..., Xu].

(ii) En exercice.
(iii) En exercice. All
Si B est une A-algebre commutative de morphisme structural f : A — B, il est clair que ’anneau

de polyndmes B[X] en une indéterminée X et & coefficients dans B est une A-algeébre commutative

de morphisme structural A J,p B[X].

Corollaire A.12. On suppose n > 1. On note B I'anneau de polyndomes en n — 1 indéterminées
notées Yi,...,Y,_1 et a coefficients dans A : B = A[Y3,...,Y,—1]. Alors, pour 1 < i < n, il existe
un isomorphisme ¢; : A[Xj,...,X;] — B[Y] de A-algebres et un seul tel que ¢;(X;) = Y; si
J<i,¢i(Xj) =Y_1sij>iet¢(X;) =Y. En particulier, les A-algebres A[Xj,..., X,] et B[Y] sont
isomorphes.

Démonstration. La propriété universelle des anneaux de polynomes assure 1'existence des morphismes
@; de A-algebres, pour 1 < i < n. Le fait que ces morphismes soient des isomorphismes provient du
fait qu’ils envoient une base en tant que A-module de A[Xj, ..., X, (les mondmes en les X, ..., X;)
sur une base en tant que A-module de A[Y3, ..., Y,_1][Y] (mondémes enles Yy,..., Y, 1 etY).

Corollaire A.13. Soit A un anneau intégre et n € IN*. L'anneau de polynémes A[Xj, ..., X,] en n
indéterminées est intégre.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Le résultat est connu si n = 1 (il suffit de regarder
les coefficients dominants des polynoémes). Il suffit ensuite d utiliser le corollaire pour conclure.

On rappelle que si B est un anneau, l'anneau de polynémes B[Y] en une indéterminée a coeffi-
cients dans B est muni d’une application deg, : B[Y] — {—oco} UIN qui a tout polynéme P € B[Y]
associe son degré.

Définition A.14. Soit P € A[Xj,..., Xu]; on pose degy P = degy ¢i(P) oil, pour 1 < i < n, ¢; est le
morphisme défini au corollaire[A.12, La fonction degy est appelé le degré partiel en X;.

Outre les degrés partiels, on peut associer a tout polyndme un degré total. Si i = (iy,...,i,) est
dans IN”, on appelle longueur de i 'élément de IN défini par |i| = Y\ is.

Définition A.15. Soit P =Y (i i yen Ay, i) X1 --- X € A[X1, ..., Xa] \ {0}, 0it ag;, ;) € A, pour
tout (i1, ...,in) € IN". Le degré total de P, noté deg P, est défini par

......

Le degré total du polyndme nul est —oo, par convention.

31



B Fonctions polynomiales.

Dans toute cette section, A est un anneau.

Si n € IN*, on note F(A", A) I'ensemble des applications de A" dans A. Il est bien connu que
F (A", A) estun anneau. Pour tout élémenta € A, notons f, € F(A", A) 'application, dite constante,
qui envoie tout élément de A" sur a. L'application

A — F(A"A)
a — fa

est un morphisme d’anneaux, comme on le vérifie facilement. On en déduit que F (A", A) est muni
d’une structure de A-algebre commutative. Si m € IN*, m < n, soit

nn,m: A1’l H Am
(g, ...,0n) = (&1,...,0p) "

la surjection canonique. On en déduit une application

Omn ]:(Am,A) — f(A”,A)
f — fonn,m '

On vérifie facilement que 0y, est un morphisme injectif de A-algebres.
Soit P = Y, ieNn (i, i)- X L X e AlXy, ..., Xu], 0tag, iy € A pourtout (iy,...,in) €
IN". On associe a P la fonctlon Pe ]-" (A”, ) définie par

,,,,,

P : A" — A ‘
(@1, n) = Yy i)eNt i) & -

Cette fonction s’appelle la fonction polynomiale associée a P. Par abus de notation, pour (a1, ...,a,) €
A", on écrira souvent P(ay,...,a,) aulieude P(ay, ..., a,).

Proposition B.1. Soit n € IN*. L'application A[Xj, ..., X,] — F(A", A), P — P estun morphisme
de A-algebres. Son image est notée J,q (A", A) et est appelée la A-algebre des fonctions polyno-
miales sur A”.

Démonstration. C’est une simple vérification.

Soit n € IN*. La proposition [B.1montre que I'on dispose d'un morphisme surjectif de A-algebres

Pn A[X1,...,Xn] — fpol(An,A)
P — P '

En outre, on vérifie facilement que, pour m € IN*, m < n, le diagramme suivant est commutatif :

Imn

A[X],...,Xm]HA[XL...,X”] (Bl)
(Pmi \L(Pn
Fool(A™, A) Fool (A", A)

mn

Remarque B.2. (1) On sait que si K est un corps, le morphisme ¢; : K[X] — Fpoi(K, K) est injectif
si et seulement si K est infini.

(2) Enfait, al’aide du diagramme commutatif (B.1) appliqué avec m = 1 et A = K, il s’ensuit aussitot
que si K est fini et n € N*, ¢, : K[Xq,..., Xu] — Fpoi(K", K) n’est pas injectif.
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Le théoreme suivant montre l'injectivité de ¢, lorque K est infini.

Théoréme B.3. Soit K un corps infini et n € IN*. Le morphisme ¢, de K-algebres est un isomor-
phisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer que, pour tout n € IN*, ¢, est injectif (puisqu’il est surjectif par
construction). On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est connu. On suppose le résultat
acquis jusqu’a l'ordre s, s € IN*. Soit P € K[Xj, ..., Xs+1]; il existe une famille {P; };cn d’éléments de
K[X,...,X] telle que P = Y ;e P;X! ;. Sil’on suppose P non nul, alors il existe iy € N tel que P;, #
0. Par hypothese de récurrence, on en déduit 1’existence de (ay, ..., as) € K° tel que EO (ay,...,a5) #0.
Soit enfin ¢ le morphisme de K-algebres ¢ : K[Xy,..., Xs41] — K[Xs41] tel que, pour 1 < i <5,
X; > a; et Xgiq — Xs41. Alors, il est clair que ¢(P) est un polynéme non nul de K[X;.1]. Il existe
donc a € K tel que ¢(P)(a) # 0. On en déduit aussitét que P ne s’annule pas sur (ay, ..., as,a), donc
la fonction polynomiale associée a P est non nulle.

C Arithmétique dans les anneaux de polynémes

C.1 Théoremes de transfert.

Dans cette section, on étudie le transfert de la propriété d’étre factoriel de I'anneau A a 'anneau
A[X].

On peut remarquer que, comme 1'indique le corollaire la propriété d'un anneau d’étre
principal ne se transfere pas de I'anneau A a 'anneau A[X]. Il résulte aussi de[IIJC.23|que la propriété
d’un anneau d’étre euclidien ne se transfeére pas de 'anneau A & ’anneau A[X].

On va montrer que, par contre, la propriété d’étre factoriel se transfere de I’anneau A a ’anneau
A[X]. Pour ce faire, il faut introduire la notion de contenu d’un polynome.

Définition C.1. On suppose A factoriel.
(1) Si P € A[X]\ {0}, un élément de A est appelé un contenu de P si c’est un p.g.c.d. des coefficients de P.
(2) Un polynéme P € A[X] \ {0} est dit primitif si 1 est un p.g.c.d. de ses coefficients.

Lemme C.2. Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X] \ {0}. Alors p € A est un contenu de P si et
seulement s'il existe P} € A[X] primitif tel que P = pP; et deg P, = deg P.

Démonstration. (=) Soit p un pged des coefficients de P (il existe puisque A est factoriel). No-
tons P = YI' ;a;X". Alors pour tout i il existe a} € A tel que a; = pa’. On a alors P = pP; avec
P =Y ga: X' € A[X]. Il est clair que deg P; = deg P. Il reste a montrer que P; est primitif.
Soit d un pged des coefficients de P;. Alors pour tout i il existe a/' € A tel que a; = da}. Mais
alors a; = dpa!’ pour tout i, donc dp divise tous les a;, donc dp divise p qui est un pged des a;.
Donc d est inversible, et donc 1 est pged des coefficients de P;.

(«<=) Supposons que P = pP; avec P; primitif de méme degré que P. Il est clair que p divise
tous les coefficients de P, donc p divise le contenu de P. Posons P, = Y.I' ; a'X' et notons ¢ un
contenu de P. On a alors ¢ = pg avec g € A etc | pa, pour tout i, donc on déduit que g | 4} pour
tout i, et donc que g est inversible dans A puisque P; est primitif. Donc p est associé a c et donc

p est un contenu de P.

Lemme C.3 (Lemme de Gauss). On suppose A factoriel. Soient P et Q des polyndmes non nuls de
A[X].

(1) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

(2) Si p et g sont des contenus de P et Q respectivement, alors pgq est un contenu de PQ.
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Démonstration. (1) On raisonne par l’absurde. Supposons que 1 n’est pas p.g.c.d. des coefficients de
PQ. Alors, puisque A est factoriel, il existe un pgcd des coefficients de PQ. Soit 7 € A un diviseur
irréductible de ce pged ; il divise donc tous les coefficients de PQ. Soient d, e les degrés respectifs
de P et Q; comme P et Q sont primitifs, il existe au moins un coefficient de P et un coefficient
de Q qui ne soit pas divisible par 7. Posons P = ¥4 a;X!, Q = Yi-o biX, iy = inf{i, 0 < i <
dtqm{a;}etjo=inf{j, 0 <j<etqrm{b,}. Le coefficient dindice iy + jo de PQ est

2 aib]- = aiob]-o + 2 aib]-.

i+j=io+jo Tti=io+io
i<igouj<jp
Mais alors, par définition de 77, v divise le membre de gauche et le second terme du membre de
droite dans 1’équation ci-dessus, donc 7t|a;, bj,- Comme A est factoriel et 7t irréductible, il s’ensuit
(condition d’Euclide) que 7t divise 4;, ou bj,, ce qui constitue une contradiction. Ainsi 1 est p.g.c.d.
des coefficients de PQ.

(2) On utilise le lemme Il existe des polyndmes primitifs P/, Q" € A[X] tels que P = pP/, Q =
qQ’, degP = degP’ et degQ = degQ'. Alors PQ = pqP’'Q’" avec P'Q’ primitif d’apres (1) et
deg(P'Q’) = deg(PQ). Alors pq est un contenu de PQ d’apres le lemme

Lemme C.4. Soient A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Soit P € A[X]. On suppose
qu’il existe Q, R dans K[X] tels que P = QR. Alors il existe Q’, R’ dans A[X] et ,  dans K \ {0} tels
que P = Q'R', Q' =aQ, et R = BR.

Remarque C.5. On rappelle que puisque A est factoriel, il est intégre, donc son corps des fractions
existe. De plus, A peut étre identifié a un sous-anneau de K.

Démonstration. En réduisant tous les coefficients de Q et R aux mémes dénominateurs, on voit qu’il
existe q,r € Aet Qp, Ro € A[X] tels que gQ = Qp et YR = Ry. On a alors deg Qp = deg Q, deg Ry =
deg R et QoRg = gqrP.

Soient ¢ un contenu de Qg et d un contenu de Ry. On peut donc écrire Qp = cQ1 et Rg = dR; avec
Q; et Ry dans A[X] primitifs et tels que deg Q1 = deg Qo et deg Ry = deg Ry d’apres le lemme
On a donc grP = cdQ1R; avec Q1R; primitif (lemme de Gauss), donc a l'aide du lemme on en
déduit que cd est un contenu de grP et donc que gr divise cd : il existe A € A tel que cd = Aqr d’out
P = AQqR;. Finalement on pose « = Ac "' € K, =d 'r € K, Q' =aQet R’ = BR.

Remarque C.6. Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions. On a alors une injection
A — K — K[X] qui est un morphisme d’anneaux. On en déduit donc grace a la propriété universelle
des anneaux de polyndmes un morphisme de A-algebres A[X] — K[X] qui a X associe X. Il est facile
de voir que ce morphisme est injectif, et donc que A[X] peut étre identifié & un sous-anneau de K[X].

Théoreme C.7. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A[X] sont les éléments irréductibles de A et les polyndomes de A[X]
de degré supérieur ou égal a 1, primitifs et qui sont irréductibles dans K[X].

Démonstration. On rappelle que A[X]* = A (A est integre).

(1) Soita € A. Montrons que a est irréductible dans A[X] si et seulement s'il est irréductible dans A.

<> Si a est irréductible dans A, il est non nul et non inversible dans A et donc dans A[X]. De
plus,sia = PQ, P,Q € A[X], alors P,Q € A et P ou Q est un élément inversible de A donc
de A[X].

< Réciproquement, si a est irréductible dans A[X], il est non nul et non inversible dans A[X]
et doncdans A etsia = bc, b,c € A, alors b ou ¢ est inversible dans A[X] et donc dans A.

(2) Soit P dans A[X] de degré supérieur ou égal & 1. Alors P est non nul et non inversible dans A[X].
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< Supposons P primitif et irréductible dans K[X]. Si P = QR avec Q, R € A[X], l'irréductibilité
de P dans K[X] assure que Q, par exemple, est un élément inversible de K[X]. Donc, Q = a
aveca € A\ {0}. L'égalité P = aR assure que si d est p.g.c.d. des coefficients de P, a|d. Mais
P est primitif, donca € A*. Ainsi, P est irréductible dans A[X].

< Réciproquement, supposons P irréductible dans A[X]. Si d est un contenu de P, alors P =
dP" avec P’ € A[X] de degré > 1 donc non inversible, donc d est inversible dans A et donc
P est primitif. Montrons que P est irréductible dans K[X]. Il n’est pas inversible dans K[X]
(de degré > 1). Si P = QR dans K[X], grace au lemme|C.4)on peut supposer que Q et R sont
dans A[X]. Or P est irréductible dans K[X] donc par exemple Q est inversible dans A[X] et
donc Q est inversible dans K[X].

Théoreme C.8. Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. 4+ On sait déja que A[X] est integre puisque A est integre.

4+ On commence par montrer que 1'anneau A[X] satisfait la condition (E). Soit P € A[X], non
nul et non inversible dans A[X].

Si P est de degré 0, il s’écrit comme produit d’irréductibles de A (et donc de A[X] d’apres le
théoreme[C.7).

Si P est de degré > 1, P est non nul et non inversible dans K[X] (ot1 K est le corps des fractions
de A). Comme K[X] est principal (K est un corps) et donc factoriel, il existe r € N* et Py, ..., P,
polynomes irréductibles de K[X] tels que P = P ... P,. Par réduction au méme dénominateur,
ilexiste p € AetP,...,Pl € A[X] tels que pP = P;,..., Pl et,pour 1 < i < r,degP; =
deg Pi’ . Pour tout i, 1 < i < r, soit d; un contenu de Pi’ . Alors pour chaque i on peut écrire
P! = d;P!" avec P!' € A[X] primitif deg P = deg P; d’apres le lemme etd :=dy...d, est
un contenu de P] ... P/ = pP. On en déduit donc que p divise d; écrivons d = pg avec q € A.
Alors P = gP;y'...P/'. Chaque P/ est irréductible dans A[X] puisqu’il est primitif, de degré
> 1 et irréductible dans K[X] (il est associé a P; dans K[X]). En décomposant g en un produit
d’irréductibles de A (possible car A est factoriel) donc de A[X], on obtient une décomposition
en facteurs irréductibles de P dans A[X].

4 Pour montrer que A[X] est factoriel, c’est-a-dire que la condition (U) est vérifiée, il suffit grace
au théoreme de montrer que A[X] satisfait la condition de primalité, c’est-a-dire de
montrer qu'un élément irréductible de A[X] engendre un idéal premier de A[X]. Soit P un
polyndme irréductible de A[X].

SiP =a € A, alors a est un irréductible de A. On a un morphisme surjectif d’anneaux
AlX] = (A/(a))[X] (cf. exemple [A.10), et il est facile de voir qu'il induit un isomorphisme
Al[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] par le premier théoreme d’isomorphisme. Or A est factoriel et a
irréductible dans A, donc A/(a) est integre, donc A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] est integre, et
donc aA[X] est un idéal premier de A[X].

Si maintenant deg P > 1, alors P est primitif et irréductible dans K[X]| d’apres Comme
P est irréductible dans 1’anneau factoriel K[X], PK[X] est premier dans K[X]. I suffit donc de
montrer que PA[X] = PK[X] N A[X] pour conclure que PA[X] est premier dans A[X]. Il est
clair que PA[X] C PK[X] N A[X]. Montrons l'autre inclusion : soit PQ € PK[X] N A[X], avec
Q € K[X] et PQ € A[X]. Nous allons montrer que Q € A[X]. En réduisant les coefficients de Q
au méme dénominateur, on peut écrire dQ = Q" avecd € A, Q' € A[X] et deg Q" = deg Q. De
plus, quitte & diviser cette égalité par le contenu de Q’, on peut supposer que Q' est primitif.
Donc dPQ = PQ' est primitif puisque P et Q' le sont. Or PQ € A[X], donc d est un contenu de
dPQ (lemme . On en déduit donc que d est inversible dans A, et donc que Q = d1Q’ €

A[X].

Théoreme C.9. Si A est factoriel et n € IN*, alors A[Xj, ..., X,] est factoriel.

Démonstration. Par récurrence sur n a l’aide du théoréme et du corollaire
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Remarque C.10. On vérifie facilement que si A est un anneau tel que A[Xj, ..., X,,] est factoriel, alors
A est factoriel.

Cependant, en général, un sous-anneau ou un anneau quotient d’'un anneau factoriel n’est pas
factoriel. Par exemple, Z[i/3] n’est pas factoriel mais c’est un sous-anneau de C qui est factoriel et
c’est le quotient Z[X]/(X? + 3) de Z[X] qui est factoriel.

C.2 Tests d’irréductibilité.

Soit I un idéal de I'anneau A. On note ¢; : A[X] — (A/I)[X] le morphisme d’anneaux de

I'exemple

Proposition C.11. Soient A un anneau factoriel et I un idéal premier de A. Soit P = Y ja; X' €
A[X] aveca, ¢ I,n > 1; si ¢1(P) est irréductible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X], alors P
est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. Supposons que P = QR avec Q, R dans K[X]. Grace au lemme
on peut supposer que Q et R sont dans A[X]. Posons Q = Z?:o biX et R = YI_ ;X' avec
byey # 0.0n a ¢1(P) = ¢1(Q)¢1(R). Mais deg ¢;(P) > 1 (puisque @, # 0 dans A/l etn > 1),
donc dans les deux cas de 1’énoncé ¢;(P) est irréductible dans (Frac(A/I))[X]. Donc par exemple
¢1(Q) est inversible dans (Frac(A/I))[X], et c’est donc un élément non nul de Frac(A/I). Donc

deg ¢;(Q) = 0. Mais 0 # @, = b,c;, donc b, # 0, et donc deg ¢;(Q) = 9. DoncdegQ = g = 0et Q
est une constante non nulle de K, donc inversible dans K et donc dans K[X]. Donc P est irréductible

dans K[X].

Proposition C.12 (Critére d’Eisenstein). Supposons A factoriel et considérons P = Y ,a;X' €
A[X] avec n = degP > 1. S'il existe un élément irréductible p de A tel que p 1 a,, p|a; pour
0 <i<n—1etp?tag, alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. Puisque deg P > 1, P n’est pas inversible dans K[X]. Supposons
que P ne soit pas irréductible dans K[X]. Alors, il existe Q,R € K[X] tels que P = QRet0 < g =
degQ < degPet0 < r = degR < deg P. D’apres le lemme|C.4} on peut supposer que Q, R € A[X].
Posons Q = Z?:o ijj etR=Y;, ¢ X*. Comme p ne divise pas a,, p ne divise ni b, ni c,. Comme
p divise ag et p2 ne divise pas ag, 1'égalité ap = bpcy assure que p divise by ou cg (car A satisfait la
condition d’Euclide) mais pas les deux. Quitte a échanger Q et R, on peut supposer que p divise ¢ et
pas by. Soitdonc ¢ = inf{l <i < rtel que p1c;};commer < n,1'égalitéa, = bocy + - - - + byco montre
que bocy est divisible par p et donc que ¢, est divisible par p. Ceci constitue une contradiction.
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V  Anneaux et modules ncethériens

A Modules ncethériens

Nous avons vu qu’en général un sous-module d’'un module de type fini n’est pas de type fini.
Nous allons maintenant étudier une classe de modules pour lesquels cette propriété est vérifiée.

Définition-Proposition A.1. Soit M un A-module. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(I) Tout sous-module de M est de type fini.
(IT) Toute suite croissante (pour 'inclusion) de sous-modules de M est stationnaire.

(III) Tout ensemble non vide de sous-modules de M contient un élément maximal.

Si ces conditions équivalentes sont vérifiées, on dit que M est ncethérien.

Démonstration. (D=-(I) Supposons que tout sous-module de M est de type fini. Soit M; C
M, C ... C M, C ...une suite croissante de sous-modules de M.
Soit N = U;>1M;. Alors N est un sous-module de M (exercice : utilise le fait qu’on a une suite
croissante de sous-modules). N est donc un A-module de type fini par hypothese. Soit {a, ..., a,}
une partie génératrice de N. Pour chaque i, 1 < i < 7, il existe n; tel que a; € M,,. Soit s =
max {n;i=1,...,r}. Alors a; € M; pour tout i, et donc N C M; C N.Donc N = M;, et donc
Mj = N = M; pour tout j > s. La suite est stationnaire.

(IN=-(III) Supposons que toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire. Soit S
un ensemble non vide de sous-modules de M. Par 'absurde, on suppose que S ne contient pas
d’élément maximal.

Soit My € S. Puisque My n’est pas maximal, il existe M; € S tel que My ; M.
De méme, M; n’est pas maximal, donc il existe M, € S tel que M; ; M.
Par récurrence, on construit une suite strictement croissante de sous-modules de M (dans S).
Cela contredit (II).

(IIN=-(I) Supposons que tout ensemble non vide de sous-modules de M contient un élément
maximal. Soit N un sous-module de M. On veut montrer que N est de type fini.
Soit ag € N. Alors (agp) est un sous-module de N. Si (ap) = N, c’est terminé.

Si (ag) # N, alors il existe a; € N\(ag). Alors (ag, a1) est un sous-module de N. Si (ag,a1) = N,
c’est terminé.

Si (ag,a1) # N, alors il existe a, € N\(ag, a1). Alors (ay, a1, a2) est un sous-module de N. etc.
Sil’onn’obtient pas N au bout d"un nombre fini d’étapes, on aura construit une suite ag, ay, ..., ay, . ..
d’éléments de N tels que pour toutn,a,.1 & (ao, ..., a,). Pour chaque p, posons N, = (ao, ..., ap),
etsoit S = {N ;pE IN} . D’apreés (III), S a un élément maximal, N,. Mais on a Npy+1 € Set
Np, G Npy41 : contradiction avec le fait que Ny, soit maximal.

Donc on doit obtenir N au bout d’un nombre fini d’étapes, et donc N est de type fini.

Remarque A.2. Soit M un module ncethérien. Puisque M est un sous-module de M, il est de type
fini.

Proposition A.3. Soit M un A-module ncetherien. Alors tout sous-module de M et tout module
quotient de M est ncethérien.

Démonstration. Soit N un sous-module de M. Alors tout sous-module de N est un sous-module de
M donc est de type fini. Donc N est ncethérien d’apres (I).
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Soit M = M/N un quotient de M. Soit My, ..., M,, ... une suite croissante de sous-modules
de M. Notons 7w : M — M la projection canonique, et pour tout n soit M, = 7~ *(M,). Alors
My, ..., M,, ... est une suite croissante de sous-modules de M, donc elle stationne, et donc puisque
M, = nn Y (M,) = n(M,) la suite My, ..., M,, ... stationne. Donc M est ncethérien d’apres (II).

Proposition A.4. Soit M un A-module et soit N un sous-module de M. Si N et M/N sont
ncethériens, alors M est noethérien.

Démonstration. 4+ Etant donné un sous-module quelconque L de M, on peut lui associer le sous-
module LN N de N et le sous-module (L + N)/N de M/N.

Montrons que si L est un sous-module de L tel que L' "N = LN Net (L'+ N)/N = (L +
N)/N, alors L' = L : il suffit de montrer que L C L’. Soit x € L. Alors puisque (L + N)/N =
(L'+N)/N,ilexistey € L' etuetvdans N telsque x + u =y +v. Maisalorsx —y =v—u €
LNN (puisquey € L' C L).Doncx =y+v—uavecy € L'etv—uec LNN=L'NNCL,
donc x € L. Donc L' = L.

4+ Maintenant montrons que M est ncethérien. Soit My, ..., M,, ... une suite croissante de sous-
modules de M. Alors (M, N N), est une suite croissante de sous-modules de N qui est noethérien,
donc elle stationne, et ((M,, + N)/N), est une suite croissante de sous-modules de M/ N qui est
neethérien, donc elle stationne. Il existe donc r tel que pour toutn > r onait M, "N = M, NN
et (M, + N)/N = (M, + N)/N. D’apres la premiere partie de la démonstration on en déduit
que M, = M, pour tout n > r. Donc la suite (M, ), stationne.

Corollaire A.5. Si 0 — M’ i) M 2 M"” — 0 est une suite exacte de A-modules, alors M est

noethérien si et seulement si M’ et M" le sont.

Démonstration. Im f est un sous-module de M isomorphe & M’, et M" est isomorphe au quotient

M/Kerg = M/Im f de M. On conclut a I'aide des propositions et

Corollaire A.6. Soit M un A-module, et soient N et N’ deux sous-modules noethériens de M tels
que M = N + N’. Alors M est noethérien.

Démonstration. On a une suite exacte 0 - N — N+ N’ — (N + N’)/N — 0. Or N est ncethérien,
et (N+ N')/N = N'/(NNN’) est isomorphe a un quotient de N’ qui est noethérien, donc il est
neethérien. Donc d’aprés le corollaire N + N’ est ncethérien.

Corollaire A.7. Soient M et N des A-modules. Alors M @ N est noethérien si et seulement si M et
N sont noethériens.

Démonstration. On utilise la suite exacte0 - M - M &N — N — 0.

Anneaux noethériens

Définition B.1. Un anneau A est dit noethérien s'il est neethérien en tant que A-module sur lui-méme.
(Rappel : les sous-A-modules de A sont alors les idéaux de A).

Exemple B.2. Tout anneau principal (et en particulier un corps) est ncethérien puisque tous ses
idéaux sont principaux donc de type fini. Cela découle également du lemme [[]]
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Proposition B.3. Soit A un anneau ncethérien. Soit M un A-module. Alors M est un A-module
neethérien si et seulement s’il est de type fini.

Démonstration. Si M est ncethérien, on a déja dit qu’il est de type fini.

Supposons maintenant que M est de type fini. On sait que M est quotient d’un A-module libre,
que l’on peut choisir de type fini puisque M est de type fini (cf. théoreme [[TI[E.2). Donc M est iso-
morphe a un quotient de A" pour unn € IN*. Or A" est somme directe de modules ncethériens (A),
donc A" est ncethérien. Donc M est ncethérien.

Proposition B.4. Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux surjectif. Si A est un anneau
necethérien, alors B est un anneau noethérien.

Démonstration. Si | est un idéal de B, alors ¢ (]) est un idéal de A, donc de type fini, et donc | =
@(¢~1(])) est de type fini (engendré par les images par ¢ des générateurs de ¢~ 1(])).

’ Proposition B.5. Si A est noethérien, il satisfait la condition (E). ‘

Démonstration. On raisonne par 1’absurde. Supposons que I'ensemble X" des éléments de A non nuls
et non inversibles qui n’admettent pas de décomposition en produit d’irréductibles soit non vide.
Alors, 'ensemble F := {(x); x € X'} est aussi non vide et admet donc (par noethérianité) un élément
maximal. Soit a € X tel que (a) soit un élément maximal de F. Comme a est dans &, il est non
nul, non inversible et non irréductible. Par suite, il existe b, c dans A, non nuls et non inversibles
tels que @ = bc. On a alors (a) G (b) et (a) & (c). On déduit alors de la maximalité de (a) dans F
que (b) et (c) ne sont pas dans F et donc que b et ¢ ne sont pas dans X. Par suite, b et c admettent
une décomposition en produit d’irréductibles. Mais, comme a = bc, il s’ensuit que a admet une

décomposition en produit d’irréductibles, ce qui constitue une contradiction.

Corollaire B.6. Un anneau ncethérien est factoriel si et seulement s’il est integre et satisfait la condi-
tion (U).

Théoréme B.7 (Théoréme de la base de Hilbert). Soit A un anneau ncethérien. Alors I'anneau A[X]
est ncethérien.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que A[X] ne soit pas ncethérien. Il existe donc un idéal I de
A[X] qui n’est pas de type fini.

Soit f1 € I, f1 # 0, de plus bas degré possible.

On sait que I # (f1), donc soit f» € I\ (f1) de plus bas degré possible.

Par récurrence, pour tout k € IN* on construit fy.1 € I'\ (f1,..., fx) de plus bas degré possible.

Pour tout k € IN¥, on note gy le coefficient dominant de f; et n; le degré de f;. On obtient une
suite croissante d’idéaux de A :

(a1) C (ay,a2) C--- C(ay,...,a5) C -+~

Puisque A est ncethérien, cette suite stationne, donc en particulier il existe k € IN* tel que (a1, ..., a;) =
(a1,...,a,ar11). On }Izeut donc écrire ay 1 = Zﬁ-‘ﬁ Aja; avec A; € A.

Soit g = fri1 — Y AiXM i fi Tlest clairque § € (fi,..., fix1) \ (fi, -+, fx) (sinon fiq serait
dans (fi, ..., fx)). De plus, fx;1 et tous les X"+17" f; sont de degré 1y, et le coefficient de X"+1 dans
gestag ; — Y5, Aja; = 0.On en déduit que deg g < 1141, ce qui contredit la minimalité du degré de
fr+1- On a donc obtenu une contradiction.

Finalement, A[X] est donc ncethérien.

Autre démonstration. Soit I un idéal de A[X]. Montrons que I est de type fini.
Notons | I'ensemble des coefficients dominants d’éléments de I (avec 0). Montrons que | est un
idéal de A.
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> J#Tcar0 e J.

< Soient a,b dans | avec a # b. Il existe donc P, Q dans I tels que P = aX™ + P et Q = bX" + Q'
avec deg P’ < degP et deg Q' < deg Q. On a par exemple m > n, donc a — b est le coefficient
dominantde P — X" "Q € I,donca—b € |.

$SiA € Aeta € JonaP € [tel que P = aX™ + P’ avec deg P’ < degP. Alors Aa est le
coefficient dominant de AP € [ donc Aa € J.

Puisque A est noethérien, | est un idéal de type fini: | = (ay,...,4,). Pour touti = 1,...,r, il
existe P; € I tel que P; = a;X" 4 P! avec deg P/ < deg P;. Posons n = max{n;;i=1,...,r}.

Soit K I'idéal de A[X] engendré par Py, ..., P.. Alors K est contenu dans I. Soit M le A-module
engendré par 1, X, ..., X"~!. Montrons que [ = IN M + K.

Soit P € I quelconque. SidegP < n,alors P € INM C INM + K. Supposons maintenant que
degP =d > n. Alors P = aX? + P aveca # O etdegP’ < d.Onadonca € Jetdonca = YI_; ua;
avec u; € A. Alors P — Y7 4 u;P; X% " est dans I et de degré < d. On continue a soustraire des
éléments de K jusqu’a obtenir Q € I avecdeg Q < n.Onaalors P = Q+ RavecR € KetQ € INM.
DoncI =INM+K.

Puisque M est un A-module de type fini et A est noethérien, M est ncethérien, donc son sous-
module I N M est de type fini. Notons {5y, ..., S;} une partie génératrice du A-module I N M.

Alors Sy,...,5, Py, ..., P, engendrent I'idéal I de A[X], qui est donc de type fini.

Corollaire B.8. Si A est un anneau noethérien, alors A[Xj, ..., X, est un anneau ncethérien.

Démonstration. Par récurrence sur 1 en utilisant le corollaire

Corollaire B.9. Si A est un anneau ncethérien, alors (A", A) (anneau des fonctions polyno-
miales) est un anneau ncethérien.

Démonstration. Par définition, Fpo (A", A) estl'imagede A[X3, ..., Ay] par un homomorphisme d’an-

neaux (IV|B.1). On conclut a 'aide du corollaire B.8|et de la proposition
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VI Modules sur les anneaux principaux

Sauf mention explicite du contraire, on suppose dans ce chapitre que I’'anneau A est principal.
Donc A est integre et tous ses idéaux sont principaux. Cependant, certaines démonstrations seront
faites pour un anneau euclidien, et nous noterons v : A\ {0} — IN son stathme euclidien.

Matrices équivalentes

Définition A.1. Etant donnée une matrice M € M;,(A), on considere les opérations suivantes (dites
opérations élémentaires sur les lignes de M) :

(L1) On multiplie une ligne de M par un élément inversible de A.
(L2) On permute deux lignes de M.

(L3) On ajoute a une ligne donnée un multiple (quelconque) d’une autre ligne de M.

Remarque A.2. On définit les matrices inversibles suivantes :

4 Pour1 <i<seta € Aavecwainversible, on note E;j(a) € M;(A) la matrice diagonale dont
les coefficients sont égaux a 1 sauf le ime qui est égal a «.

tee =1 sik & {i,j}

ti]' =1

tji =1

tyy = 0 dans tous les autres cas.

4+ Pouri # j,onnote T;; = (trr)1<k ¢<s la matrice donnée par

4+ Pouri # jetA € A, onnote F;(A) € Mss(A) la matrice dont les coefficients diagonaux sont
égaux a 1 et dont les autres coefficients sont nuls sauf celui de la ime ligne et jme colonne qui
estégala A.

Alors (L1) revient & multiplier M a gauche par une matrice E;(«), (L2) revient a multiplier M &
gauche par une matrice Tj; et (L3) revient a multiplier M a gauche par une matrice F;;(\).

Définition A.3. On consideére également les opérations suivantes (dites opérations élémentaires sur les
colonnes de M) :

(C1) On multiplie une colonne de M par un élément inversible de A.
(C2) On permute deux colonnes de M.

(C3) On ajoute a une colonne donnée un multiple (quelconque) d’une autre colonne de M.

Remarque A.4. Ces opérations reviennent a multiplier M a droite par les matrices E;(«), T;; et F;;(A)
de taille n x n définies comme ci-dessus.

Définition-Proposition A.5. Soient M et N dans M, ,(A). On dit que N est équivalente & M si N
peut étre obtenue a partir de M en lui appliquant une succession d’opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes. On note M ~ N. Ceci définit une relation d’équivalence sur M, ,(A).

Remarque A.6. On peut démontrer que M ~ N <= 3P € GL;(A),Q € GL,(A) tq N = PMQ.

Théoreme A.7. Soit R € M, ,(A). Alors R est équivalente a une matrice de la forme diag(ds, . .., d;)
avecdy | dy | ...dy dans A ottt = min(s, n).
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Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat lorsque A est euclidien. Cette démonstration per-
mettra alors d’obtenir un algorithme pour passer de R a la matrice des facteurs invariants.
Notons R = (a;)1<i<s1<j<n-
4+ Fixons i et j. Montrons que I'on peut remplacer tous les coefficients de la ime ligne et de la

jme colonne (autres que a;; lui-méme) par les restes de leurs divisions euclidiennes par a;;.

Soit k # j. On a aj = qja;j + rix avec ri = 0 ou v(ry) < v(a;). Si on soustrait g; fois la jme

colonne a la kme colonne, et le coefficient de la ime ligne et de la kme colonne devient 7.

On raisonne de méme pour transformer la jme colonne.

4+ Notons C I'ensemble de tous les coefficients non nuls de toutes les matrices équivalentes a R.
Soitd; € C avecv(d;) minimal dans {v(x); x € C}, et supposons que d; soit1'un des coefficients
de R (quitte a remplacer R par une matrice qui lui est équivalente). Quitte a permuter des lignes
et/ou les colonnes de R, on peut supposer que d; est le coefficient de la premiére ligne et de la
premiere colonne.

On sait que 1'on peut remplacer tous les coefficients de la premiére ligne et de la premiere
colonne autres que d; par les restes de leurs divisions euclidiennes par d;. Par minimalité de
v(dy), tous ces restes sont nuls.

Ao s C R . d 0
On s’est donc ramenés a une matrice équivalente a R qui est de la forme < ! avec Ry €

0 Ry
Ms—l,n—l (A) .
De plus, d; divise tous les coefficients de R. En effet, soit 2 < i < s. Si on ajoute la premiére
ligne de R a la ime, on a une matrice dont la ime ligne est (d1 ap - ain) , et on sait d’apres

I’étape précédente que 1'on peut remplacer tous les a;; pour j = 2,...,n par le reste de la di-
vision euclidienne de a;; par d;. Par minimalité de v(d;) on en déduit que ces restes sont nuls,
c’est-a-dire que d | a;j pour tout 2 < j < n.

4+ On applique les deux étapes précédentes a R;. Cela ne changera pas la premiere ligne et
la premiere colonne de R, et on en déduit que R est équivalente a une matrice de la forme

d 0 O
0 d, 0 | avecd; |d;etd; divise tous les coefficients de R.
0 0 R
4 Par récurrence, on obtient une matrice diag(ds ..., d;) équivalente a R avecd; | da | ... | d; et

t = min(s, n).

Remarque A.8. On obtient I'algorithme suivant :

Etape 1 Soit d; le coefficient non nul de R avec v(d;) minimal. Par permutation des lignes et des
colonnes on place le coefficient non nul de R avec dont I'image par v est minimale en position

(1,1).

Etape 2 On ajoute des multiples de la premiere colonne (resp. ligne) aux autres colonnes (resp. lignes)
afin d’obtenir des coefficients nuls ou dont I'image par v est strictement inférieure a a1 sur
la premiére ligne (resp. colonne).

0 Ry

Etape 4 Si a;; divise tous les coefficients de Ry on répete les étapes précédentes sur R;.

Etape 3 On répete les étapes 1 et 2 jusqu’a obtenir une matrice de la forme (all 0 > .

Etape 5 Si a11 ne divise pas a;; aveci > 2 et j > 2, on ajoute la ime ligne a la premiere et on reprend
al’étape 1.

X 0 0
Exemple A9. A=Q[X]etR=(0 1-X 0 . L’anneau A est bien euclidien avec
0 0 1-X)(1+X)
v =deg.
Les opérations successives suivantes : L1 — Lj + Ly; C; = C2+C1;Cy > Cp; Ly — Ly + (X —
1)L1; C, > Co—XCq; Ly —» Lo+ L3, C3 = C3+Cy; Cy <> C3; Ly — (1 + X)Lz; C; — C3+ XCy;
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1 0 0
C, - —Cret C3 - —Csz donnent la matrice D = |0 X —1 0 donc les facteurs
0 0 XX-1)(X+1)
invariantssont 1, X —let X(X —1)(X +1).
On sait que D = PRQ ou P est donnée par les opérations sur les lignes et Q est donnée par les
opérations sur les colonnes. Pour les trouver, on applique les opérations que 1’on a faites sur les lignes
de R a I3 (pour P) et les opérations que 1'on a faites sur les colonnes de R a I3 (pour Q). On obtient

1 1 0 11
P = 1-X —-X -1 et Q= |1
0

(X—1)(X+1) X(X+1) X

~X 1-X)(1+X)
-X  —X(1+X)
1 X

Exemple A.10. A =ZetR = Z g Z . ’anneau Z est bien euclidien avec v = | |.

La suite d’opérations sur leslligzneg et les colonnes L < L3; L, — Lp, —4Lq; Ls — Lz —7Lq;
Co—>Cy—2C1;C3 - C3—3C;Lp > —Lp; Ly — Ly + 2L, et C3 — C3 —2C, donne D = (1) g 8
On sait que D = PRQ avec P et Q obtenues comme dans 'exemple précédent. En prati(()]ug, n(<))us
voulons souvent Q! plutot que Q, et celle-ci est obtenue en effectuant les opérations sur les colonnes

0 0 1 1 2 3
inverses et dans 1’ordre inverse. On obtient P = [0 —1 4|etQ'=|0 1 2
1 -2 1 0 01

Modules de type fini sur un anneau principal

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme de structure suivant :

Théoréme B.1. Soit A un anneau principal et soit M un A-module de type fini. Alors
() Nlexister € N, g € N, etay,...,a; dans A non nuls et non inversibles vérifiant a | ... ag tels
que
9
M=A" &P A/ ().
i=1

(i) Les entiers r et q et les idéaux non nuls et distincts de A (a;), ..., (a,) vérifiant (a;) D --- D
(a4) sont uniquement déterminés par le A-module M.

Les éléments a; sont appelés les facteurs invariants de M.

Pour cela nous allons démontrer des résultats qui sont intéressants par eux-mémes.
B.1 Sous-modules d’'un module libre de type fini

Soit N un sous-module du A-module libre A". Puisque A est principal, il est noethérien et donc
A™ est un module ncethérien (somme directe de modules ncethériens). Donc le sous-module N de A"
est de type fini.

Nous voulons en fait montrer que N est libre (toujours dans le cas A principal), et que I'on peut
choisir une base de N particuliere.

Soit B = {e1,...,e,} une base de A" et soit G = {xy,...,x;} un systéme générateur de N. Pour
tout 1 <7 < s on peut écrire x; = 2?21 ajjej avec a;; € A de maniére unique.

Alors N est entierement déterminé par le couple (B, R) ot B est une base de A” et R est la matrice
R = (ajj)1<i<s1<j<n-

Voyons a quoi correspondent les opérations élémentaires sur la matrice R.
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4 Sion multiplie une colonne de R par un élément inversible «, cela revient a multiplier I'élément
correspondant de BB par a ! et on obtient une nouvelle base de A”.

4 Sion échange deux colonnes de R, cela revient a échanger les éléments correspondants de B, et
on obtient une nouvelle base de A".

4 Si on ajoute a fois la ime colonne & la jme (a € A), cela revient a remplacer e; par e; = e; — ae;.
En effet, on a x; = Y aiex = Lickanksijdikek + aiie; + (aa; + a;j)ej ce qui correspond bien a
ajouter aa;; a a;; dans la colonne j pour tout i.

On obtient alors une nouvelle base B’ de A" :
¢ B’ engendre A", puisque ¢; = ¢; + ae;.
& B estlibre : si Y <jcypzi Akek + Aiej = 0 avec Ap € A pour tout p, alors Yy cxcp krj Akek +
(Aj —aA;)e; = 0 donc Ay = 0 pour tout k # jet A; —aA; = 0donc A; = 0.

4+ Sionmultiplie une ligne de R par a € A*, cela revient a multiplier le générateur correspondant

par « et on obtient un nouveau systéeme générateur de N.

4+ Si on échange deux lignes de R, cela correspond a permuter les générateurs correspondants
dans G, et on obtient un systeme générateur de N.

4 Sionajoute a fois la jme ligne a la ime, cela revient & remplacer le générateur x; par x; = x; + ax;,
et on obtient un nouveau systéme générateur de N.

On en déduit que transformer la matrice R en matrice équivalente revient a changer de base de
A" et de systeme générateur pour N.

Théoreme B.2 (de la base adaptée). Soit M un A-module libre de rang n. Soit N un sous-module
de M. Alors N est libre de rang au plus n. De plus, il existe un entier 0 < 7 < n, une base B =
{e1,...,en} de M et des éléments dy, ..., d, nonnulsde A telsque d; | ... | d, et {dyey,...,dre;} soit
une base de N.

Démonstration. Soit C une base de M et soit R la matrice s X n donnant les générateurs de N dans la
base C. On sait que R est équivalente a R’ = diag(ds, ..., d¢) avecd; | ... | dy dans A et t = min(s, n)
d’apres le théoreme|[A.7] Les opérations sur les colonnes effectuées pour passer de R a R’ donnent une
nouvelle base B = {ey,...,e,} de M. Soit r le nombre de d; non nuls : r < t < n. Dans cette nouvelle
base de M, les générateurs de N sont donnés par g; = dje;. Donc N = (diey, ..., dre,) (puisque les
autres générateurs sont nuls). Enfin, on voit facilement que {die, ..., d,e;} est une famille libre (A
est integre et les d; sont non nuls pour 1 < i < r) et donc une base de N, qui est donc libre de rang

r < n.

Remarque B.3. Le théoreme ci-dessus se généralise au cas de modules qui ne sont pas de type fini.
C’est une application du lemme de Zorn (cf. Lang, Algebra, Appendice 2, §2).

B.2 Structure des modules de type fini
Soit M un A-module. Alors M est de type fini si et seulement sil existe n € IN tel que M soit un
quotient de A". Notons ¢ : A" —» M. On peut appliquer ce qui précéde au sous-module Ker ¢ de A".

Le quotient M = A"/ Ker ¢ est entierement déterminé par le choix d’un couple (B, R) ot B est une
base de A" et R est la matrice donnant les générateurs de Ker ¢ dans la base B.

Définition B.4. La matrice R est appelée matrice des relations de M relative a B.

Corollaire B.5. Soient A un anneau principal et M un A-module de type fini. Alors M est iso-
morphe comme A-module a @} ; (A/(a;)) ot les (a;) sont des idéaux de A tels que (a;) D (a;11).

Démonstration. Puisque M est de type fini, on sait que c’est un quotient d’un module libre de type
fini A". On a donc un homomorphisme surjectif ¢ : A" — M.
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Ker ¢ est un sous-module de A", donc d’apres les théoréemes qui précedent, il existe une base
{er,...,eq} de A" et une base {ayey,...,a,¢,} de Kerg avec ay | ... | a,. On pose a; = 0 pour
g<i<n Alors M= A"/Kerop = P!, (Ae;/Aae;) = @} (A/(a;)). Pour le dernier isomorphisme,
I'homomorphisme surjectif A — Ae; — Ae;/Aaje; qui a A € A associe la classe de Ae; dans le quotient a
pour noyau

{A € A; dej = pajejavecy € Ay ={A € A;3uc AtqgA — pa; € Anny(e;) }
={AeA;TueAtqgA —pa; =0} = (a;).

Exemple B.6. Soit G le groupe abélien engendré par x;, x, et x3 soumis aux relations

—4x1 —6x2+7x3 =0
2x1+2xp +4x3 =0
6x1 4 6x2 + 15x3 = 0.
On veut écrire G comme une somme directe de groupes cycliques.

G est le quotient du groupe abélien libre Z* de base {fi, f2, f3} par le sous-module K engendré
par g1, g2 et g3 avec g1 = —4f1 —6f2 +7f3, 2 = 2f1 +2f> +4f3, g3 = 6f1 + 6f2 + 15f3. La matrice

-4 -6 7
des relations de Gestdonc R = [ 2 2 4 | .Grace aux opérations élémentaires sur les lignes
6 6 15

et les colonnes suivantes : Ly <> Ly; Ly — Lo +2L1; Ly — L3 —3L1; C; — C, — Cq; C3 — C3 — 2Cq;
L1 > L1+ L3;C >C3—C1;C3 > C;C3 —C3—2C1; Ly — Ly —15L4; Ly — L3 —3Lq; Ly — —Lo;
1 00
C3 — C3 — 15C,; Ly — —L3 (par exemple), onobtient D = [ 0 2 0 | et on en déduit que
0 0 6

G=2Z/NZSZ/2ZBZ/6Z =7/27Z S Z/6Z.

Pour avoir une présentation par générateurs et relations de G qui donne cet isomorphisme, nous

0o -2 1 2 2 7
avons besoinde Q1. IciP= [ -1 —32 15| etQ ' = |15 16 45| .Lanouvelle base f* de Z3
0o -3 2 1 1 3

était obtenue grace aux opérations sur les colonnes, soit f = Qf* et donc f* = Q~!f. Par conséquent
les nouveaux générateurs pour G sont donnés par x* = Q~'x, soit

X7 =2x1 +2x2 + 7x3
x5 = 15x1 + 16x; + 45x3
X3 = X1 + X2 + 3x3.

Nous savons que les nouvelles relations sont d;x; = 0, donc

G = (x},x5,x5 | x{ =0,2x =0,6x5 = 0).

Corollaire B.7. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe r € N, g € N et ay,...,a, dans A
non nuls et non inversibles vérifiant a; | ... | a;telsque M = A" ® A/(ay) ®--- D A/ (ay).

Démonstration. On applique le Corollaire B.5| Soit  le nombre de a; qui sont nuls, donc (a,) = ... =
(ay_ry1) = {0} etdonc pourn —r < i < nona A/(a;) = A. De plus, si a; est inversible, (a;) = A
donc A/(a;) = {0} et on peut donc l'ignorer dans la décomposition. Quitte & renuméroter les a;
on suppose donc que a; (et donc tous les 4; non nuls, soit jusqu’a a;) n’est pas inversible. Donc

M@ A/(a) D A"

Corollaire B.8. Avec les notations du théoreme précédent, le sous module de torsion de M est
T(M)=A/(a1)®---A/(ag).
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Démonstration. D’apres le corollaire ci-dessus,ona M = A" ® A/(a1) ® --- A/ (ay).

I est clair que a,; annule tous les éléments de A/(a;) @ --- A/ (a;) donc A/(a) ®---A/(ay) C
T(M). Soit maintenant x € T(M). Puisque x € M on peut écrire x = u+vavecu € A’ etv €
A/(a1) ®---A/(ag). Donc agx = ayu. Puisque x est de torsion, il existe A € Anny(x), A # 0. Alors
Aagu = 0. Mais u est un élément du A-module libre A", donc u = («y,...,«,) avec a; € A, et donc
Aaga; = 0 pour tout i; comme A est integre et que A et a; sont non nuls, on a a; = 0 pour tout i et
doncu =0.Doncx =v € A/(a1) ®---A/(ag) etdonc T(M) = A/(a1) D --- A/ (ag).

Corollaire B.9. Soit M un A-module de type fini. Si M est sans torsion, alors M est libre. ‘

Lemme B.10. Soit M = (x) un A-module monogene et soit Ann,(x) = (d).
(i) M estisomorphe comme A-module a A/ (d).

(ii) Sid = pq et p,q premiers entre eux dans A, alors M = (y) & (z) avecy = qx, z = px,
Anny(y) = (p), Anna (2) = (q).

Démonstration. (i) On applique le premier théoreme d’isomorphisme a I’homomorphisme de A-
modules ¢ : A — M qui envoie 1 sur x.

(i) 4 Il est clair que p € Anny(y) puisque py = pgx = dx = 0 donc (p) C Annx(y). Soit
maintenant ¢ € Anny(y). On a donc 0 = cy = cqx donc ¢q € Anny(x) = (pq) donc
cqg = pgravecr € A. Donc ¢ = pr € (p) etdonc Anny (y) = (p).

4 Puisque A est principal on sait qu’il existe u,v € A tels que 1 = up + vq. Donc x =
upx +vgx = uz + vy € (x) + (y). Donc (x) = (y) + (z).

4+ Soit maintenant t € (y) N (z). Alors pt = 0 puisque f € (y) et p € Anny(y), et gt = 0de
méme. Donc t = upt + vgqt = 0. Donc (y) N (z) = {0} et donc M = (y) & (z).

Corollaire B.11. Soit M un A-module de type fini. Alors M = @ A/ (p") ol p parcourt les éléments
irréductibles de A et o1 les 1, sont des entiers positifs presque tous nuls.
Les p" sont appelés les diviseurs élémentaires de M.

Démonstration. On sait que M = @} ; A/ (a;). On factorise chaque a; = u[] p"» avec u inversible et
p irréductible. On décompose ensuite a ’aide du lemme

Remarque B.12. Si A = Z, on retrouve la classification des groupes abéliens de type fini.

Théoréme B.13 (Unicité des facteurs invariants). Soient r,s € IN*. On considere deux suites (a1) D
- D (ay) et (b1) D --- D (bs) d'idéaux de A distincts de A. Si les A-modules @j_; A/ (a;) et
@j_1 A/ (b;) sont isomorphes, alors r = s et, pour 1 <i <7, (a;) = (b;).

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme B.14. - Soit p un élément irréductible de A et d un élément de A. On pose M = A/(d).
Pour n € N, le A-module p"M/p" "M est isomorphe au A-module A/ (p) si p"*! divise d et est
nul sinon.

Démonstration. Soit n € IN. On un morphisme surjectif de A-modules A — M — p"M C M qui
envoie a € A sur p"(a+ (d)). On en déduit un morphisme surjectif ¢, : A — M — p"M/p"H'M
par composition avec la projection canonique. On vérifie aisément que 2 € A est dans le noyau
de @, si et seulement s'il existe b,c € A tels que p"a = p"t1b + cd c’est-a-dire si et seulement si
p"a € (p"*1,d). Si p"*t! divise d, alors (p"*!) = (p"*!,d) et on obtient facilement que Ker ¢, = (p).
Sinon, p étant irréductible, le p.g.c.d. de p"*! et d est de la forme p” avecr € N, r < n, de sorte que

ap™ € (p) = (p"*1,d) pour tout a € A.
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Démonstration du théoréme. On peut toujours supposer que r < s. Mais alors, quitte a rajouter a la fin
delaliste (a1) D --- D (a,) des idéaux égaux a {0}, on peut supposer que r = s.

Pour 1 <i < r,onpose M; = A/(a;). En outre, posons M = ®/_, M;. Il est facile de montrer que,
si p est un élément de A, on a un isomorphisme de A-modules :

pnM/pn+1M o~ @ pan_/pn+1Mi.
i=1

Supposons maintenant p irréductible. D’aprés le lemme le A-module p"M/p"*1M est iso-
morphe au A-module (A/(p))! ot1 t est le cardinal de I’ensemble {i € {1,...,7}; p"*!|a;}. De plus,
comme A est principal, 'anneau A/ (p) est un corps et les A-modules p"M/p" 1M et (A/(p))! (iso-
morphes en tant que A-modules) sont des A/ (p)-espaces vectoriels, isomorphes en tant que A/ (p)-
espaces vectoriels.

Soit a présent i entier tel que 1 < i < r. Puisque ay | ... | a; | ... | a4, ce qui précéde montre donc
que, pour tout irréductible p dans A et tout n € IN,

p"Ha; <= dimy () p"M/p" M 21—
Bien sfir, on a de méme que, pour tout irréductible p dans A et tout n € N,
p" b = dimy /() pP"M/p"TIM >+ 1 .
Finalement, on a montré que, pour tout irréductible p dans A et tout n € IN,
p" g = p" b,

En écrivant les décompositions de a; et b; en produit de facteurs irréductibles, on en déduit que

(ai) = (bi).
C Application a la réduction d'un endomorphisme d’un espace vectoriel

Soit K un corps commutatif, soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et soit ¢ €
Endk (E) (endomorphisme K-linéaire).

Posons A = K]X], alors A est un anneau euclidien. L'application A x E — E qui a (P(X),v)
associe P(¢)(v) définit une structure de A-module sur E (cette structure de A-module dépend de ¢).

Puisque E est de dimension finie sur K, c’est un A-module de type fini (en effet, toute base de E
comme K-espace vectoriel est une famille génératrice du A-module E). De plus, il est de torsion car
sinon il contiendrait A = K[X] (cf. corollaire[B.7) qui est de dimension infinie sur K. On pourra donc
appliquer ce qui précede a E.

C.1 Facteurs invariants

Définition C.1. Le polynéme caractéristique de ¢ est le polynome x,(X) = det (¢ — Xidg).
Le polynéme minimal m,(X) de ¢ est le générateur unitaire de Ann 4 (E) (qui est un idéal principal).
C’est le polynome unitaire de plus petit degré qui annule ¢.

On peut décomposer E a l'aide du corollaire[B.5:

r
E = @D E; ot E; = Aef est monogene avec Anny (ef) = (g;) et q; | giz1 pourtouti =1,...,r — 1.
i=1

Ona Ei = ]K[X]/(qz)

On peut supposer que les g; sont unitaires et non constants. Ce sont les facteurs invariants du A-
module E. On les appelle aussi les facteurs invariants de ¢. On verra plus loin comment appliquer
ce qui précede pour calculer ces facteurs invariants.
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I est facile de voir que Anny (E) = (g,), donc :

Proposition C.2. Le polynome minimal de ¢ est le facteur invariant unitaire du A-module E de
plus haut degré. De plus, tous les facteurs invariants de E divisent m,.

Nous allons maintenant caractériser les facteurs invariants de ¢, puis retrouver le théoreme de
Cayley-Hamilton.

Remarque C.3. Chaque E; est stable par ¢ car E; est un sous-A-module de E (et appliquer ¢ revient
a faire agir X € A). On peut donc considérer ¢|¢, € Endi (E;).

Proposition C.4. Fixonsiavec1 < i < r. Posons g;(X) = X" + A1 X" 1+ 4+ a;X + ag. Alors
{er, @(ef),..., 9" 1(ef)} est une base de E;, et dans cette base, la matrice de ¢\, sécrit

0 O 0 —ag
qu = I :
m—1 .
—Am—1

Cette matrice est appelée matrice compagnon de g;.

Démonstration. 4+ Onsait que E; = Aef = {P(X)e;} donc E; est engendré comme K-espace vec-
toriel par { X°e’;s € IN}. De plus, pour s > m, la division euclidienne donne X°* = Q(X)qg;(X) +
R(X) avec degR < m, donc X’¢} = Q(X)qg;(X)e] + R(X)el = R(X)e! puisque g; € Anny(e]).
Donc {X°¢};0 <'s < m} est une partie génératrice du KK-espace vectoriel E;.

+ {X%;0 < s < m} est une famille libre du K-espace vectoriel E;. En effet, si Zg:ol AsX%ef =0
avec A € K, alors le polynéme Y-"°)' A;X* est dans Anna(ef) = (g;) donc g; le divise. Mais
deg 22”;01 AsX® < m, donc 2?;01 AsX* = 0 dans K[X]. Donc A; = 0 pour tout s.

Donc {X®¢f;0 < s < m} est bien une base du K-espace vectoriel E;. De plus X°e! = ¢°(e}) donc
on a bien la base de 1’énoncé.

4 Pour tout savec 0 < s < m—2ona ¢(X%) = X X% = X*Tlef = ¢*1(e}). Enfin,
p(X"1er) = XMer = (q:(X) — X' asX¥)er = — Yt asXPer. Donc la matrice de |, dans
cette base est bien celle de I’énoncé.

Corollaire C.5. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est

Cp 0 O
Cqr,--.a)=10 . 0
0 0 C

Démonstration. On applique ce résultat a chacun des modules cycliques de la décomposition de E.
La réunion des bases de la proposition donne une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est

C(QL---,%)-

Proposition C.6. Soit ¢ un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe une base de E dans la-
quelle la matrice de ¢ est de la forme C(q1, ..., q,) avec q; € K[X] unitairesetq; | ... | g,. Alors les
g; sont les facteurs invariants de ¢ (c’est-a-dire du A-module E défini par ¢).

Démonstration. Par hypothese, E est une somme directe de sous-espaces vectoriels stables par ¢;
notons-les Ej, ..., E,. On a donc une base B; de E; dans laquelle la matrice de @, est la matrice
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compagnon C,, par hypothese. Soit e} le premier vecteur de ;. Alors Aej C E; puisque E; est stable
par ¢, c’est donc un A-module. De plus, il est clair en regardant la matrice que

B; = {ej,cp(e;*),...,gom’l(e;k)} = {e;",Xe;‘,...,Xm’lef}

ou m est la dimension sur K de E;, donc E; = Ae} est le module cyclique engendré par e;. Toujours
en regardant la matrice, on voit facilement que g;(X) = X" + Y™ a;X* est dans Ann (e}). Notons
(p) = Anny(ef). Alors p | q; et deg p = degg; (sinon on aurait une K-combinaison linéaire nulle des
éléments de B;) donc Anny(ef) = (p) = (g;). Donc E; = A/(p) = A/(q;) etdonc E = @!_ A/ (q;).
Par unicité des facteurs invariants du A-module E, on en déduit que les g; sont les facteurs invariants

de ¢.

Proposition C.7. Soit ¢ € Endg (E).

() Le polyndme caractéristique de la matrice compagnon Cj est (—1)984g.
(i) xo = (=1)"q1-..9.
(iii) m, divise x,. Autrement dit, x,(¢) = 0 (théoréeme de Cayley-Hamilton).

(v) x, divise m,.

Démonstration. (i) Exercice.
(i) Clair d’apres le corollaire[C.5]
(iii) m, = g, divise (=1)"q1...qr = X¢p-
(iv) Pour touti = 1,...,r, on sait que g; divise g, = my. Donc x, = (—1)"q1...q, divise m{, qui

divise my, (puisque r < n).

Corollaire C.8. Le polyndme caractéristique de ¢ a les mémes facteurs irréductibles que le po-
lyndme minimal de ¢.

C.2 Calcul des facteurs invariants

On a vu dans le corollaire et le théoréme comment trouver les facteurs invariants d’un
module de type fini.

Proposition C.9. Soit B = {ey,...,e,} une base de E comme K-espace vectoriel et soit M la matrice
de ¢ dans la base B. Alors E est un quotient d'un A-module libre de base {e,...,¢,} telle que la
classe ¢; dans le quotient soit ¢;, et la matrice des relations du A-module E relative a {¢1,...,€,} est
'M — XI,,.

Donc pour trouver les facteurs invariants de ¢ (ou de E), on applique le théoréme a'M — XI,.

Démonstration. Ici, le A-module E est de type fini. On 1’écrit comme le quotient d’un A-module libre :
B engendre E comme A-module, donc E est un quotient de A”. Notons {ey, ..., &, } une base du A-
module libre A". Soit 6 : A" — E ’homomorphisme de A-modules défini par 0(¢;) = e; pour tout i.
Alors E = A"/ Ker 0.

Posons M = (ajj)1<ij<n- Alors ¢(e;) = Y, ajie; pour tout i, c’est-a-dire que }; ajie; — Xe; = 0, donc
pour tout i 'élément x; = }; a;,¢; — Xe; est dans le noyau de 6. Les coordonnées de x; dans la base
{€1,...,€,} forment la ime ligne de tM — X1I,,. Donc pour conclure, il nous faut montrer que les x;
engendrent Ker 6. On a déja l'inclusion ) ;" ; Ax; C Ker6.

On vient de voir que pour tout i, Xe; est dans ( 7:11Ke j) + Y1 | Ax;, donc par récurrence, on peut
dire de méme pour tout X™e; et donc pour tout P(X)e; avec P(X) € A. Soit maintenant z € Ker6.
Puisque {éy, ..., €, } est une base du A-module A", on peut écrire z = Y ; P;(X)e; avec P; € A. D’apres
ce qui précede, on peut donc écrire z = )" | Aje; +y avecy € Axy + --- + Ax, et A; € K. On sait
déja que y € Ker 6 par l'inclusion que 1’on a déja montrée, donc on a aussi ) ; Aje; =z —y € Ker¥.
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Donc en appliquant f on a } ' ; Aje; = 0. Or {ey,...,e,} est une K-base de E, donc tous les A; sont
nulsetdoncz =y € Axy + -+ Ax,.

Finalement on a bien Ker 0 = Ax; + - - - + Axy,.
1 -1 1
Exemple C.10. Soit ¢ € M;3(K) dontla matrice dans la base canonique {e1,e;,e3}estT= |1 —1 0
1 -1 0
On veut trouver les facteurs invariants de ¢.
1-X 1 1
On considere donc la matrice ‘T — XI; = -1 —1-X -1 |.Les opérations suivantes :
1 0 -X
Co, > Cy; Ly — Ly + (X—|— 1)L1,' C, — G — (1 — X)Cl; Cs3 > C3—Cq; Ly & L3; C3 — C3+ XCy;
10 0
L3 — L3+ X?Ly; C3 — —C3 donnent la matrice D = [0 1 0
0 0 X>°-X

On en déduit que les facteurs invariants de ¢ sont X° — X et que K3 = K[X]/(X® — X) comme
K[X]-module.
0 00
La matrice compagnon de X°> — XestCys_x = |1 0 1
010
Soit {e1, €2, €3} la base canonique de ]K[X]3 (I'image de ¢; dans le quotient K3 est e;). On obtient
la nouvelle base de K[X]?, donnant les générateurs des modules cycliques dans la décomposition

1-X 1 1
de K3, en lui appliquant Q1. Ici Q7! = 1 0 —X |, donc la nouvelle base est donnée par
0 0 -1
& = (1—X)e; +e2+e3,¢5 =e1 — Xegetey = —e3. Seul €3, 1a classe de €} dans le quotient de K[X]?,

engendre un module cyclique non trivial (puisque les autres correspondent a des facteurs invariants
égaux a 1; on peut aussi vérifier que la classe de €} qui est (Is — T)(e1) + e, + e3 et la classe de €}
qui est e; — T(e3) sont nulles), et une K-base de ce module cyclique est e5 = —e3, Tej = —ey, T26§ =
—ej — ey — e3 puisque X3 — X est de degré 3. Dans cette base la matrice de la transformation T est
Cxs_x-

C.3 Forme de Jordan

Nous avons également vu une autre décomposition d’'un module de type fini sur un anneau
principal, faisant intervenir des irréductibles de A, dans le corollaire

Nous allons supposer dans cette partie que le corps K est algébriquement clos. Les polyndmes
irréductibles de K[X] sont donc les polynomes de la forme X — A avec A € K.

On a une décomposition E = @7_; Aef avec Anny(e’) = (g;), ; unitaires et gy | ... | g-. On
décompose chaque g; en produit de facteurs irréductibles : g; = Hj(X - )\ij)”if avec A;; € Ketn;; € IN.
On sait par le lemme [B.10| (ou corollaire que

E EDIK[X]/((X — Agi)").
ij

Plus précisément, K[X]/((X — A;;)") est isomorphe au sous-module cyclique de E engendré par
[Tz (X — Ayg)"iker

Chacun des facteurs K[X]/((X — A;j)"i) est stable par ¢ puisque c’est un sous-K[X]-module de
E. Nous allons écrire la matrice de la restriction de ¢ a 'un d’eux dans une certaine base.

Soit donc K[X]/((X — A)®) I'un de ces facteurs, et notons w un générateur de ce module cyclique.
Il a pour base {w, (X —A)w,..., (X —A)*"'w} [comme dans la démonstration de la proposition on
a dimg K[X]/((X — A)®) = s et la famille est libre sur K et contient s éléments donc c’est une base]. La
matrice de ¢ dans cette base est celle de 1’action de X. On a:

X-w=(X-MANw+Aw
X-(X-MNw=(X-A)?w+A(X—-Nw
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X (X =A)Pw=(X—A)P w4+ A(X —A)Pw

X (X- A)Sflw =(X=-A)w+A(X-— A)Sflw =AMX-— A)sflw.
Donc la matrice est

A O
A 0
0 1
IS()‘):
0
Do . . A0
O o0 --- 0 1 A

C’est bien un bloc de Jordan. Son polynéme caractéristique est (A — X)*, qui est égal au signe pres au
diviseur élémentaire correspondant au facteur K[X]/ (X — A)°.

Corollaire C.11. Si K est un corps algebriquement clos, toute matrice carrée est triangularisable. ‘

Remarque C.12. A partir de la réduite de Jordan, on peut retrouver les invariants.
On construit un tableau de la fagon suivante :

4+ A chaque valeur propre A;; on associe une ligne : on remplit les lignes avecles (X — A;;)"i avec
les n;; en ordre décroissant, et on compléte avec des 1 pour avoir des lignes de méme longueur.

4+ Pour obtenir les facteurs invariants, on fait le produit colonne par colonne.

Exemple C.13. Les diviseurs élémentaires (polyndmes unitaires égaux au signe prés aux polyndmes
caractéristiques des blocs de Jordan) de

0 0 0 0
300
0 |13 0] 0 0 0
013
0 0 0 0
30
0 0 U 0
300
0 0 0 0 130
013
sont X —2, (X —3)3, X -2, (X —-3)%et (X -3)3
A=2 X-2 X-2 1
A=3 (X —3)° (X —3)° (X —3)?

Résultat | (X —2)(X —3)° [ (X —2)(X —3)% | (X —3)?
(q3) (92) (1)

Exemple C.14. On reprend 1’exemple avec K = C. On veut trouver la forme de Jordan de
@. On sait que C° = C[X]e; = C[X]/(X® — X) avec €5 = —e3 (e3 est le troisieme vecteur de la base
canonique de C%).Ona X® — X = X(X — 1)(X + 1) qui est la décomposition en facteurs irréductibles.
Donc E =2 ((X—1)(X+1)e;) @ (X(X+1)e}) ® (X(X —1)ej), les modules cycliques ayant pour
annulateurs dans l'ordre (X), (X — 1) et (X + 1). Ces modules cycliques sont tous de dimension 1,
donc les blocs de Jordan sont de taille 1 x 1 et ne contiennent que la valeur propre. Donc dans la base
{(X—=1)(X+1)e5; X(X +1)e5; X(X — 1)e;} la matrice de ¢ est

00 O
01 0].
00 -1
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On peut reécrire la base :

(X=1)(X+1)ez = (T - B)(T+1I)(—e3) = —e1 —e2
X(X+1) €3 = (T+I3)( ):—261—82—63
X(X—=1)e5 =T(T — I3)(—e3) = —ea —e3.
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VII Localisation

C’est un outil d’algébre commutative, utile en géométrie algébrique (on étudie les ensembles de
solutions d’équations polynomiales).
A est un anneau commutatif unitaire.

Anneaux de fractions

Définition A.1. Soit A un anneau. Une partie multiplicative S de A est une partie de A qui contient 1 et
qui est stable par multiplication.

Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A.

.1, . a .
Idée : On veut considérer un ensemble de quotients de la forme — aveca € A ets € S, et le munir
15
d’une structure d’anneau.
On définit une relation d’équivalence sur A x S par

(a,8) ~ (a',s') < 3t € Stelquet(as’ —a's) =0.
(L'insertion du ¢ est nécessaire car on ne suppose pas que A est integre.)
C’est bien une relation d’équivalence :
4+ (a,s) ~ (a,s) caras —sa = 0.

4 Si(a,s) ~ (a,s),il existe t € S tel que t(as’ —a’s) = 0, donc t(a’s —as’) = 0 et donc (a’,s") ~
(a,s).

4 Si(a,s) ~ (a',s') et (a',s") ~ (a",s"), il existet € Sett € S tels que t(as’ —a's) = 0 et
t'(a’s" —a"s') = 0. Donc tt' (as's" — a’ss” + a's"’s — a"s's) = 0 et donc tt's'(as” — a”’s) = 0 avec
tt's’ € S. Donc (a,s) ~ (a”,s").

. 1z , a . _
On forme le quotient A x S/ ~, dont les éléments sont notés o On note ce quotient S 1A,

On remarque que si 0 € S, alors ST'A = {0} (en prenant + = 0, on voit que tout (a,s) est
équivalent a (0,1)). On va donc supposer dans la suite que 0 € S. En particulier, pour tous s,s’ € S,
onass’ € Sdoncss’ # 0.

Définition-Proposition A.2. S~ 1A est un anneau commutatif unitaire, dit anneau de fractions,
pour les opérations suivantes :

! / /
a a as +a's
-t ="
s s ss
aa  ad
ss’  ss'’

1 0
L'unité est 1 et ’élément nul est —.

A a a

!/ / /
. . .. . . a S ais; +aisq
Démonstration. L'addition est bien définie :si — = — et — = —,1, on doit vérifier que it Wl S g
5
1

5181
as/ + a/s : H / (Al ! /o
——— Orilexiste t € Sett' € S tels que t(a;s —as;) = 0 et t'(ajs’ —a’sj) = 0. Donc
S5
tt' (ss'(sjar + s1a]) — s1s)(as’ +sa’)) = 0, d’ott le résultat.
De méme, la multiplication est bien définie.
Il reste a vérifier que A est bien un anneau, commutatif et unitaire.

S1 s/
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Remarque A.3. L'application ¢ : A — S~ A définie par ¢(a) = % est un morphisme d’anneaux.

Proposition A.4 (Propriété universelle). Soit A un anneau, soit S une partie multiplicative de A
(0 ¢ S)etsoitp: A — S 1A le morphisme d’anneaux ci-dessus. Pour tout anneau B et pour tout
morphisme d’anneaux f : A — B tel que pour tout s € S, f(s) est inversible dans B, il existe un
unique morphisme d’anneaux g : S"'A — B tel que go ¢ = f.

Démonstration. Posons g(g) = (f(s))flf(a). Alors
4 g est bien défini : si g = Z:, alors il existe t € S tel que t(as’ —a’s) =0, d’ou f(t)(f(a’)f(s) —
f(a)f(s")) = 0. En multipliant par f(t)~f(s)"1f(s') !, on obtient f(s) " f(a) = f(s') "L f(a').
4 g est un morphisme (exercice).
+ gog=figoga)=g(7) = fF(1)f(a) = f(a).
+ gest unique : on doit avoir f(a) = g(p(a)) = g(7) = 8(57) = &($)2(3) = 2($)s((s)) =

)

g(g)f(s), d’ott 'unicité pour g(

(VAR IRNY

Exemple A.5. (1) Soit A un anneau. On peut prendre S = A*, 'ensemble des éléments inversibles

as~1

de A. Dans ce cas ¢ est un isomorphisme A = S~'A (puisque g =1 = p(as™1), ¢ est

surjective et si ¢(a) = 0, il existe t inversible tel que ta = 0 d’ott 2 = 0 donc ¢ est injective).

(2) Soit A un anneau integre et soit S = A\ {0} . Alors S™' A est un corps, le corps des fractions de
A.
Par exemple,si A = Z et S = Z\ {0} on obtient S™!A = Q.

(3) Soit A un anneau et soit P un idéal premier de A. Alors S = A\P est une partie multiplicative.
On note Ap := S~ 1A l'anneau des fractions de A.

Remarque A.6. Si A est intégre etsi 0 € S, alors le morphisme d’anneaux ¢ : A — S~1A est injectif.
En effet, si ¢(a) =0 = g, il existe t € S tel que ta = 0. Comme A est integre et t # 0,onaa = 0.

De plus, S™' A est alors intégre.

En effet, si g? = % aveca € A,b € A,s € Sett € S, alors il existe u € S tel que uab = 0. On
uecSet0¢ Sdoncu # 0, donc comme A est intégre ona ab = 0,donca =0oub = 0etdonc § =
0
T-

—o Q

b _
OUE—

Modules de fractions

Soient A un anneau, M un A-module et S une partie multiplicative de A.
On définit une relation d’équivalence sur M x S par

(m,s) ~ (m',s') < 3t € Stel quet(s'm —sm') =0.

(Exercice).

Définition-Proposition B.1. S™!M := M x S/ ~ est un S~ A-module dont les éléments sont notés
m . .
. pour m € Mets € S, pour les opérations suivantes :

m m  tm4sm’

+ 4+ = pour m,m’' € Mets,t € S.
S t st
am am

+ g?:EpourmeM,aeAe’cs,t‘ES.
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Démonstration. Exercice.

Proposition B.2. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Alors 'application S~ f : S~IM —
S~IN définie par (S‘lf)(%) = f(sm) est un morphisme de S~!A-modules. De plus, sig : N — P

est un autre morphisme de A-modules, ona S~!(go f) = S~lgo S~ f. Enfin, S lidy = idg 1), .

Démonstration. Exercice. Il faut vérifier que S™! f est bien définie.

Proposition B.3. Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A. Soit M’ ERS VYL
571 571

une suite exacte de A-modules. Alors S 1M’ *4 §-1M 28 51\ est une suite exacte de 51 A-

modules.

Démonstration. 4 Onagof=0doncS !goS 1f=5"1(gof)=0.DoncImS~!f C KerS~lg.
4+ Soit % € Ker S~ lg. Alors glm) _ % dans S~'M", et donc il existe t € S tel que tg(m) = 0.

s
Donc g(tm) = 0 et donc tm € Ker g = Im f. Donc il existe m’ € M’ tel que tm = f(m’). On en

flo) _ s—lf(’Z) €ImS1f.

st

m
déduit que o=

Proposition B.4. 1l existe des isomorphismes de S~! A-modules :

(i) ST'(M+ N)=S5"1M+S"IN (ot M et N sont deux A-modules).

(i) ST'(MNN)=S"1MNS N (ot M et N sont deux sous-modules d"'un module donné).
(iii) ST} (M/N) = S~ !M/SIN (ott N est un sous-modules de M).

Démonstration. (i) Exercice facile.

(ii) Il est clair que ST'(M N N) Cc STIMNS~IN.

Soit ¢ = % avecy € M,z € N, s,t € S. Alors il existe u € S tel que u(ty —sz) = 0.On a

S =
w:= uty = usz € MﬁN.Donc% = % € STI(MNN).

(iii) On a une suite exacte0 -+ N — M — M/N — 0. En applicant S —1 on obtient une suite exacte
0—SIN—-S'M-—=S1M/N)—-0.0OnadoncS™ ! (M/N)=SM/S™IN.

Notation. Soit A un anneau et soit P un idéal premier. On a déja dit que S = A \ P est une partie
multiplicative et que 'on note Ap = S~!A dans ce cas.

Si M est un A-module, on note aussi Mp = S~!M. Enfin, si f € Hom4 (M, N) on note fp : Mp —
Np le morphisme S~! f de S~ A modules.

Proposition B.5. Soit M un A-module. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
() M= {0}.
(ii) Pour tout idéal premier P de A, ona Mp = {0}.

(iii) Pour tout idéal maximal m de A, ona M,,, = {0}.

Démonstration. 1l est clair que (i)=-(ii)=-(iii). Il reste & montrer que (iii)=(i).

On suppose que My, = {0} pour tout idéal maximal m et que M # {0} . Soit x € M\ {0}. Soit A
I'annulateur de x. Alors A est un idéal de A, qui n’est pas égala A (car 1 ¢ A). Donc A est contenu
dans un idéal maxigcnal m.

Dans M, on a 1= 0 par hypothese, donc il existe t € S = A\ mtel que tx = 0. Or t ¢ A (car

t & m) : contradiction.
Donc M = {0}.
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Proposition B.6. Soit ¢ : M — N un morphisme de A-modules. Si P est un idéal premier de A,
on note ¢p : Mp — Np le morphisme de Ap-modules S~!¢ pour S = A\ P. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) @ est injectif.
(ii) ¢p est injectif pour tout idéal premier P de A.

(iii) @n est injectif pour tout idéal maximal m de A.

Démonstration. (i)=(ii). Puisque ¢ est injectif on a une suite exacte 0 — M % N.On applique
SlavecS=A \ P, d’ot1 une suite exacte 0 — Mp % Np. Donc ¢p est injectif.
(ii)=(iii). Evident.
(iii)=(). Soit M’ le noyau de ¢. On a une suite exacte 0 - M' — M % N. Soit m un idéal

maximal de A; on obtient une suite exacte 0 — M, — My, LS Np. Or ¢, est injectif, donc M}, =
{0} . C’est vrai pour tout idéal maximal m, donc M = {0} d’apres la proposition précédente.

Proposition B.7. Soit ¢ : M — N un morphisme de A-modules. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) ¢ est surjectif.

(ii) ¢p est surjectif pour tout idéal premier P de A.

(iii) @n est surjectif pour tout idéal maximal m de A.

Démonstration. Exercice.

Proposition B.8. Soit A un anneau integre, soit M un A-module et soit S une partie multiplicative
de A. Alors T(S™IM) = S71(T(M)) otr T(M) désigne le sous-module de torsion de M.

Démonstration. On rappelle que S™!A est integre donc on peut considérer le sous-module de torsion
de S~!M. (On suppose toujours que 0 ¢ S.) On note ¢ : A — S~ ' A le morphisme d’anneaux défini
par ¢(a) = §, qui est ici injectif.

4+ Soit % € STYT(M)) avecm € T(M) ets € S. Alorsil existea € A, a # 0 tel que am = 0.

Donc %% = 0 avec % = ¢(a) # 0 (puisque A est integre ¢ est injective) et donc % € T(S™IM).

4+ Soit % € T(S7'M). Alors il existe % € S1A, % # 0, tel que %% = 0.Onadoncu € S tel

que uam = 0. Or A est integre, u et a ne sont pas nuls, donc ua # 0 et donc m € T(M). Donc

% € S~ (T(M)).

Proposition B.9. Soit A un anneau integre et soit M un A-module. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est sans torsion.
(ii) Mp est sans torsion pour tout idéal premier P de A.

(iii) My, est sans torsion pour tout idéal maximal m de A.

Démonstration. Pour (i)=-(ii) (I'équivalence (i)=-(iii)) se fait de méme) :

M est sans torsion si et seulement si T(M) = {0} (par définition), si et seulement si pour tout
idéal premier P on a T(M)p = {0} d’apres la proposition si et seulement si pour tout idéal
premier P ona T(Mp) = {0} d’apres la proposition [B.8] si et seulement si pour tout idéal premier P,

Mp est sans torsion.
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Proposition B.10. Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Alors, si A est un anneau
noethérien, S~ A est un anneau noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de S™'A. Notons ¢ : A — S~1A le morphisme d’anneaux défini par
@(a) = 4. Alors ¢ '(I) est un idéal de A qui est ncethérien, donc il est de type fini : ¢~ (I) =
(a1,...,a,),a; € A. Vérifions que {¢(a1), ..., ¢(a,)} engendre I.

1l est clair que @(a;) € I puisque a; € ¢ (I). Réciproquement, soit x € I. Alors x = g avec

a€ Aets € 5.0r ¢(a) = % = %x € I,donca € ¢ 1(I), donc il existe Ay, ..., A, dans A tels que
a=Y/",Am;.Onaalorsx =Y, ?iq)(ai).
Donc I = (¢(a1),...,¢(a,)) est bien de type fini. Donc S A est noethérien. B.10
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