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Formes bilinéaires et sesquilinéaires



I Formes bilinéaires symétriques

Soit K un corps arbitraire dans lequel 2 est inversible. Soit E un espace vectoriel sur K de dimen-
sion finie n > 1.

A  Généralités

A.1 Formes bilinéaires symétriques

Définition A.1. Une forme bilinéaire symétrique sur E est une application f : E x E — K telle que :

(i) f(Au+ po,w) = Af(u,w) + uf(v,w) pour tous u,v,w € E et tous A, u € K; cela signifie que f est
linéaire en la premiere variable.

(i) f(v,u) = f(u,0).
Remarque A.2. Ces deux propriétés impliquent la propriété suivante :

(iii) f(u, Ao+ pw) = Af(u,w) + uf(u,v)
En effet, f(u, Ao+ pw) = f(Av+ pw,u) = Af(v,u) + puf(w,u) = Af(u,0) + puf(u, w).

Exemples A.3. o Soit E = R? et f(u,v) = uqv1 + upvy ot u = ( Zl ) etv = < Zl > Clest le
2 2

produit scalaire usuel sur R%. On le note parfois u - v.
e Soit E = R* et soit f(u,v) = 1101 + up0s + U303 — c*u4v4 Ol C est une constante, u = t(uy, U, u3, iy)
et v = t(v1,v2,v3,04). (Si c est la vitesse de la lumiere, cette forme bilinéaire symétrique joue un
role important en théorie de la relativité).

e Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n — 1, et soit
f(p,q) = fil p(t)q(t)dt. C’est une forme bilinéaire symétrique.

Définition A.4. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On lui associe l'application linéaire
9]( :E — E*
u — f(u,-),

c’est-a-dire que pour chaque u € E, 0 (u) est une forme linéaire sur E qui associe a v € E le scalaire f(u,v).
On appelle rang de f le rang de 'application linéaire 0.
Sile rang de f est égal a n, on dit que f est non dégénérée.

Remarque A.5. Grace au théoréme du rang et au fait que dim E* = dim E, on voit que f est non
dégénérée si et seulement si 0y est injective, ce qui est équivalent a dire que 6 est un isomorphisme.

Fixons une base B = {ey,...,e,} de E.

Définition A.6. Considérons la matrice A = (a;;)1<i j<n de taille n X n définie de la facon suivante :
ai]' = f(ei, Ej), 1 < 1,] < n.

On l'appelle la matrice de f dans la base B.



Remarque A.7. Notons que la matrice de f dans la base B est égale a la matrice de 6 dans les bases
B et B*, ot1 B* est la base duale de B. En effet, 6(e;) = Y1y 0¢(e;) (ei)ej = Yy f(ei,e;)e]
En particulier, le rang de f est égal au rang de sa matrice.

Propriétés A.8. On constate les propriétés immédiates suivantes :

(i) La matrice A est symétrique, c’est-a-dire que la transposée tA est égale a A. Nous noterons
Sym, (K) 1'espace vectoriel des matrices symétriques n x n a coefficients dans K.

(ii) Fixons une base B = {e1,...,e,} de E. Soient u = Y| ; xje; et v = Y.I' ; y;e;. Alors f(u,v) =
Y1<ij<n %ijXiYj. Autrement dit, se donner f équivaut a se donner une fonction polynéme symétrique
homogene de degré 2 en les x; et y;.

On peut réécrire cela matriciellement sous la forme :
f(u,v) = tXAY (A1)

X1 Y1
ou X = : etY =
Xn Yn
(iii) Soit A € Sym,(K). Alors A définit une forme bilinéaire sur K" (ou sur E en fixant une base de
E) par la formule (??).
Finalement, se donner une forme bilinéaire symétrique revient a se donner une matrice symétrique.

Que se passe-t-il si nous changeons de base ? Soit B’ = {e}, ..., e, } une autre base de E, et posons :

ag]- = f(e, e;-). Soit A’ la matrice dont les coefficients sont les agj, et notons u = Y xjel et v =
/ /
* LA

Y1 yiel. Ces vecteurs ont maintenant pour vecteurs colonne X' = o letY = : |.0Ona
/!

Yn

=~

donc
f(u,v) =tX'A’Y. (A.2)

Soit P la matrice de passage de la base B a la base B3, donc P est une matrice n x n inversible telle
que X = PX" et Y = PY’. En reportant dans (??), on obtient f(u,v) = tX'tPAPY’, et en comparant a
(??) on obtient

A’ = tPAP.

Définition A.9. Soient A et A’ appartenant a Sym,(K). On dit que A’ est congruente a A s'il existe une
matrice inversible P telle que A’ = tPAP.

Remarque A.10. La relation de congruence est une relation d’équivalence dans Sym, (K) :
(i) A estcongruente a elle-méme : prendre P = I,.
(ii) Si A’ est congruente a A, alors A est congruente a A’, car si A’ = tPAP, on a bien A =
HP AP,
(iii) Si A’ est congruente a A et si A” est congruente & A’, alors A” est congruente a A; en effet, si
A’ = tPAPetsi A” = tQA’Q, alors A” = t(PQ)A(PQ).

Remarque A.11. Si A et A’ sont congruentes, alors elles ont le méme rang. Le rang est donc un
invariant pour la relation de congruence.

Le rang suffit-il a décrire I'ensemble des classes de congruence ? On verra plus tard que la réponse
est OUI'si K = C et NON si K = R.



A.2 Formes quadratiques, forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique

Définition A.12. Une forme quadratique sur E est une application q : E — K vérifiant :
(i) VA € K,Vu € E, g(Au) = A%q(u),

(ii) I'application
fs:ExXxE — K

(u,0) = 3(q(u+0) —q(u) —q(v))
est une forme bilinéaire symétrique.

fq s'appelle la forme polaire de q.

Exemple A.13. On pose E = R? et g(u) = u? + u3 pour tout u = ( "

N ) € E; alors g est une forme
2
quadratique.

Définition-Proposition A.14. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. L’application g5 : E —
K définie par

Vu € E, qp(u) = f(u,u)

est une forme quadratique, qui s’appelle la forme quadratique associée a f.

Démonstration. Soient A € Ketu € E. Alors g(Au) = f(Au,Au) = A2f(u,u) = A%q(u).
D’autre part, calculons la forme polaire de g :
2fg(u,v) = f(u+v,u+v)— f(u,u) — f(v,v)
= flu,u) + f(u,0) + f(o,u) + f(v,0) = f(u,u) = f(v,0)
—2f(u,0)

donc f; = f est une forme bilinéaire symétrique. O

Proposition A.15. Se donner une forme quadratique équivaut a se donner une forme bilinéaire
symétrique, c’est-a-dire que I’on a une bijection :

{formes bilinéaires symétriques} <«+— {formes quadratiques}

—> qf
fa A q

Comment s’exprime une forme quadratique si 1’on fixe une base ?
Soit B = {e1,...,e,} une base de E, et soit A la matrice de f dans labase B.Siu = }_/' ; x;e;, alors

n
— _ _ 2
g(u) = f(u,u) = Zaijxixj = Zﬂiixi + ZZaijxixj.
ij i=1 i<j
On remarque que si A est diagonale, alors q(u) = Y./ 4;x? est une combinaison linéaire de
carrés, d’ot1le nom de forme quadratique. Nous allons voir (théoréme ?? et les remarques qui suivent)
que, moyennant un changement de base, on peut toujours se ramener a ce cas.

A.3 Formes quadratiques et orthogonalité

Définition A.16. Soit q une forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique f sur E. On appelle
noyau de q le noyau de 'application 6¢. 1l s’agit donc de I'ensemble

Eti:={x€E|Vy<cE f(x,y) =0}.
On le note E+ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

On remarque que q est non dégénérée si et seulement si son noyau est {0} (théoreme du rang).
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Définition A.17. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que deux éléments x et y de E sont
orthogonaux (pour f) si f(x,y) = 0.
Si H est une partie de E, I'orthogonal de H (pour f) est le sous-ensemble

HY :={x€E | Vy€cH, f(x,y) = 0}.

On le note H* lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.

Remarque A.18. Supposons que H soit un sous-espace vectoriel. Considérons 'application linéaire
9}{ :E — H*
u — 0 f(u) \H-
L’orthogonal de H est le noyau de 9}{ . En effet, identifions le noyau de 9}{ :un vecteur u € E est dans
Ker 0}{ si et seulement si 6¢(u)(v) = 0 pour tout v € H. Donc u € Ker 6y si et seulement si f(u,v) =0

pour tout v € H. Par définition, c’est équivalent a dire que u appartient a H. Donc Ker 9}? = H'.

Remarque A.19. Soit H un sous-espace vectoriel de E et soit {ej, ..., e, } une base de H. Alors

H*={x€E|Vi=1,...r, f(x,e;) =0}.

Proposition A.20. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E et soit H une partie de E. Alors :
(i) H* est un sous-espace vectoriel de E.
(i) Si H C K, alors K+ C H+.

(iii) Si H est un sous-espace vectoriel de E, et si f est non dégénérée, alors dim H + dim H+ = dim E
et (H)+ = H.

Démonstration. (TD) O

Remarque A.21. H+ = vect(H)* . (TD).

Définition A.22. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit qu'une famille {eq,...,e,} de E est
orthogonale pour f (ou pour la forme quadratique associée q) si f(e;, e;) = 0 des que i # j.

On dit que la famille {ey, ..., e.} est orthonormale pour f (ou pour q) si elle est orthogonale pour f et si
f(ei, e;) = 1pourtouti=1,...,r.

Remarque A.23. Si B est une base orthogonale pour f, alors la matrice de f dans la base B est
diagonale.
Si B est orthonormale pour f, alors la matrice de f dans la base B est I,.

Théoréme A.24. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors il existe des bases or-
thogonales pour toute forme bilinéaire symétrique sur E.

Matriciellement, cela signifie que pour A € Sym,(K), il existe P € GL,(K) telle que tPAP = D est
diagonale de la forme

a1

avecay #0,...,a, # 0. Nécessairement, r est égal au rang de A.




Remarque A.25. Il n’existe pas nécessairement de base orthonormale pour f.

Démonstration. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On veut trouver une base B = {ey, ..., e, }
telle que f(e;, ¢;) = 0sii # j. On raisonne par récurrence sur 7.

Sin =1,iln’y a rien a démontrer, puisque toute base est orthogonale et tout vecteur non nul est
un vecteur propre.

Supposons donc que pour tout espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n — 1 et pour
toute forme bilinéaire symétrique sur cet espace vectoriel il existe une base orthogonale.

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et soit f une forme bilinéaire symétrique sur E.

Si f = 0, alors toute base est orthogonale.

Sif #0, alors il existe e € E tel que f(ej,e1) # 0 (en effet, si f(x,x) = 0 pour tout x € E,
alors f(x,y) = 3 (f(x+y,x+y) — f(x,x) — f(y,y)) = 0 pour tout x,y € E, et donc f = 0). Posons
H = vect(ey), et montrons que E = H® H*

e HNH* = {0} : eneffet, soitu € HN H*; u = Ae; pourun A € KK, donc f(u, u) = A2f(ey,e1); mais
aussi f(u,u) = 0 puisque u € H*, ce qui implique que A = 0 et donc u = 0.
e dim H + dim H+ = dim E : considérons 9}? : E — H*. On sait que H+ = KerGJI?. Donc dim Ht =

dim E — dimIm 9}4 par le théoreme du rang. Déterminons donc dim Im 9;1 : on sait déja que

dim Im 9}{ < dim H* = dim H = 1. De plus, 9?(61)(61) = f(ey,e1) # 0, donc 9? n’est pas 'ap-
plication linéaire nulle. Donc dim Im 9}{ > 1. On en déduit donc que dim H* = dimE -1 =
dim E — dim H.

OnadoncdimH*+ =n —1.
LOn définit une forme bilinéaire symétrique g sur H* en posant g(u,v) = f(u,v) pour tous u,v €

H~.

Par hypothese de récurrence, il existe une base orthogonale {e», ..., e,} de H + orthogonale pour

g. Il est clair que {ej, ez, ..., e, } est une base de E. Il reste a vérifier qu’elle est bien orthogonale pour

f:

e Si

e Si

2<i<n,onae € HY, donc f(er,e;) =0 = f(e;, e1).

2<i#j<non af(ez-,ej) = g(e;, e]-) = 0 par construction. O
Remarque A.26. Pour la forme quadratique g associée a f, le théoreéme se traduit par le fait que q(u)
est une combinaison linéaire de carrés.

Comment fait-on dans la pratique pour exprimer q(u) comme une combinaison linéaire de carrés ?
Une méthode algorithmique est donnée par la méthode de Gauss suivante : soit a réduire la forme qua-
dratique g définie sur E par :

Z a”x +2 Z AjjXiX;.
1<i<j<n

On suit alors pas a pas 'algorithme suivant :

On prend un terme en x? (avec un coefficient le plus simple possible afin d’alléger les calculs)
et on considere tous les termes contenant x; que I'on écrit comme le début du développement d'un
carré. On poursuit cette étape jusqu’a épuisement des termes en x2. Il y a alors deux possibilités : soit
le probleme est résolu et c’est terminé, soit ce n’est pas le cas et on passe a 1’étape 2.

S’iln’y a pas (ou plus) de termes en x?,

les termes sous la forme :

on considere un terme “simple” en x;x; et on écrit tous

S R RS
)\xixj + x;R + x]S =A (xi + X) (x] + X) —7
NN

a b

et on utilise le fait que ab = § [(a + b)> — (a — b)?].
Ensuite, on reprend la méthode a partir de I'étape 1.
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Exemple A.27. Soit E = R* et soit (1) = x7 4+ x5 + x2 + 2x1X2 + 2x2X3 + 2x4X1 — X3%4. On est dans
le premier cas, avec le coefficient de x% non nul. Donc

qu) = x4 2x1(x2 + xa) + x5 + X3 + 2x0X3 — X3X4
= (x1+2x2+x4)% — (x2 4 x4)% + x5 + xF + 22x0x3 — X324
= (x1 4+ x2 4 x4)? 4+ 2x2%3 — 2X2X4 — X3X4.

La forme quadratique qui reste ne contient plus de carrés, on passe donc a la deuxiéme étape :

q(u) = (X1 + X2 + X4)2 — X3X4 + x3(2x2) — x4(2x2)
= (X1 +XQ+X4)2—|— (X3—|—2X2)<—X4—|—2X2) —4x%
= (x1+ x4 x4)? + §(4xo + x3 — x4)% — (x5 + x4)? — 422

Réduction sur un corps arbitraire, sur C, sur R.

On cherche a classifier les formes bilinéaires symétriques a congruence pres (la congruence étant
celle des matrices correspondantes).

Nous avons déja vu une premiére réduction dans le théoreme ??. Mais lorsque 1'on choisit des
corps plus particuliers, on peut en dire plus.

Théoreme B.1. Supposons que tout élément de K ait une racine carrée dans K (c’est le cas par
exemple si K = C). Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E sur K. Alors il existe une base
(nécessairement orthogonale pour f) de E dans laquelle la matrice associée a f est égale a

I, 0

0 0/’
En particulier, deux matrices A et A’ dans Sym,(K) sont congruentes si et seulement si elles ont
méme rang. Il y a donc n + 1 classes de congruence.

Démonstration. Soit {e1, ..., e, } une base dans laquelle la matrice de la forme bilinéaire symétrique f

est de la forme
X1

&y

0

avecay #0,...,a, # 0 (théoréme ??). Pour chaque a;, il existe par hypothese B; € K tel que p? = a;.
/Bi’lei sii<r
e; sii>r.

Alors {ey,...,e,} est une base de E. De plus, f(g;, ¢;) est un multiple de f(e;, ¢;), donc la matrice
associée a f dans cette nouvelle base est encore diagonale. De plus, sii > r, ona f(¢;, €;) = f(e;, e;) =
0,etsii <rona f(e,e) = ,Bi’zf(e,', e;) = 06;1061' = 1. Donc la matrice est bien celle requise.

Nous savons que deux matrices congruentes ont méme rang. Supposons donc que A et A’ soient
deux matrices symétriques ayant le méme rang, r. Alors A est congruente a

(o 0)

Posons ¢; =



et A’ est congruente &

I, 0
0 0)’
donc par transitivité, A est congruente a Al
Il y a donc autant de classes de congruence que de valeurs possibles pourlerang, 0 <r <n. [

Théoreme B.2. (Loi d’inertie de Sylvester) Supposons que KK = IR. Soit g une forme quadratique
de rang r. Alors il existe un entier s avec 0 < s < r et une base {ey, ..., e, } tels que:

qu)=x3+...+x2—x2—...—x2, avecu=YI xe;, (B.1)
ot 'entier s ne dépend pas de la base {e, ..., e, } choisie.
Le couple (s,r — s) s’appelle la signature de g (ou de f, ou de la matrice A).
Autrement dit, toute matrice A € Sym, (R) de signature (s, t) avecs,t > 0 est congruente a

I, 0 O
0 - O
0 0 O

En particulier, deux matrices A et A’ dans Sym, (R) sont congruentes si et seulement si elles ont
(n+1)(n+2)
2

méme signature. Il y a donc classes de congruence.

Démonstration. On raisonne de maniere similaire au théoréme précédent.

Quitte a réordonner la base, nous pouvons supposer que a; > 0 pour 1 < i < s, que &; < 0 pour
s <i<retquewa; =0pouri > r. Pourtouti < r, il existe B; € R tel que 7 = |w;| . La démonstration
de I'existence d’une matrice de la forme requise se termine comme dans le cas précédent.

Il nous faut donc montrer I'indépendance de s du choix de la base. Remarquons que dans la
construction ci-dessus, s = #{e; | q(e;) > 0}.

Supposons que l'on puisse écrire q(u) = Y5, x* — YI_, ., x2, dans une base orthogonale B’ =
{e},...,e,} .Onaalorss’ =#{e} | g(¢}) > 0}.Posons

F =vect{ey,..., e}, G = vect{es11,...,6n}
F' =vect{e),... e}, G =vect{e, i,...,e,}.

AlorsE=F&GetE=F &G
Supposons maintenant que u € FNG'. Alors, si u # 0, comme u € F ona q(u) > 0. D’autre
part, puisque u € G’, on a g(u) < 0. Donc on obtient une contradiction, et FN G’ = {0}. Donc
F+G =Fa G, et
dim(F®G') =dimF+dimG' =s+ (n —s')

et ceci doit étre inférieur a n, donc s < s'.
De méme, en considérant F’ et G, on montre que s’ < s, et donc s’ = s.
Le nombre de classes de congruence est donc le nombre de signatures, ce qui est égal au cardinal

de 'ensemble {(r,s) e N* [ 0<r<n, 0<s<r}, quiest w O

Remarque B.3. Aprés avoir effectué la réduction de Gauss sur une forme quadratique, la signature
de la forme quadratique est (nombre de carrés a coefficients strictements positifs, nombre de carrés a
coefficients strictement négatifs).

Définition B.4. La forme bilinéaire symétrique f : E x E — R (ou la forme quadratique q, ou la matrice
symétrique A) est dite définie positive sir = s = n.



Remarque B.5. Une forme quadratique g est définie positive si et seulement si (1) > 0 pour tout

u#0:

e Supposons que g soit définie positive. Alors il existe une base {ey, ..., e, } dans laquelle la matrice
associée a g est I,. Donc si u = Y ; x;e; # 0,onag(u) = ¥, q(e;)x? = Y1y x? > 0.

e Réciproquement, soit {ey, ..., e, } une base dans laquelle la matrice associée a g est de la forme

251

Xn

avec a; € K. Par hypothese, &; = g(e;) > 0 pour tout i, donc on peut multiplier chaque élément de
la base par un scalaire pour obtenir une base dans laquelle la matrice associée a g est I,,.

Remarque B.6. Une matrice A € M, (R) est symétrique définie positive si et seulement s’il existe
P € GL,(R) telle que A = 'PP.

Remarque B.7. Si K = Q, le probleme est beaucoup plus compliqué. Il y a une infinité dénombrable
de classes de congruence dans Sym, (Q). (c.f. [J.P. Serre, Cours d’arithmétique]).

C Espaces vectoriels euclidiens, endomorphismes symétriques, orthogonaux

C.1 Généralités sur les espaces euclidiens

Définition C.1. Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique
dont la forme quadratique associée est définie positive sur E.
Autrement dit, f : E x E — R vérifie :

(i) flu+Av,w) = f(u,w) 4+ Af(v,w)
(i) f(o,u) = f(u,v)
(iii) f(u,u) >0siu#0

pour tous u,v,w € E et tout A € R.
On notera le produit scalaire de la fagon suivante : f(u,v) = (u,v).

Définition C.2. Un espace euclidien est un couple (E, f) oit E est un R-espace vectoriel de dimension finie
n = 1eton f est un produit scalaire sur E.

Remarque C.3. Ona (u,u) =0 < u=0.

Exemples C.4. o Sur R”, on a le produit scalaire usuel ou canonique : (u,v) =u-v =731 ; u;v;. C'est
I'unique produit scalaire défini sur R” pour lequel la base canonique est orthonormale. L'espace
R" muni de ce produit scalaire est appelé espace euclidien canonique. (Laissé en exercice).

e Sur l’espace vectoriel des matrices n x n symétriques, (A, B) = tr(AB) est un produit scalaire. (TD)

e Surl’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieuran —1, (p,q) = fol p(t)q(t)dt
est un produit scalaire. (c.f. TD)
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Définition-Proposition C.5. On pose ||u|| = \/(u, u) pour tout u € E.
L'application ||-|| : E — R est alors une norme sur E, ¢’est-a-dire qu’elle vérifie, pour tous u,v € E :

@) [fu]l =0
(i) [ul| =0 <= u=0
(iif) [[Aul] = [A]- [Ju]

(iv) ||u+ ol < ||u|| + ||v|| (inégalité triangulaire).

||-|| est appelée la norme euclidienne de E.

Démonstration. Les trois premiéres propriétés sont faciles a vérifier. Pour l'inégalité triangulaire, on
utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz qui suit. O

Proposition C.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (E, (,)) un espace euclidien. Alors, pour tous
u,v € E,ona
[ (u, o) [ < [luf] (o] -

De plus, cette inégalité devient une égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

Démonstration. Soit A € R. Alors :
0< (u+Av,u+ Av)
= [l + Adu, 0) + Ao, u) + A o]
= [lu|® + 2w, v)A + [|v||* A*. (C1)

Il s’agit d"un polyndme en A du second degré qui est toujours positif, donc son discriminant doit étre
négatif (pas de changement de signe, donc pas de racines distinctes). Ainsi (1, v)2 — ||u]|* |||* < 0 et
le résultat suit.

Maintenant supposons que 1'on ait égalité dans 1'inégalité de Cauchy-Schwarz. Alors le discri-
minant est nul, c’est-a-dire que le polynéme (??) posséde une racine, disons Ag. En remontant les
égalités, on voit que ||u + Agv|| = 0, ce qui implique que u + Agv = 0 et donc u et v sont colinéaires.

Si u et v sont colinéaires, il est clair que 'on a égalité. O

Démonstration de I'inégalité triangulaire : On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :
2 2 2 2 2
e+ 0l = [lull™ + 2w, 0) + [ < Null® + 21[Jull ol + o1 = (]l + [lo]})*.

Exemples C.7. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a des produits scalaires classiques, nous
pouvons obtenir des inégalités intéressantes :

(i) Si E = R"” muni du produit scalaire usuel, u € Eetv = #(1,...,1), alors

2
n
Z X; <n
i=1 i=1

(ii) Si E est 1’espace des polyndmes de degré au plus n — 1 muni du produit scalaire défini par
(p,q) = f_ll p(t)q(t)dt,sip € Eetsig =1, alors

(/11 p(t)dt>2 < 2/11 p(t)2dt.

On vérifie facilement :
Propriétés C.8. (i) (u,0) = L[||lu+ ol = |u|* = ||o||?] (polarisation)
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(i) ||u+||> + |ju — o||* = 2(||u||* + ||v||?) (identité du parallélogramme)
Démonstration. (i)

e+ 0l = [[ul® = [[ol* = {4+ 0,u +0) = (u,u) - (v,0)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) — (u,u) — (v, )
= 2(u,v) O

Un produit scalaire permet aussi de définir des angles : si u et v sont des éléments non nuls
d’un espace euclidien, alors on sait d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz que — ||u]| ||v|| < (1, v) <
||lue|| |||l . Comme u et v sont non nuls, on sait que leurs normes sont non nulles, et on a donc

g w0y
el [l
|>H
v
Cela définit donc une notion d’angle, non orienté, en géométrie euclidienne (notons que l'angle
entre u et v est égal a ’angle entre v et u).

Il existe donc un unique 6 € [0, 77| tel que H< il cos 0.

C.2 Compléments sur les bases orthogonales

Proposition C.9. (Théoréme de Pythagore) Soient u et v deux éléments d’un espace euclidien
(E,(,)). Alors u et v sont orthogonaux (pour (,)) si et seulement si ||u + v||* = [|u|* + ||o||*.

Démonstration. Claire O

Remarque C.10. Si {ey, ..., e} est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors elle est libre.
En effet, supposons qu’il existe une combinaison linéaire triviale ) ;' ; Aje; = 0 avec A; € R. Fixons
un indice j et prenons le produit scalaire avec ¢; :

n

0= 0, e] ZAel,e] ZAI el,e] =A; HejH2.
i=1

Comme ¢; est non nul, sa norme est non nulle, donc A; = 0. Ceci est vrai pour tout j, donc les vecteurs
sont linéairement indépendants.

Ainsi, pour affirmer qu'une famille orthogonale de vecteurs non nuls est une base orthogonale
de E, il suffit qu’elle ait n = dim E éléments.

Remarque C.11. Si {ey, ..., e} est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors { Tl ”2" }

est une famille orthonormale.
En particulier, il existe toujours des bases orthonormales dans un espace euclidien.

Remarque C.12. Si {ey, ..., e,} est une base orthonormale de E, alors pour tout # € Eona:

M-

Il
—_

u=1>y (u,ee.

1

En effet, posons v = u — Y/ (u,e;)e;. Alors pour tout javec1 < j < n,ona (v,¢)) = (u,e) —
Yisi(ue)(eie;) = (u,ej) — (u,e;) = 0. On en déduit donc que (v, w) = 0 pour tout w € E, et en
particulier que (v,v) = 0, donc que v = 0.

12



C.3 Adjoint d’'un endomorphisme

Soit (E, (,)) un espace euclidien. Nous avons rencontré I’application linéaire
:E — E*
u +— 0u)=(u,-)
(dans le cas d"une forme bilinéaire symétrique générale). De plus, dans le cas présent ou la forme
bilinéaire symétrique est non dégénérée, 0 est un isomorphisme.

En particulier, pour toute forme linéaire ¢ dans E¥, il existe un unique u € E tel que ¢ = 6(u),
c’est-a-dire tel que ¢(v) = (1, v) pour tout v € E.

Soit maintenant i un endomorphisme de E. Alors I'application (u, {(-)) est une forme linéaire. Il
existe donc pour chaque u € E un unique uy € E tel que (u, ¢(v)) = (uy, v) pour tout v € E. Notons
uy = p*(u). Nous allons montrer que 1* est un endomorphisme linéaire de E, et que c’est le seul
endomorphisme linéaire de E vérifiant

VYu,v € E, (u,p(v)) = (¢*(u),v). (C.2)

Montrons d’abord la linéarité. Soient u,v € E et soit A € IR. Alors, pour tout w € E, nous avons
(" (u + Av),w) = (u+ Ao, p(w))
(u,p(w)) + Ao, Pp(w))
(™ (u), w) + A{Y*(v), w)
(¥*(u) + Ap*(v), w)
On en déduit que le vecteur ¢*(u + Av) — [p*(u) + Ap*(v)] est dans le noyau E+ = Ker0, qui est
nul. Donc ¢*(u + Av) = ¢*(u) + Ap*(v).
Pour I'unicité, supposons qu'il existe une application linéaire ¢ : E — E telle que Yu,v €
E, (u,¥(v)) = (¥(u),v). Nous savons déja que * satisfait a (??).
Alors, pour tous u,v € E, nous avons :
(" (u) — (), 0) = (9" (u),0) — (P(u),v)
= (1, 9(v)) — (u,(v))
=0

Ainsi ¢ (u) — (u) est dans le noyau E*+ pour tout u, donc ¢*(u) — () = 0 pour tout u € E, et
finalement i = ¥p*.

Définition-Proposition C.13. Soit (E, (,)) un espace euclidien et soit ¢ un endomorphisme de E.
Alors il existe un unique endomorphisme * de E tel que

Yu,v € E, (u,¢(v)) = (¢*(u),v).

L’endomorphisme * est appelé endomorphisme adjoint de .

Propriétés C.14. Soit (E, (,)) un espace euclidien et soit i un endomorphisme de E. Alors :

(i) Si B est une base orthonormale de E, alors la matrice de ¢* dans la base B est égale a la trans-
posée de la matrice de ¢ dans la base B.

(i) (Ap+ux)* = Ap* + ux™* pour des endomorphismes i et x et des scalaires A, 1.
(i) (p7)* = 9.

(iv) (o))" =x"oy"

(V) Vu,0 € E, (p(u),0) = (u,¢"(0)).

Démonstration. Exercice (TD) O
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C.4 Isométries d'un espace euclidien

Définition C.15. Soient (E,(,)g) et (E',(,)p) deux espaces euclidiens. Une isométrie de (E,(,)g) dans
(E', (,)pr) est une application linéaire ® : E — E' vérifiant :

Vu e E, ||P(u)|lp = |lullg

Si E = E', on appelle aussi @ un endomorphisme orthogonal de E.

Remarque C.16. Par définition, une isométrie est une application linéaire qui préserve les distances
(normes). C’est également une application linéaire qui préserve les angles : une application linéaire
® : E — E’ est une isométrie si et seulement si (®(u), ®(v))p = (1, v) pour tous u,v € E.

En effet, supposons que P préserve les angles. Alors

[@()]| = \/(@(u), D) = 1/ (w,u) = u]

pour tout u € E.
Réciproquement, supposons que P préserve les normes. Alors

2(@(u), @(0)) = [P+ 0)|* — [@(w)||* ~ | @(0)|* = [[u +o* — [|u]* — [[ol|* = 2(, ).

Proposition C.17. Soit ® une isométrie de (E, (,)r) dans (E/, (,) ). Alors ® est injective. En parti-
culier, si ® est une isométrie de (E, (,)g) dans (E, (,)r) (on dit que ® est une isométrie de E), alors
elle est bijective.

Démonstration. Si u € E est tel que ®(u) = 0, alors |[u|| = ||P(u)|| = ||0|| = 0, donc u = 0. Ainsi le
noyau de ® est nul.
La fin découle du théoreme du rang. ]

Théoreme C.18. Tout espace euclidien de dimension 7 est isométrique a l’espace euclidien cano-
nique R" (c’est-a-dire qu’il existe une isométrie (bijective) entre les deux).

Démonstration. Soit (E, (,)) un espace euclidien, et soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale de
E.Soit {¢1,...,€,} la base canonique de R" (oi1 ¢; est le vecteur colonne qui a un 1 a la i*™ place et
des 0 ailleurs). On définit un isomorphisme ® : E — R" en posant ®(e;) = ¢; et en prolongeant par
linéarité. I faut montrer que c’est une isométrie. Soit donc u = Y/ ; x;e;; on a

n n n o n n
2
1D () r = (P (u), D(u))re = (Y xies, Y xXjejhme = Y, ) xixjei ej)mn = ) %7
i=1 j=1 i=1j=1 i=1

d’une part, et

i=1j=1 i

n n n n n
H”H% = (w,u)p = (Z Xi€i, ij€j> E lex] ei, €j)E x?
i=1 j=1 —1
d’autre part, d’ou I'égalité | P (u)||g. = ||u]| - O

Propriétés C.19. Soit (E, (,)) un espace euclidien.
(i) Soit ® une isométrie de E. Alors ®~! est une isométrie de E.
(ii) Si ® et ¥ sont des isométries de E alors ¥ o @ est une isométrie de E.

(iii) idg est une isométrie de E.
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Démonstration. Exercice (TD). O

Nous avons donc :

Définition-Proposition C.20. L'ensemble des isométries de I'espace euclidien (E, (,)¢) est un sous-
groupe de GL(E). On l'appelle le groupe orthogonal et on le note O(E).

L’ensemble des isométries de E dont le déterminant est positif est également un sous-groupe de
GL(E). On l'appelle le groupe spécial orthogonal et on le note SO(E).

Si E = R" muni de sa structure canonique d’espace euclidien, on note O(E) = O,(R) et SO(E) =
SO, (R).

Démonstration. Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que le déterminant est multi-
plicatif (c’est-a-dire que det (¥ o @) = det ¥ det @) et on en déduit facilement que la propriété d’avoir
un déterminant positif est conservée par toutes les opérations dans un sous-groupe de GL(E). O

Proposition C.21. Soit (E, (,)) un espace euclidien et soit @ : E — E une application linéaire. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ® est une isométrie.

(ii) &* = o~
(iii) Si B est une base orthonormale de E et si M est la matrice de @ dans la base B, alors tMM =
I, = MtM.

(iv) Si B est une base orthonormale de E et si M est la matrice de ® dans la base B, alors M est
inversible et M~ = tM.

(v) Si B est une base orthonormale de E et si M est la matrice de @ dans la base B, alors les
vecteurs colonne de M forment une base orthonormale de R avec sa structure euclidienne
canonique.

(vi) Si B est une base orthonormale de E, alors ®(B) est une base orthonormale de E.

Lorsque les conditions équivalentes (iii)-(v) ci-dessus sont vérifiées pour une matrice M, on dit que
M est une matrice orthogonale.

Démonstration. (TD) O

Corollaire C.22. (a) Soit ® une isométrie de E. Alors
(i) |det®| =1
(i) si A est valeur propre de ® alors [A| = 1.

(b) Soit M une matrice. Alors M est orthogonale si et seulement si M est la matrice de passage
d’une base orthonormale & une autre.

Démonstration. (a) (i) D’apres le (iii) de la proposition précédente, si M est la matrice de ® dans
une base orthonormale,

1 = detI, = det(tMM) = det(tM) det(M) = det(M)?

donc det(®) = det(M) = £1.

(ii) Soit A une valeur propre de ®, et soit u un vecteur propre associé. Alors
[ull = @) = [Aul = [A] fJull

donc|A| =1etA = £1.
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(b) Soit M une matrice orthogonale. Fixons une base orthonormale B de E. Alors M est la matrice
d’une transformation ® dans la base B, et d’apres la proposition précédente (vi), @(B) est une
base orthonormale, c’est-a-dire que M est la matrice de passage d"une base orthonormale & une
autre.

Maintenant, si P est la matrice de passage d’une base orthonormale B = {ey,...,e,} a une base
orthonormale B’ = {ey,...,e,}, définissons ® : E — E en posant ®(¢;) = e/ et en prolongeant
par linéarité. Alors B’ = ®(B) donc P est une isométrie de E d’apres le (vi) de la proposition
précédente. De plus, P est la matrice de ® dans la base B (puisque chaque colonne est obtenue en
écrivant ¢} = ®(e;) dans la base ), donc d’apres la proposition précédente, P est orthogonale. [

Remarque C.23. Soient B et B’ deux bases orthonormales, et soient M et M’ les matrices d’un endo-
morphisme de E dans les bases B et 5’ respectivement. Soit P la matrice de passage de B a '. Alors
M’ = P~'MP = tPMP.

C.5 Isométries de R?

Nous considérons IR? muni de sa structure canonique d’espace euclidien. Soit ® € Oy(RR). Dans

la base canonique, la matrice de ® s’ecrit M = < Z 2 ) . Les vecteurs ( Z > et < ccl > forment une

base orthonormale, et nous avons vu que det M = £1, donc nous obtenons les équations :

a2+ =1
A+d>=1
ac+bd =0

ad — bc = g€ avec ¢ = +1.

7 LSRN z . _ bd P3N
Supposons d’abord que a # 0. Alors la troisiéme équation donne ¢ = —7°. De la quatriéme

—% = —be. La deuxiéme équation est automatiquement

a —be
M_<b ae )

Supposons maintenant que 4 = 0. Le systéme devient donc :

équation on déduit que d = ae, donc ¢ =
satisfaite. Ainsi,

=1
A+d>=1
bd =0

—bc = eavece = £1.

Comme b = +1, la derniere équation donne ¢ = —¢b. La troisieme donne d = 0 = ea. Ainsi la matrice
M est encore de la forme ci-dessus.

g . cosa —esinw
Comme a? + b? = 1,il existe « € R tel que a = cosa et b = sina. Donc M = >

sine  ecosw

Si le déterminant de M est égal a 1, c’est-a-dire si M € SO,(R), alors ¢ = 1 et ® est la rotation de
centre O et d’angle a (I’expression en nombres complexes de la transformation est z +— ¢/*z).

Si le déterminant de M est égal a —1, alors ¢ = —1 et le polyndme caractéristique de ® est égal
ax>—1= (x—1)(x+1). Donc ® admet deux valeurs propres réelles, les sous-espaces propres

49 3 u
. . . . CoSs 5 —sin §
sont nécessairement de dimension 1, et 2, 2 est une base orthonormale de R?
sin 5 cos 5
0

formée de vecteurs propres pour ®. Dans cette base, la matrice de ® s’écrit < 0 1

>, donc ® est
- R . . cos 5
la symétrie orthogonale par rapport a la droite engendrée par .

in &
Sll’l2
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Résumons tout cela :

Proposition C.24. Soit ® une isométrie de IR?. Alors sa matrice dans la base canonique de R? est de
la forme

cosx —esina

sinae  ecosa
pouruna € R, avece = £1.

® est dans SO(IR?) si et seulement si ® est la rotation de centre O et d’angle .
® est dans O(IR?)\ SO(IR?) si et seulement si ® est la symétrie orthogonale par rapport a la droite
cos 5

engendrée par [ .2
sin §

C.6 Isométries de R

Proposition C.25. Si ® € O3(R), il s’agit d'une rotation de R® éventuellement suivie d’une
symétrie orthogonale. Il existe une base orthonormale de R® dans laquelle sa matrice est de la

forme
cose —sinx O

sinx  cosa 0
0 0 +1

Démonstration. en TD. O
Remarque C.26. Afin de déterminer « au signe pres, remarquons que

tr 1+ 2cosu sidet® =1
T g
—1+2cosa sidetd = —1.

D Le théoreme spectral des endomorphismes symétriques;
application aux coniques et quadriques

Définition D.1. Un endomorphisme 1 de E est dit symétrique ou auto-adjoint si Pp* = .

Remarque D.2. Un endomorphisme est symétrique si et seulement si sa matrice dans une (ou dans
toute) base orthonormale est symétrique (c’est-a-dire égale a sa transposée).

Proposition D.3. Soit i un endomorphisme symétrique, et soient A et u des valeurs propres de ¥
avec A # u. Soit u un vecteur propre associé a la valeur propre A et soit v un vecteur propre associé
a la valeur propre p. Alors u et v sont orthogonaux.

Démonstration. (A — u)(u,v) = (Au,v) — (u, poy = (P(u),v) — (u, P(v)) = (P(u),v) — (Y(u),v) =0
puisque ¢ est symétrique. Comme A — p # 0, on a bien (u,v) = 0. O

Théoréme D.4. (Théoreme spectral des endomorphismes symétriques) Soit (E, (,)) un espace
euclidien et soit i un endomorphisme symétrique. Alors ¢ est diagonalisable dans une base ortho-
normale. Autrement dit, il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de .

Démonstration. Nous la verrons a la fin du Chapitre II ]
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Du théoreme précédent, on déduit :

Corollaire D.5. (Théoreme spectral pour les matrices symétriques) Soit A € M, (IR) une matrice
symétrique. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que ' PAP soit diagonale.

Démonstration. La matrice A représente un endomorphisme symétrique dans la base canonique (or-
thonormale) de R". Donc d’apres le théoreme spectral ci-dessus, il existe une matrice P € M, (R)
inversible telle que P~ ! AP soit diagonale. De plus, toujours d’apres le théoréme spectral, cette ma-
trice est la matrice de passage d"une base orthonormale a une autre base orthonormale. Elle est donc
bien orthogonale, et P! = P. O

D.1 Application : étude des hypersurfaces du second degré

Définition D.6. On se place dans un espace euclidien de dimension n, et on fixe une base orthonormale. On
peut donc supposer qu’il s’agit de R" avec sa base canonique.
On appelle hypersurface du second degré 'ensemble H des points u € R" vérifiant :

Fu) :=q(u)+4(u)+c=0

ou g est une forme quadratique non nulle, ¢ est une forme linéaire, et c est une constante (réelle).
Lorsque n = 2, une hypersurface de degré 2 s’appelle une conique; lorsque n = 3 une hypersurface de
degré 2 s’appelle une quadrique.

On cherche a déterminer la forme de I'’hypersurface. Nous commencerons dans le cas général,
puis déterminerons la classification complete dans le cas des coniques et des quadriques.

La premiere étape est de réduire la forme quadratique g dans une base orthonormale.
Soit A la matrice associée a g, et soit i 'endomorphisme de R" dont la matrice dans la base
canonique est A. La matrice A est symétrique.
Siu € R", soit U le vecteur colonne associé ; alors

g(u) = tUAU = t(AU)U = (p(u),u).

Comme 1 est symétrique, on peut lui appliquer le théoreme spectral : il existe donc une base
orthonormale {¢j, ..., &, } formée de vecteurs propres pour . Soit A; la valeur propre associée
au vecteur propre ¢;.
Notons u = Y/ ; x;¢;. Alors g(u) = (P(u),u) = Yi'y Aix?, donc F(u) = Yiq Aix? — Y0 wix; +
c.

La deuxieme étape est de réduire F. Pour cela on “complete les carrés”, c’est-a-dire que 1'on
écrit, lorsque A; # 0,

2 2
e (e

Ceci revient a faire un changement d’origine (si A1,..., A, sontnonnulsetA, ;1 =--- = A, =0,
+

la nouvelle origine est () = (ZTTI], .., ZLX,' o,..., 0) ). L'équation devient donc

r n
Y A=) Txi+c (D.1)
i=1 r+1

Notons que si 'un des 7; est non nul, par exemple T, alors on peut faire un nouveau change-

C/

ment d’origine pour que 'équation ne contienne plus de constante (' = Q + (0,...,0, —)).

Pour étudier 'hypersurface #, on se placera dans le repere orthonormal privilégié (Q) | €1,...,&,)
dans lequel 1’équation a 1’expression réduite (??).
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a) Classification des coniques

Soit C une conique (c’est-a-dire une hypersurface de degré 2 dans un espace euclidien de dimen-
sion 2). Notons < ; ) les coordonnées d’un point dans le repére privilégié (Q) | e1,¢2), et A, u les
valeurs propres de .

e Sigestderang?2, ie. les valeurs propres sont non nulles, 'équation réduite de C est Ax? + uy? = 6.
Notons que quitte a diviser par |d|, on peut supposer que d = 1,0 ou —1. On peut également,
quitte a tout multiplier par —1 ou a échanger les roles de x et y, supposer que A = % > 0. On
obtient alors :

Equation réduite Nature de la conique
2
L4y =1 Ellipse
2
Zé +4 =0 Point ()
2
Lrr =1 Vide
2 P Réunion de deux droites sécantes
2z p =0 d/é . o :I:‘B
équationsy = £ x
S | Hyperbol
2R yperbole

e Sigestderang 1, ie. sil'une des valeurs propres est nulle, par exemple y, I’équation réduite de C
est Ax2 + Ty = p. Comme auparavant, nous pouvons supposer que A = % >0etp=010u-1,
et méme que p = 0 lorsque T # 0. On obtient alors :

Equation réduite Nature de la conique

2 _q Réunion de deux droites paralléeles
o d’équations x = +w

=0 Droite d’équation x = 0

u

£ =1 Vide

z—i - % =0 Parabole

Exemple D.7. Considérons la conique C d’équation x*> + 10v/3xy + 11y> — 16 = 0. Nous voulons
déterminer sa nature.
La forme quadratique est x> 4+ 101/3xy + 11y%. La matrice de ¢ dans la base canonique est donc

)

Nous voulons trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
Le polyndme caractéristique est
1-A 5V3

12 _ _ — _
55 g =N 1A 6= (A-16)(A+4)

donc les valeurs propres sont 16 et —4, non nulles.

Le noyaude A+4I =5 ( \1@ \é§ ) est engendré par ( —3/3 > et le noyau de A — 161 =

5(—3\@ 1

V3 -1 > est engendré par < V3 ) . Donc nous obtenons un repere orthonormal en normali-
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sant ces vecteurs :

(%))

Dans ce repere, C a pour équation 16X? — 4Y? = 16, ou

LIS,
NM—‘N @

N

YZ

XZ
4

1.
I s’agit donc d"une hyperbole.

b) Classification des quadriques

Soit Q une quadrique (c’est-a-dire une hypersurface de degré 2 dans un espace euclidien de di-
mension 3). Notons x, y, z les coordonnées dans le repere privilégié () | €1,¢€2,€3) et A, y, v les valeurs
propres de 1.

e Si g est de rang 3, i.e. si les valeurs propres sont toutes non nulles, alors I’équation réduite de Q
est Ax? + py® + vz? = 5. Comme dans le cas des coniques, on peut supposer que A = - > 0 et
U= é > 0, et que 6 = 0,1 ou —1. On obtient alors :

Equation réduite Nature de la quadrique
t+h+h=1 Ellipsoide

ﬁé + y—i - 5722 =1 Hyperboloide & une nappe

% %z — fy—i =-1 Hyperboloide a deux nappes

Zé %z — ,Zy—i =0 Cone du second degré a base elliptique
L+ 5=0 Point O

L+ g=-1 Vide

e Si g est de rang 2, i.e. si exactement une des valeurs propres, par exemple v, est nulle, I'équation
réduite de Q est Ax? + uy? = 1z + 6. Lorsque T # 0, on peut supposer que 6 = 0. Donc on suppose
quet=1eté =0ouquet=0etqued =0,1o0u—1. On obtient alors :

Equation réduite | Nature de la quadrique

zé + y—i =2z Paraboloide elliptique

Zé + yj; =1 Cylindre a base elliptique

Zé + yj; =0 Droite d’équations x = 0; y = 0

2V .

2te=-1 Vide

Z—i - %—z =z Paraboloide hyperbolique

zé - %z =1 Cylindre a base hyperbolique

Zj - %i = Réunion de deux plans d’équations y = igx

e Si g est de rang 1, i.e. si exactement deux valeurs propres sont nulles, disons y et v, I'équation
réduite est i—i =Ty +0z+ w. Comme auparavant, on peut supposer que lorsque T ou 0 est non
nul alors w = 0, et que w = 0,1 ou —1 sinon. De plus, lorsque T # 0 et ¢ # 0, on peut changer
la variable y pour mettre 1'équation sous la forme Ax* + 1y’ = 0 avec y’ = (y + £z) (en supposant
déja que w = 0). On obtient :
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Equation réduite Nature de la quadrique

x> =2p Cylindre a base parabolique

2 _1q Réunion de deux plans paralleles distincts
o d’équations x = +u

¥ =0 Plan d’équation x = 0

u

r=-1 Vide

Exemple D.8. Considérons une quadrique Q d’équation —7x? + 25y + 7z% + 48xz + 5x — k = 0.

-7 0 24
La matrice associée a la forme quadratique est A = 0 25 0 |.Sesvaleurs propres sont
24 0 7

—25 (simple) et 25 (double). On choisit une base orthonormale du plan Ker(A — 25I) et on complete
avec un vecteur normal €3 de la droite Ker(A + 25I). On obtient donc un nouveau repére orthonormal
0 4
5
;e2=1 1 |;e3= 0 |) par exemple. L'équation de Q devient 25X? + 25Y? —
0 _3
5

(0,61 =

il O ulw

2572% +3X +4Z = k, soit

7
2 2 2 _
25X" +25Y"° - 257 k 100

en posant X' = X + %, Y =YetZ =7 — %, c’est-a-dire que l'on a pris Q) = (—53—0;0; 22—5) dans le
repeére (O | €1,€2,¢€3).

Donc,
e sik > %5, alors Q est un hyperboloide a une nappe;

e sik < 7%, alors Q est un hyperboloide a deux nappes;

e sik = ;%;, alors Q est un cone a base circulaire (les coefficients de X’ et Y’ sont égaux).
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II Formes sesquilinéaires hermitiennes

A Introduction, généralités

Le but de ce chapitre est d’adapter la théorie des formes bilinéaires symétriques au cas d’espaces
vectoriels sur C.
X1 Y1
. . . e . _ . _\n
On a sur R" un produit scalaire canonique : si x = : ety = © |,ona(x,y) =YY" xiy;.
Xn Yn
Ce produit scalaire définit une norme sur R” par ||x|| = /¥, x2.
Sur C", I'application bilinéaire symétrique donnée par (x, y) = Y_I' ; x;y; ne définit pas une norme,
car x? n’est en général pas un réel positif.
Mais C" s’identifie canoniquement a R?", et sur IR>" on a une norme canonique :

5 R
X1
Z1 n
z = : = X = : sizy = Xk + Y.
Zn Yn
Xn

1] = \/Z(x,%wi) _ \/z af? = \/z
k=1 k=1 k=1

Donc ||x|| = \/f(z,z) avec f(z,2') = Y}_; zx - Z;. L'application f : C" x C" — C n’est plus bilinéaire
symétrique. Elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) f estlinéaire en la premiere variable : f(z + A2, z") = f(z,2") + Af(Z,2") pour tous z,2/,2" €
C'ettout A € C;

(i) f(z',z) = f(z,2') pourtousz,z' € C";
(iii) f estadditive enla deuxieme variable: f(z,z' +z") = f(z,2') + f(z,2") pour tous z,2, 2" € C";
A

(iv) f est C-antilinéaire en la deuxiéme variable : f(z,Az") = Af(z,z’) pour tous z,z’ € C" et tout

AeC.
Remarque A.1. Les propriétés (iii) et (iv) découlent des propriétés (i) et (ii).
Définition A.2. Soit H un espace vectoriel sur C de dimension finie n. Une forme sesquilinéaire hermitienne

sur H est une application f : H x H — C linéaire en la premiere variable et vérifiant f(z,z') = f(2/,z) pour
tous z,z' € H.

Remarque A.3. Soitz € H. Alors f(z,z) = f(z,z), donc f(z,z) € R.

Remarque A.4. Dans le cas réel, il y a une bijection entre I’ensemble des formes bilinéaires symétriques
et I’ensemble des formes quadratiques : si f est une forme bilinéaire symétrique, alors x — f(x, x)
est une forme quadratique; si g est une forme quadratique, alors sa forme polaire (x,y) — 1[q(x +
y) —q(x) — q(y)] est une forme bilinéaire symétrique.
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Dans le cas complexe, on peut également retrouver une forme sesquilinéaire hermitienne a partir
de sa restriction a la diagonale de H x H :

1 ) ) . )

f(22) = Slfa+2 2+ 2) +if (e +id, 2+ i2) — (1+)(f(z,2) + f(2,2)]
Expression dans une base: Soit H un espace vectoriel sur C et soit B = {ey, ..., e, } une base de H.
Soient x = Y I' ; x;e; ety = Y I' ; y;e; deux éléments de H. Alors

n n n
foy) = () xien ) yje) = Y xi7if (eie)).
i=1 j=1 ij=1

On considere la matrice associée & f, M = (f(e;, ¢;));,; et alors
f(x,y) = tXMY (A1)

X1 n
siX = : etY =
Xn Yn

On constate que tM = M, et que la donnée d’une matrice A telle que tA = A définit une forme
hermitienne sur H par la formule (??).

Définition A.5. Une matrice M est dite hermitienne si elle vérifie tM = M.
En particulier, une matrice réelle symétrique est hermitienne.

Espaces vectoriels hermitiens

Proposition B.1. Soit f une forme sesquilinéaire hermitienne. L'application

inH — H*
Z Gf(z):f(-,z)

est une application C-antilinéaire (i.e elle verifie 6 (a + b) = 0¢(a) + 6;(b) et 7(Aa) = Afs(a) pour
tousa,b € Hettout A € C).

Remarque B.2. Le théoréme du rang est valable pour les endomorphismes C-antilinéaires.

Démonstration. Elle est analogue au cas réel. O

Définition B.3. De la méme facon que dans le cas réel, le rang d'une forme sesquilinéaire est le rang de
I'application 0y associée. Il est égal au rang de sa matrice dans une base de H.
On dit qu'une forme sesquilinéaire hermitienne f est :

e non dégénérée si sa matrice est de rang n. Dans ce cas, l'application 0y est bijective (théoreme du rang pour
les applications C-antilinéaires).

o définie positive si f(z,z) > 0 pour tout z # 0 dans H.

Un produit (scalaire) hermitien est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive. Il est noté ().
Un espace hermitien est un espace vectoriel sur C muni d’un produit scalaire hermitien.
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Remarque B.4. Si f est définie positive, alors elle est non dégénérée. En effet, si f est définie positive,
on voit facilement que 6y est injective, donc surjective (théoreme du rang) et donc f est bien de rang
maximal.

Définition-Proposition B.5. Dans un espace hermitien H, on peut définir une norme par ||z|| =
\/ (z,z) pour tout z € H. Alors ||-|| : H — R vérifie :

2] =0
Iz =0 <= z=0
[Az]| = |A] {|z]]

Iz + 2" < [zl + 1]

Démonstration. Les trois premieres propriétés découlent de la définition d"un produit scalaire hermi-
tien. La derniére découle comme dans le cas réel de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz qui va suivre. [J

Proposition B.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (H, (,)) un espace hermitien. Pour tous z, z’

dans H, on a
[(z,2)| < =l ||| -

Démonstration. Pour chaque nombre complexe A, nous avons
HZ—I—AZ/H (z+AZ,z+ AZ)
= (z,2) + A2, 2) + Az, 2') + |A[* (2, 2)
= |lz)* + 2R(AM{, 2)) + [A L ||2/)*

Ceci est vrai pour tout A € C, donc si z’ # 0 c’est vrai en particulier pour A = ‘<‘ ”> Comme

(z,2)(2,2) = (z,2')(z,2) = |(z,2)|*, nous avons

N2 2
0< |z|f + 2R (—“ﬁ’jni’) - ,H’ 217 = ep® - 2T

Par conséquent,
[(z,2")| < |lzI| ||2']] -

De plus, si z’ = 0 le résultat est évident. O

Propriétés B.7. Citons d’autres propriétés de la norme :
@) Iz +2'1° = llz]” + |z]* + 2R((z,2))-
(i) (z,2) = 3lllz+ 21> +illz+iZ'|> = A +i)(||zl]* + [|2'|]*)] (polarisation).

Démonstration. Exercice (TD). O

Exemples B.8. o Si H =C", (z,2/) = YI'; z;Z/ est un produit hermitien, dit canonique La norme as-

sociée est ||z|| = /Y1, |zi|*. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne donc |Y1, zZ! | (21’7:1 \zi|2) (21’7:1 \z”z)
. Si H est l’espace vectoriel des polyndomes complexes de degré inférieur ou égal a n — 1, alors
fo q(t)dt définit un produ1t hermitien. On voit par exemple, en prenant 4 = 1 dans

Cauchy—Schwarz, que ‘ fo p(t) dt‘ fo Ip(t)|* dt.
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B.1 Orthogonalité et bases orthogonales

Définition B.9. Soit (H, (,)) un espace hermitien, et soient z et z' dans H. On dit que z et 2’ sont orthogonaux
si(z,z') = 0.

Remarque B.10. Si z et z’ sont orthogonaux, on a 1’égalité de Pythagore

|z +2'|* = llzI* + ||/]*.

. . - 1 i
En revanche, contrairement au cas réel, la réciproque est fausse. Par exemple, < 0 > et ( 0 > ne

sont pas orthogonaux mais satisfont a I'identité ci-dessus.

On définit comme dans le cas réel des familles orthogonales, orthonormales, et des bases ortho-
gonales et orthonormales.

Propriété B.11. Soitz € H.Si{ey,...,e,} est une base orthonormale de H, alors

n

z=Y (ze)e.

i=1

Attention, le z est placé dans la premiére composante du produit hermitien.

Définition-Proposition B.12. Soit (H, (,)) un espace hermitien. Soit A une partie de H. On définit
l'orthogonal A+ de A dans H comme dans le cas réel, par

At ={zc H |Vac A, (z,a) =0}.

C’est un sous-espace vectoriel de H. On a encore :
(i) ACB= At DBt
(i) AL =vect{A}"

(i) {0} = Het H- = {0}

(iv) dim F + dim F* = dim H pour tout sous-espace vectoriel F de H
(v) H = F @ F* pour tout sous-espace vectoriel F de H

(vi) (F*)* pour tout sous-espace vectoriel F de H

(vii) (F+ G)* = F+ N G* pour tous sous-espaces vectoriels F et G de H

(viii) (FNG)+ = F+ + G* pour tous sous-espaces vectoriels F et G de H.

Démonstration. Comme dans le cas réel pour (i) a (iv) et pour (vi). (cf. TD).
(v) Soit x € FN F* :alors (x,x) = 0 donc x = 0. Avec (iv), on a bien F & F+ = E.
(vii)
e Soitz € F- NGt . Soitx =u+v € F+Gavecu € Fetv € G. Alors (z,x) = (z,u) + (z,0) =
0+0=0,doncz € (F+ G)*, dot l'inclusion F- NG+ C (F+ G)* .
e OnaF C F+ Gdonc (F+G)t C Ft. De méme, (F+ G)* C GPerp. Finalement on a bien
(F+G)* C FtnGt.
On a donc l'égalité F- NG+ = (F + G)*.
(viii) On applique (vii) a F LetGt:

Fl+Gl= [(PL + GL)L]L = [ neHY] = ot O
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Proposition B.13. Soit (H, (,)) un espace hermitien. Alors il existe une base orthonormale pour (,).

Démonstration. Méme démonstration que dans le cas réel. O
B.2 Adjoint d'un endomorphisme

Dans toute la suite, H est un espace vectoriel sur C de dimension 7.

Définition-Proposition B.14. Soit ¢ un endomorphisme de H. Il existe un endomorphisme ¢* de
H et un seul tel que
(¥(z), w) = (z,p*(w)) pour tous z,w € H.

y* est appelé l'adjoint de 1.

Démonstration. Elle est analogue a la démonstration dans le cas réel. O

Propriétés B.15. Soit (H, (,)) un espace hermitien et soit ¢ un endomorphisme de H. Alors :

(i) Si B est une base orthonormale de H, alors la matrice de ¢* dans la base B est égale a la trans-
posée de la conjuguée de la matrice de ¢ dans la base 5.

(i) (A + px)* = Ap* + ux* pour des endomorphismes ¢ et x et des scalaires A et .
(iii) (*)" = y.

(iv) (Yox) =x"oy".

V) Vz,w € H, (z,9p(w)) = (¢*(2), ).

Démonstration. Analogue au cas réel. O

B.3 Endomorphismes hermitiens ou auto-adjoints

Définition-Proposition B.16. Soit M une matrice dans M, (C). On appelle adjointe de M la matrice
M* = tM. On dit que M est hermitienne ou auto-adjointe si M* = M.

Un endomorphisme ¢ de H est dit hermitien ou auto-adjoint si p* = 1. Cela équivaut a dire que la
matrice de ¢ dans une (ou toute) base orthonormale est auto-adjointe.

Démonstration. Analogue au cas réel. O

’ Proposition B.17. Soit ¢ un endomorphisme hermitien. Alors ses valeurs propres sont réelles. ‘

Démonstration. Soit A une valeur propre pour 1, et soit z un vecteur propre associé. Alors d'une
part ((z),z) = (Az,z) = A||z||* et d’autre part, puisque ¢ est hermitien, (((z),z) = (z,§*(z)) =
Ao O

(z,(2)) = (z,Az) = A ||z||*>. Comme z # 0 (’est un vecteur propre), on a ||z|| # 0 et donc A = A
B.4 Isométries ou endomorphismes unitaires
Soient (H, {,)) et (H’,{,)’) deux espaces hermitiens. Notons ||-|| et ||-||" les normes associées.
Définition B.18. Une isométrie de (H,(,)) vers (H',(,)") est une application linéaire & : H — H' qui
préserve la norme, c'est-a-dire que ||®(2)||" = ||z|| pour tout z € H. Si H = H', on dit aussi que ® est un

endomorphisme unitaire.

Les propriétés suivantes se démontrent comme dans le cas euclidien.
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Propriété B.19. Une application linéaire @ : H — H' est une isométrie si et seulement si elle préserve
le produit hermitien.

Proposition B.20. Si @ est une isométrie de H dans H’, alors ® est injective. De plus,si® : H - H
est un endomorphisme unitaire, alors ® est un isomorphisme.

Démonstration. Elle est analogue au cas euclidien. O

Théoreme B.21. Tout espace hermitien de dimension n est isométrique a 1’espace hermitien cano-
nique C" (c’est-a-dire qu’il existe une isométrie bijective entre les deux).

Démonstration. Analogue au cas réel. O

Propriétés B.22. Soit (H, (,)) un espace hermitien.
(i) Soit ® une isométrie de H. Alors ®~! est une isométrie de H.
(ii) Si ® et ¥ sont des isométries de H alors ¥ o ® est une isométrie de H.

(iii) idg est une isométrie de H.

Définition-Proposition B.23. L'ensemble des isométries de 1’espace hermitien (H, (,)y) est un
sous-groupe de GL(H). On l'appelle le groupe unitaire et on le note U(H).

L'ensemble des isométries de H dont le déterminant est égal a 1 est également un sous-groupe de
GL(H). On l'appelle le groupe spécial unitaire et on le note SU(H). C’est le noyau de 1’application
déterminant sur U(H).

Si H = C" est muni de sa structure canonique d’espace hermitien, on note U(H) = U,(C) et
SU(H) = SU,(C).

Proposition B.24. Soit (H, (,)) un espace hermitien et soit ® : H — H une application linéaire.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ® est une isométrie.

(ii) &* = o~
(iii) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de ® dans la base B, alors tMM =
In — MtM.

(iv) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de @ dans la base B, alors M est
inversible et M~! = tM.

(v) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de ® dans la base B, alors les
vecteurs colonne de M forment une base orthonormale de C" avec sa structure hermitienne
canonique.

(vi) Si B est une base orthonormale de H, alors ®(B) est une base orthonormale de H.

Lorsque les conditions équivalentes (iii)-(v) ci-dessus sont vérifiées pour une matrice M, on dit que
M est une matrice unitaire.

Démonstration. Analogue au cas réel. O

Proposition B.25. Soit ® une isométrie. Alors
(i) les valeurs propres de ® sont de module 1;
(i) |det®|=1.
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Démonstration. (i) Soit A une valeur propre pour ® et soit z un vecteur propre (z # 0) associé.
Alors, puisque ® est une isométrie, ||z|| = || P(z)]| = ||Az]| = A ||z]|, donc |A] = 1.
(ii) Soit M la matrice de ® dans une base orthonormale. Alors MtM = I,,, donc
1 = det(I,) = det(MtM) = det(M) det(tM) = det(M)det(M) = |det(M)[* = |det(®) |,
donc |det(®)| = 1. O

B.5 Isométries de C2

Proposition B.26.

su©) = {(§ 3 ) 1P +1eP =1}

ve) = {e(§ ) Ieecl=1 P+ -1

a

Remarque B.27. Dans le second ensemble, la méme matrice peut apparaitre plusieurs fois avec des
expressions différentes.

(TD)
B.6 Endomorphismes normaux

Soit (H, (,)) un espace hermitien de dimension 7.

Définition B.28. Un endomorphisme x de H est dit normal s’il commute avec son adjoint, i.e. x o x* =
X ox.
Une matrice A est dite normale si A*A = AA*.

Remarque B.29. Un endomorphisme ) est normal si et seulement si sa matrice dans une (toute) base
orthonormale est normale.

Exemples B.30. (i) Tout endomorphisme hermitien est normal.
(ii) Tout endomorphisme unitaire (isométrie) est normal.

iii) A = ! _.1 calors A* = | | 1. . Donc A n’est ni hermitienne, ni unitaire. Cepen-
1 i -1 —1 p

(2 20 _ .
AA_<_21.2>_AA.

dant, A est normale car

2i 0
Autre exemple < 0 0 > .

Théorémes spectraux. Démonstration du théoreme spectral pour les endo-
morphismes symétriques d’un espace euclidien.

Théoréeme C.1. (Théoréme spectral des endomorphismes normaux) Soit H un espace hermitien.

Un endomorphisme x de H est normal si et seulement s’il est diagonalisable dans une base ortho-
normale de H.
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Démonstration. Supposons d’abord que x soit diagonalisable dans une base orthonormale, c’est-a-
dire qu'il existe une base orthonormale B telle que la matrice D de x dans B soit diagonale. Alors la
matrice de x* est égale a D. Or DD = DD, donc x* o x = x o x*, c’est-a-dire que x est normal. On
notera que les valeurs propres de x sont des nombres complexes arbitraires.

On montre la réciproque par récurrence sur n = dim H.

Le cas n = 1 est évident.

Supposons donc que n > 2 et que le résultat soit vrai pour un espace hermitien de dimension
n — 1. Soit x un endomorphisme normal de H, out H est un espace hermitien de dimension n. Comme
H est un espace vectoriel complexe, il existe une valeur propre A pour x. Soit z un vecteur propre
associé. Posons e; = ﬁ : alors ey est un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre A.

Nous voulons montrer que vect {e; }l est stable par x. Montrons d’abord que x*(e;) = Aej. Pour
cela, posons w = x*(e1) — Aey, et calculons

x*(e1), x*(e1)) — (x"(er), Aer) — (Aer, x*(e1)) + (Aer, Aer)
er, x o x"(e1)) — Alen, x(er)) — Ax(er), ex) + A |lex ||
e1, x* o xler)) — Aler, Aer) — A{Aeg, eq) + | A2
x(er), x(e)) = A = A + A

= (Aey, Aey) — M|

= (AP lea]f® — A

—0,

(w, w) =

/\/\/\/\

D'ottw = 0 et donc x*(e1) = Aey.

Soit F = vect{e;} " et soit 2/ € F. Alors (x(2'),e1) = (z,x*(e1)) = (2, Ae1) = A(Z,e1) = 0
donc x(z') € F. Ainsi la restriction de x a F définit un endomorphisme X|r de F. C’est encore un
endomorphisme normal (car on voit facilement que (x|r)* = (x*)|p)- L'hypothése de récurrence
montre qu'il existe une base orthonormale {ey, ..., e, } de F formée de vecteurs propres pour x| et
donc pour y. Alors {ej, ey, ...,e,} est une base orthonormale de H formée de vecteurs propres pour
X O

De la méme fagon que dans le cas réel, on déduit la version matricielle :

Corollaire C.2. (Théoréme spectral pour les matrices normales) Soit A € M,,(C). Alors A est une
matrice normale si et seulement s’il existe une matrice unitaire P telle que P* AP soit diagonale.

Corollaire C.3. (Théoreme spectral des endomorphismes hermitiens) Soit H un espace hermitien.
Soit ¢ un endomorphisme hermitien. Alors les valeurs propres de ¢ sont réelles. De plus, ¢ est
diagonalisable dans une base orthonormale, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormale de H
formée de vecteurs propres pour .

Démonstration. Si ¢ est hermitien, alors * = ¢ et donc 1 est normal. On peut donc appliquer le
théoreme spectral pour les endomorphismes normaux et la proposition ??. O

Corollaire C.4. (Théoréme spectral des endormorphismes unitaires) Soit (H, (,)) un espace her-
mitien et soit ® une isométrie de H. Alors les valeurs propres de ® sont de module 1. De plus, ®
est diagonalisable dans une base orthonormale de H.

Démonstration. Si ® est unitaire, alors ®* = ®~! donc ® est normal. On peut donc appliquer le
théoréme spectral pour les endomorphismes normaux et la proposition ??. O
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Corollaire C.5. (Caractérisation des endomorphismes hermitiens et unitaires) Soit x un endo-
morphisme normal de H. Pour que x soit hermitien (resp. unitaire), il faut et il suffit que ses valeurs
propres soient réelles (resp. de module 1).

Démonstration. Les conditions nécessaires ont déja été prouvées (propositions ?? et 2?).

Réciproquement, d’apres le théoréme spectral pour les endomorphismes normaux, il existe une
base orthonormale B dans laquelle la matrice de x est diagonale, notons-la D.

Si les coefficients diagonaux sont réels, il est clair que tD = D, donc yx est hermitien.

Si les coefficients diagonaux sont des complexes de module 1, il est clair que tD = D = D1,
donc x est unitaire. O

Nous pouvons maintenant également démontrer le théoreme spectral pour les endomorphismes
symétriques d"un espace euclidien (Chapitre I, théoreme ??).

Démonstration. Soit ¢ un endomorphisme symétrique d"un espace euclidien E.

Montrons d’abord que ¢ a au moins une valeur propre réelle. Soit A la matrice de ¢ dans une base
orthonormale. Alors tA = A. Soit ¢(x) le polynéme caractéristique de A. On peut voir A comme une
matrice de M,,(C), et nous savons donc que c(x) = (x —A1)(x —Ap)--- (x — A,) avec A; € C. De
plus, A est hermitienne, donc toutes ses valeurs propres sont réelles. Donc ¢ a au moins une valeur
propre réelle.

Maintenant nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur n = dim E.

Sin =1, alors il n'y a rien a montrer. Supposons donc que n > 2. Nous savons donc qu’il existe
une valeur propre réelle, A. Soit v; un vecteur propre associé a la valeur propre A ci-dessus. Quitte
a le diviser par sa norme, nous pouvons supposer que ||v1]| = 1. Nous avons une décomposition
orthogonale E = vect {v;} ® vect{v;} " qui est stable par ¢. Nous pouvons donc restreindre ¢ a
vect {1} pour obtenir § : vect{v;}" — vect{v;}". Ce sous-espace est de dimension 1 — 1, donc
par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale {v,,...,v,} de vect {vl}l formée de
vecteurs propres pour P et donc pour . Donc {vy,...,v,} est une base orthonormale de E formée
de vecteurs propres pour 1. O

30



Courbes

31



IIT Courbes paramétrées de 'espace

A Généralités, exemples
Idée Une courbe paramétrée est une déformation d’une droite ou d’un morceau de droite.

Définition A.1. On appelle courbe paramétrée de classe C¥, k > 1, toute application o : I — R3 de classe C,
out I est un intervalle ouvert non vide de RR.

On identifiera R?> a R? x {0}, si bien que R? C R3. La courbe « est dite plane si a(I) C R>.

L'image a(I) est appelée la trace de «. L'application w est appelée paramétrisation de a(I).

Remarque A.2. Dans certaines situations que 'on précisera, I pourra étre un intervalle non vide
quelconque. Dans certains exemples, I pourra étre une réunion d’intervalles ouverts non vides.

Définition A.3. Soit t € I tel que o/ (t) = 0 (le vecteur dérivé o’ (t) est obtenu en dérivant « composante a
composante). On dit que t est une singularité de « et que a(t) est un point singulier de .
Une courbe paramétrée n sans singularité est dite réguliere.

Définition A.4. Supposons que a(t) ne soit pas singulier. Alors la tangente a w(I) en «(t) est la droite affine
de vecteur directeur le vecteur tangent o' (t) et passant par a(t), c’est-a-dire {a(t) + Aa/(t) | A € R}.

Exemples A.5. 1) Considérons
R —» R
t — A+tB
ot A et B # 0 sont des vecteurs de IR3. Sa trace est une droite affine de R3.
2) Modifions un peu l'exemple précédent :
|-%£% - R
u — A+ (tanu)B
Sa trace est la méme droite, mais avec une paramétrisation différente.

3) Considérons
xR — R
t +— (acost,asint,bt)
aveca > 0etb # 0. Alors « est une courbe réguliere (a/(t) = (—asint,acost,b) # (0,0,0)). La
trace de « est une hélice de pas 27b.

4) Considérons

C’est une courbe plane ayant une singularité en t = 0 (a/(t) = (3t?,2t)). Nous étudierons ce type
de courbe en TD.

5) Considérons

N

R

a:R —
t o (8 —4t, 2 —4).
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C’est une courbe réguliere (a'(t) = (3t> —4,2t) # (0,0)).
Nous étudierons ce type de courbe en TD. Il s’agit d"un folium parabolique.

Nous ne considérerons plus que des courbes réguliéres dans ce cours.

Rappels et compléments de calcul différentiel et de géométrie

Dans ce chapitre, nous allons devoir utiliser du calcul différentiel pour des applications a valeurs
dans IR". Nous allons donc faire quelques rappels et compléments sur le calcul différentiel.

L’espace IR" est considéré a la fois comme 1'espace vectoriel euclidien canonique et comme un
espace affine.

Définition B.1. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R" une application. On dit que

o faunelimite A € R" lorsque t tend vers t( si l'application a valeurs réelles || f (t) — Al| tend vers 0 lorsque
t tend vers t.

o f est dérivable en tg si le vecteur
f(t) = f(to)

t—to

a une limite lorsque t tend vers t. Cette limite s’appelle la dérivée en t, et est notée f'(ty) ou %

t:to.

Remarque B.2. Si f est a valeurs dans un sous-espace affine F de R", alors f’ est a valeurs dans sa
direction F :

e Si F est un hyperplan affine, alors il est déterminé par une équation a;xq + - - - + a,x, = c. Puisque
f est a valeurs dans F, pour tout t € I, f(t) vérifie cette équation : a1 f1(t) + - - - + a,fu(t) = c. En
dérivant cette identité, on voit que f’ est & valeurs dans {x € R" | a1x1 + - - - + a,x, = 0}, c'est-a-
dire la direction de F.

e Si F est un sous-espace affine quelconque, on peut I'obtenir comme intersection d’hyperplans (les
cas n = 2 et n = 3 qui nous concernent ici ont été démontrés au premier semestre), c’est-a-dire
comme l'ensemble des points vérifiant une famille d’équations comme ci-dessus. On termine de
meéme.

Remarque B.3. Notons que la dérivée d'une application a valeurs dans R" est une application a
valeurs dans la direction de IR", qui est encore R". On peut donc itérer la dérivation aussi souvent
que l'on veut.

Propriétés B.4. (i) Sif = (f1,...,fn) Oltles f; sont les composantes de f (ce sont donc des applica-
tions de I dans IR), alors f est dérivable si et seulement si toutes ses composantes le sont, et on
af'=(fir i fn)

(ii) On déduit de la premiere propriété tous les résultats classiques sur la dérivation : la dérivée
d’une fonction constante est nulle, la dérivation est linéaire, et on a les mémes formules que
pour les fonctions réelles pour la dérivée d'une composée (une fonction réelle suivie d'une
fonction vectorielle) ou d"un produit par une fonction réelle.

(iii) Dérivation d’un produit scalaire : notons (,) le produit scalaire usuel de R". Si f; et f, sont des
applications dérivables a valeurs dans R", alors (fi, f2) est dérivable, et

Wheh) _(dh o)1 (5,90,
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Le lemme suivant sera utilisé a plusieurs reprises :

Lemme B.5. Soit f : I — R". Supposons que || f|| : I — R soit constante. Alors f () est orthogonal
a f'(t) pour tout t € I.

Démonstration. Soit t € 1. Nous avons || f(t)|| = k ot k est une constante. Donc (f(t), f(t))
I £(t)||* = k2. Sinous dérivons cela en utilisant les propriétés ci-dessus, nous obtenons : 0 = (' (t), f

(f(t), f'(£)) = 2(f(t), f'(t)), d’out le résultat.

0=
~—

Proposition B.6. Le produit vectoriel u A v de deux vecteurs u et v de R est le vecteur déterminé
par (u Av,x) = det(u, v, x) pour tout x € R3, ott le déterminant est pris dans la base canonique de
IR3. Si u et v ne sont pas colinéaires, u A v est un vecteur orthogonal au plan engendré par u et v, de
norme égale a l'aire du parallélogramme déterminé par u et v, et dont le sens est déterminé par le
fait que {u, v, u A v} doit étre une base directe (c’est-a-dire telle que son déterminant dans la base
canonique de R est strictement positif). Le produit vectoriel n’est pas associatif, et :

(uNv) ANw = (u,w)v — (v, w)u.

Démonstration. Des propriétés du produit vectoriel sont données en document (et vous avez fait un
contrdle dessus au semestre précédent). La derniere remarque est laissée en exercice. Nous allons
montrer ici que la norme de u A v est l'aire du parallélogramme déterminé par u et v.

Montrons que
(u,x) (v, x)

(wy) (vy)

ou u,v,x,y sont des vecteurs arbitraires. Remarquons que comme les deux cotés de 1'égalité sont
linéaires en u, v, x, y, il suffit de montrer que

4

(uhNv,x\Ny) =

(ei Nejex Ney) teisew) {ejrer)

(eie0) (ej en)

pour tous i,j, k, ¢ = 1,2,3, ce qui se fait facilement.
Ainsi,
(u,uy (u,v)

H”/\UHZZ (u,0) (v,0)

— el o]? (1 — cos?6) = A2

ot 0 is I'angle orienté entre u et v, et A est I'aire du parallélogramme déterminé par u et v. ]

Proposition B.7. Soient u,v :]a,b[— R® deux applications dérivables sur ]a,b[. Alors u A v est
dérivable sur |a, b], et

i(u/\v) —d—u/\v+u/\d—v
dt o dt dt’

Démonstration. Chaque composante de u A v est un polynome en les composantes de u et v, donc
u A v est dérivable. L'expression de la dérivée se vérifie aisément a partir de I’expression analytique
du produit vectoriel (regarder les fonctions composante par composante). ]

Définition B.8. Une application f d'un intervalle ouvert non vide I dans un intervalle ouvert non vide | de
R est un Ck-difféomorphisme (k > 1) si c’est une application de classe C* bijective dont la réciproque est
aussi de classe C*.

Remarque B.9. Si f est un CF-difféomorphisme, alors f'(t) # 0 pour tout ¢ € I (il suffit de dériver
lidentité f~!o f = id)).
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Théoréeme B.10. (Théoréeme d’inversion) Soit I un intervalle ouvert non vide de R, et soit f : I — R
une application de classe C¥ injective et telle que pour tout ¢ € I on ait f'(t) # 0. Alors f est un
Ck-difféomorphisme de I sur f(I).

Changement de paramétrisation Soit a : [ — IR® une courbe paramétrée de classe C. Soit f : | — I
un Ck-difféomorphisme. Alors la trace de f:= a o f : ] — R est la méme que la trace de a : I — R>.
De plus, B est singuliére au point ¢ si et seulement si « est singuliere au point f(t) : en effet, p'(t) =
o' (f(t))f'(t) avec f'(t) # 0. Donc on peut changer la paramétrisation d’une courbe & 1’aide d’un
difféomorphisme (cf les deux premiers exemples du chapitre).

Rectification et abscisse curviligne
Nous voulons définir la longueur (de la trace) d"une courbe paramétrée.

Définition C.1. Soit & : I — R3 une courbe de classe C¥, et soit [a, b] un intervalle fermé borné contenu dans
I. Pour toute subdivision o de [a, b] (c’est-a-dire que o = (t;)o<i<n avec to = a, t, = bet t; < ti 11 pour
0 <i<n-—1), on considere la somme

ewwzéwm—wum

On dit que w est rectifiable sur [a, b] si la borne supérieure des £(w, o) est finie lorsque o parcourt I'ensemble
des subdivisions de [a,b]. Dans ce cas, cette borne supérieure s’appelle la longueur de w sur [a,b] et se note

L((ap))-

Remarque C.2. Géométriquement, on approche la trace de la courbe a 1'aide de “droites brisées”
dont on peut mesurer la longueur. Plus la droite brisée se rapproche de la courbe, plus cette longueur
se rapproche de L(aj;))-

Proposition C.3. La longueur est additive : soitw : I — R3 une courbe, et soient a,b,c € I avec
a < b < c. Alors « est rectifiable sur [a, c| si et seulement si a est rectifiable sur [a, b] et sur [b, c| et on
a

L(&)fa,e)) = L(&|jap)) + L(&|p,q))-

Démonstration. e Supposons que « soit rectifiable sur [a, c]. Soient ¢’ une subdivision de [a, b] et ¢
une subdivision de [b, c]. Alors ¢ = ¢’ U ¢ est une subdivision de [a, c] et

£(a, o)+ L(a,0") = Lo, 0) < L{fa,q))-
On en déduit que « est rectifiable sur [a, b] et sur [b, c] et que
L(a|a,7) + L(®b,e]) < L(a)[aq))-

e Réciproquement, supposons que & soit rectifiable sur [, b] et sur [b, c|. Soit 6 une subdivision de
[a,c], et soit ¢ = 0 U {b}. Alors ¢ est encore une subdivision de [a,c|, et de plus on peut écrire
o =0’ Uo” ot o’ est une subdivision de [a, b] et ¢’ est une subdivision de [b, ¢]. De plus

6(0(,9) < E(DC,O') = E(IX,O'/) + 5(04,(7”) < L(al[a,b]) + L(D‘Hb,c])'
Par conséquent, « est rectifiable sur [a, c] et
L()fa,)) < Lojfap) + L(&)p,)-
On en déduit le résultat. O
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Convention: Sia = b, nous posons L(a/; ) = 0.

Nous voulons un moyen plus commode de calculer la longueur d"une courbe rectifiable :

Proposition C.4. Soitw : [ — R une courbe de classe Ck avec k > 1. Alors pour tout intervalle
[a,b] contenu dans I, « est rectifiable sur [a, ] et

b
Lgay) = [ /(1)) . (1)
Démonstration. e Soit ¢ = (t;)o<i<n une subdivision d’un intevalle [c,d]| contenu dans [a,b]. La
dérivée o’ de a est continue sur l'intervalle fermé borné [c,d], donc bornée : ||a/(t)|| < K pour

tout t € [c,d]. Nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis : ||a(t;) — uc( )|l <
K(tj —ti—1) pour tout 1 < i < n. Donc (a,0) < KY}' (t; —t;i—1) = K(d — ¢). Le terme de droite
est indépendant du choix de ¢, donc le sup des ¢(«, ) pris sur 'ensemble des subdivisions ¢ est
fini et « est rectifiable sur [c, d]| avec

L(a|e,q) < sup || (x)]||d —c]. (C2)

x€lc,d)

e Pour tout t € [a,b], on pose ¢(t) = L(a ). Montrons que ¢ est dérivable sur [a, b] et que ¢'(t) =
|&’(t)|| pour t € [a,b].
Soit t € [a,b] et soit ¢ > 0. Puisque &’ est continue, il existe 7 > 0 tel que pour tout x avec
|x—t] < etx € [a,b],onait [a'(x) —a'()] < & Or ||/ (x) —a'(t)|| = | [|a/(x)]| — [ (£)]| | =
la (x) || = [|a’(£) || - Donc

Vx, [x —t| <metx € [ab] = [[a'(x)]| < ||a'(t)] +e

Maintenant, soith > 0 tel que h < et t +h € [a,b]. Alors, grace a I’additivité de la longueur et a
la relation (??), on a

|p(t+h) —@(t)] = L(ays4n) < S[?tph] o (o) [[ B < ([’ () || + )

De méme, lorsque h < 0, |h| < nett+h e la,b],ona|p(t+h)—¢(t)] < (||a'(t)]| +¢) |h|.
D’autre part, en prenant la subdivision triviale, ona [ (¢t + ) — ¢(£)| = L(&jeq5y) = lla(t + 1) — a(t)|
sih > 0, et la méme minoration est vraie pour i < 0. On obtient donc

< [0
h

\h] la(t+h) — a(t o' (1) +e.

Puisque « est dérivable, on en déduit que ¢ est dérivable et que ¢’ (t) = [|a’(t)]] .

e On a donc
b b
| le@lat= [/t = 9(b) = 9(a) = L) = L) = Llefasy)- O

Remarque C.5. On suppose que f : | — I est de classe C* et que f'(u) > 0 pour tout u € J. Si on
pose B = a o f, le changement de variable t = f(u) dans l'intégrale (??) donne

[Iwwla= [ et o= [ g

ce qui veut dire que l'intégrale (??) est indépendante du choix de la paramétrisation.
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Définition C.6. Soit « : I — R3 une courbe C¥ avec k > 1. Fixons ty € 1. L'abscisse curviligne de «
d’origine t( est I'application
s: 1 — ]R
o= s( ft [l (u)|) du.
Remarque C.7. Supposons a réguliere. On va pouvoir parametrer la trace de « par s. En effet, % a =
|a’(t)|| # 0 partout. Clairement, s est de classe C* (puisque % est composée de &’ qui ne s’annule pas

et de la norme, de classe C¥') et injective sur I (puisque Htx’ H > 0). D’apres le théoréme d’inversion,
s : I — s(I) est un C¥-difféomorphisme. Notons ] = s(I). On pose

B=waos!1:] - R®
s —  B(s).

Alors B est une courbe paramétrée de méme trace que «. En fait, une fois choisies I'origine My = «(to)
et l'orientation sur la trace, I'application B : ] — R3 est bien déterminée.

Propriété C.8. Soit « : [ — R3 une courbe paramétrée, et soit B comme ci-dessus. Alors ||8'(s)|| = 1
pour tout s € J. On dit que B est a vitesse normalisée. De plus, si a est une courbe a vitesse normalisée
telle que O € I, alors B = a (si on choisit 0 comme origine).

En conclusion, « est paramétrée par I'abscisse curviligne d’origine 0 si et seulement si elle est a vitesse
normalisée.

Démonstration. On a

da|| _ [|dpds| _ |4 o
dt dsdt| | ds
d’ou [|B'(s)]| = 1.
Réciproquement, on a s(t) = [ ||a’(u)| du = [, du = t, donc B = a. O

Courbure, torsion, triedre de Serret-Frénet

Fixons une courbe a« : I — R3 réguliere a vitesse normalisée (autrement dit, on parametre a
par l'abscisse curviligne s), de classe C* pour simplifier (on pourrait prendre & de classe C* avec k
convenable).

Définition D.1. Sis € I, le nombre x(s) = ||a” (s)|| s’appelle la courbure de o en s.

Exemple D.2. Considérons le cercle de rayon r de paramétrisation

x:R — R?
t +— (rcost,rsint).

Alors &/ (t) = (—rsint, rcost) '(t)||* = #2. Ceci signifie que 45 (t) = ||a/(t)|| = r et donc s = rt.
Donc le cercle peut étre paramétré par

B:R — R?
s + (rcos$,rsin?)

et B est a vitesse normalisée. On obtient f”(s) = (—1cos¢, —1sin$) et donc «(s) = 1. Ainsi, pour

un cercle, la courbure est I'inverse du rayon.
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Proposition D.3. Soit a une courbe réguliere de R3. Alors x = 0 si et seulement si la courbe est
contenue dans une droite.

Démonstration. La courbure est identiquement nulle si et seulement si a”’ = 0, ce qui est équivalent a

a(s) = sA + B pour des vecteurs A # 0 (« est réguliere) et B, ce qui est I’équation d'une droite. [

Définition D.4. Supposons que x(s) # 0 pour un's € 1. Alors
o (s) = a/(s) s'appelle le vecteur tangent de « en s.

o ii(s) = ,,;/’((Ss)) s’appelle le vecteur normal de o en s.

Remarque D.5. #(s) et #i(s) sont unitaires et orthogonaux.

En effet, puisque & est a vitesse normalisée, f(s) est unitaire, et #i(s) est unitaire par définition de
la courbure. D’aprés le lemme ??, £(s) et 7i(s) sont donc orthogonaux (puisque ||| est constante et
7i(s) est colinéaire a #'(s)).

Dans toute la suite, on va supposer que la courbure x est partout non nulle. L'application x : I —
10, +-00[ est alors de classe C*.

Définition D.6. Le plan déterminé par £(s) et #i(s) est appelé le plan osculateur en s.

Définition D.7. Le vecteur b(s) = £(s) A 7i(s) s'appelle le vecteur binormal en s.
Le repere orthonormal direct (£(s),7(s),b(s)) s'appelle le repere (ou triedre) de Serret-Frénet (I'origine

a(s) est sous-entendue).

)

Remarque D.8. Les applications £, ii,b: I — R? sont de classe C.

Onab/(s) = (s) Afi(s) +E(s) At (s) = E(s) A#i'(s) puisque F'(s) est colinéaire a 7i(s), donc b’ (s)
est orthogonal a (s) pour tout s.
De plus,

b(s) H = ||£(s)|| |7i(s)|| = 1 implique que V' (s) est orthogonal a b(s) pour tout s.

Donc b/ (s) est colinéaire a 7i(s). D’ott la définition :

Définition D.9. On définit la torsion t(s) € R en s par la formule
V' (s) = —1(s)ii(s).
Elle mesure les variations du plan osculateur.

Remarque D.10. On a7 = — (I, 7). En particulier, I'application 7 : I — R est de classe C*.

Proposition D.11. Soit & une courbe réguliere de IR®. Alors T = 0 si et seulement si la trace de « est
contenue dans un plan.

Démonstration. Sila torsion est identiquement nulle, alors b est indentiquement nul, donc % ((a, E)) =
(£,b) =0 par orthogonalité. Ceci veut dire que («, b) =k pour une constante k, et donc la courbe est
contenue dans le plan d’équation (x,b) = k.
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Réciproquement, si la trace de «a est contenue dans un plan, alors f et ' = «7i sont paralleles & ce
plan (en effet, si « est a valeurs dans un plan, ses dérivées successives sont a valeurs dans la direction

de ce plan). Donc b est orthogonal a ce plan, et donc constant, donc b =0ett=0. O

Lorsque s varie sur la courbe, le repeére (t, 7i, b) varie. Les formules de Serret-Frénet nous indiquent
comment :

Théoréme D.12. (Formules de Sérret-Frénet)

ds

t t
Remarque D.13. Pour retenir ces formules, notons que % 7l =Al i ou A est la matrice
b b
antisymétrique
0 x 0
A= —x 0 7
0 —1 0

Démonstration. Puisque (?, 7, B) est une base orthonormale, la matrice P dont les lignes sont £, b est

orthogonale, c’est-a-dire que
tPP = I = PtP, (D.1)

et nous voulons trouver P’

P’ vérifie P’ = P'tPP, ce qui, en posant A = P'tP, peut s’écrire P’ = AP. Dériver (??) donne
P'tP + PtP' = 0, soit A+ tA = 0, donc A est antisymétrique. Les définitions de la courbure et de la
torsion donnent la premiere et la derniere lignes de A, et ’antisymétrie donne la ligne manquante de
A. O

Les formules donnant la courbure et la torsion d"une courbe si elle n’est pas a vitesse normalisée
sont données a la fin du chapitre.

E Courbure des courbes planes

Théoréeme E.1. (Théoréme de reconstruction pour les courbes planes) Soit « : I — IR une appli-
cation de classe C? (au moins) ne s’annulant pas. Alors les courbes a : [ — R? A vitesse normalisée

dont la courbure est x sont données par

a(s) = </SS cos (0(u)) du —|—u,/

0 S0

S

sin (0(u)) du +b)

ouf(s) = f:o k(u)du + ¢ avec a, b, ¢ des constantes réelles et sy € I. La courbe est donc déterminée

a rotation et a translation pres.

Démonstration. Notons « = (x,y). Alors x2 +y2 = ||&/||* = 1 (puisque « est & vitesse norma-
lisée), donc il existe une fonction dérivable 6 telle que x' = cosf et y’ = sinf. Alors «(s)? =
la(s)||* = 6'(s)2, donc pour tout s on a 6/ (s) = 4x(s) et par continuité 8’ = ex ot ¢ = +1. Comme
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cosf —esind
sinf ecosf
donc 6’ = k. On en déduit l'expression de 6. Intégrer x’ et y’ donne le résultat. O

{?: (cos,sin@);#i = (—esinb, ecos 9)} est une base directe de R, on a ¢ =

= ,

F Théoréeme de reconstruction

Théoréeme F.1. (Théoreme fondamental de la théorie locale des courbes) Soient x, 7 : I — IR des
applications de classe C* avec x(s) > 0 et 7(s) # 0 pour tout s € I. Alors il existe une courbe
paramétrée réguliere a : [ — R3 telle que s est 'abscisse curviligne, x(s) est la courbure, et 7(s)
est la torsion de «. De plus, toute autre courbe & satisfaisant aux mémes conditions est obtenue
a partir de a en lui appliquant une isométrie positive, c’est-a-dire qu’il existe un endomorphisme
orthogonal p de R3, de déterminant positif (c’est-a-dire que p est une rotation), et un vecteur A tel
quew = powa+ A.

(admis)

G Courbure et torsion de courbes qui ne sont pas a vitesse normalisée

Soita : I — IR® une courbe paramétrée réguliere de classe C* avec une paramétrisation arbitraire.
Notons s 'abscisse curviligne. Alors

o) — DAL @] o ) A, ()

o ()] o’ (8) Ao (1)

(Ces formules ne sont pas a connaitre.)
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