
Théorie Géométrique des Représentations
et conjecture de Kazhdan–Lusztig

Simon Riche
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Définition (Groupe)
Un groupe est une paire (G, •) où G est un ensemble et

(−) • (−) : G ×G→ G

est une application telle que
1 (associativité) pour tous x , y , z ∈ G on a x • (y • z) = (x • y) • z ;
2 (neutre) il existe un élément e ∈ G (nécessairement unique) tel

que pour tout x ∈ G on a x • e = e • x = x ;
3 (inverses) pour tout x ∈ G il existe un élément x−1 ∈ G

(nécessairement unique) tel que x • x−1 = x−1 • x = e.

La notion de groupe formalise l’idée de symétrie :
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L’invention (ou au moins le développement) de cette notion est souvent
attribué à Évariste Galois (1811-1832).

Idée de base de la “théorie de Galois” : pour comprendre les racines
d’un polynôme f ∈ Q[X ] il faut comprendre leurs “symétries”,
c’est-à-dire le groupe Gal(f ) des automorphismes du sous-corps de C
engendré par ces racines.

Théorème (Galois)
L’équation f (x) = 0 est résoluble par radicaux si et seulement si Gal(f )
est résoluble.

Simon Riche (UCA – LMBP) Théorie Géométrique des Représentations 20 mars 2018 5 / 30
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Exemples de groupes

Si X est un ensemble, alors l’ensemble S(X ) des bijections de X
dans X est un groupe (pour la composition des applications).

Exemple : Sn = S({1,2, · · · ,n}). Si n = 3 :

1 → 1
2 → 2
3 → 3

,
1 → 1
2 → 3
3 → 2

,
1 → 2
2 → 1
3 → 3

,
1 → 2
2 → 3
3 → 1

,
1 → 3
2 → 2
3 → 1

,
1 → 3
2 → 1
3 → 2

Si V est un C-espace vectoriel alors GL(V ) et SL(V ) sont des
groupes.

Exemple : GLn(C) = GL(Cn) et SLn(C) = SL(Cn).
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Idée de base : dans la “nature”, les groupes agissent sur des
ensembles.

Définition (action de groupe)
Soient (G, •) un groupe et X un ensemble. Une action de G sur X est
la donnée, pour tout g ∈ G, d’un élément σg ∈ S(X ), de telle sorte que

σe = idX , σg ◦ σh = σg•h.

 On veut comprendre les actions des groupes sur un ensemble.

Problème : c’est beaucoup trop difficile !

Exemple : Tout groupe G agit sur X = G via

σg(h) = g • h.
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 On va plutôt considérer les actions linéaires.

Définition (représentation, version 1)
Soit (G, •) un groupe. Une représentation de G est la donnée d’un
C-espace vectoriel V et, pour tout g ∈ G, d’un endomorphisme
inversible f V

g ∈ GL(V ), de telle sorte que

f V
e = IdV , f V

g ◦ f V
h = f V

g•h.

Deux représentations V et V ′ seront dites isomorphes s’il existe un
isomorphisme ϕ : V → V ′ tel que f V ′

g ◦ ϕ = ϕ ◦ f V
g pour tout g ∈ G.

Définition (représentation, version 2)
Soit (G, •) un groupe. Une représentation de G de dimension n est la
donnée, pour tout g ∈ G, d’une matrice Mg ∈ GLn(C), de telle sorte
que Me = Idn, Mg ·Mh = Mg•h.

Deux représentations (Mg)g∈G et (Ng)g∈G seront dites isomorphes s’il
existe P ∈ GLn(C) telle que Ng = P ·Mg · P−1 pour tout g ∈ G.
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Définition (représentation, version 1)
Soit (G, •) un groupe. Une représentation de G est la donnée d’un
C-espace vectoriel V et, pour tout g ∈ G, d’un endomorphisme
inversible f V

g ∈ GL(V ), de telle sorte que

f V
e = IdV , f V

g ◦ f V
h = f V

g•h.

Deux représentations V et V ′ seront dites isomorphes s’il existe un
isomorphisme ϕ : V → V ′ tel que f V ′

g ◦ ϕ = ϕ ◦ f V
g pour tout g ∈ G.
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Étant donnée une action de G sur un ensemble fini X , on peut
construire une représentation de G de la façon suivante : on écrit
X = {x1, · · · , xn}, puis à g ∈ G on associe la matrice dont la j-ème
colonne a un 1 en position i si σg(xj) = xi , et des 0 ailleurs.

Exemple : Sn agit sur l’ensemble {1, · · · ,n}. La représentation
associée est donnée par

Mσ = (δi,σ(j))i,j∈{1,··· ,n}.

Cette représentation se “scinde” en somme de 2 sous-espaces
vectoriels stables :

Cn = {(x1, · · · , xn) |
n∑

i=1

xi = 0} ⊕ C · (1, · · · ,1),

alors que l’action initiale ne peut pas se “découper” d’une façon
comparable.
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Briques élémentaires pour les représentations : celles qui sont
simples, c’est-à-dire celles qui n’admettent aucun sous-espace
vectoriel stable par tous les endomorphismes f V

g autre que {0} et V .

Exemples :
1 Représentation triviale : V = C et f V

g = IdV pour tout g ∈ G.
2 Représentation de Sn sur {(x1, · · · , xn) ∈ Cn |

∑n
i=1 xi = 0}.

Théorème (théorie des caractères)
Soit G un groupe fini.

1 Toute représentation de dimension finie de G est isomorphe à une
somme directe de représentations simples.

2 À isomorphisme près, il y a autant de représentations simples de
G que de classes de conjugaison dans G.

3 Toute représentation V est caractérisée (à isomorphisme près)
par son caractère, c’est-à-dire la fonction g 7→ Tr(f V

g ).
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2 À isomorphisme près, il y a autant de représentations simples de
G que de classes de conjugaison dans G.

3 Toute représentation V est caractérisée (à isomorphisme près)
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2 À isomorphisme près, il y a autant de représentations simples de
G que de classes de conjugaison dans G.

3 Toute représentation V est caractérisée (à isomorphisme près)
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G que de classes de conjugaison dans G.

3 Toute représentation V est caractérisée (à isomorphisme près)
par son caractère, c’est-à-dire la fonction g 7→ Tr(f V

g ).
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simples, c’est-à-dire celles qui n’admettent aucun sous-espace
vectoriel stable par tous les endomorphismes f V

g autre que {0} et V .

Exemples :
1 Représentation triviale : V = C et f V

g = IdV pour tout g ∈ G.
2 Représentation de Sn sur {(x1, · · · , xn) ∈ Cn |

∑n
i=1 xi = 0}.
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La théorie des caractères doit beaucoup à Georg Frobenius
(1849-1917) :

C’est lui qui a calculé les premières “tables de caractères” (en 1896) :
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Simon Riche (UCA – LMBP) Théorie Géométrique des Représentations 20 mars 2018 15 / 30
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1 Groupes

2 Théorie des représentations

3 Les groupes algébriques réductifs

4 La conjecture de Kazhdan–Lusztig
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Les groupes algébriques sont ceux qui peuvent se définir dans des
espaces de matrices par des équations polynomiales en les
coefficients des matrices.

Les “plus intéressants” du point de vue de la
théorie des représentations sont ceux qui sont réductifs.

Exemples :

SLn(C) = {M ∈Mn(C) | det(M) = 1},
GLn(C) = {(M, λ) ∈Mn(C)× C | det(M) · λ = 1}.

Ces groupes ont également une structure de variété algébrique. On
s’intéresse à leurs représentations qui sont “compatibles” avec cette
structure, c’est-à-dire telles que l’application g 7→ Mg est définie par
des équations polynomiales en les coefficients de g (et det(g)−1).
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Exemple : G = GL2(C).

Le groupe GL2(C) agit sur V = C2. Donc il agit sur l’espace
P = C[X ,Y ] des fonctions polynomiales sur V par

(g · f )(v) = f (g−1 · v).

Notons Pn le sous-espace de P formé des fonctions homogènes de
degré n. C’est un espace vectoriel de dimension n + 1, dont une base
est donnée par

X n, X n−1 · Y , X n−2 · Y 2, · · · , X · Y n−1, Y n,

et qui est stable par l’action de G.
Si a ≥ b sont des entiers, notons V (a,b) l’espace vectoriel Pa−b, muni
de l’action de G définie par g • f = det(g)a(g · f ).

Fait
Pout tous entiers a ≥ b, V (a,b) est une représentation algébrique
simple de G. De plus, toute représentation algébrique simple est
isomorphe à une représentation de cette forme.
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Théorème (représentations algébriques de G = GLn(C))
1 Toute représentation algébrique de G de dimension finie est

somme directe de représentations simples.

2 Les représentations simples sont paramétrées (à isomorphisme
près) par les suites d’entiers (a1, · · · ,an) telles que
a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an).

3 La représentation correspondant à (a1, · · · ,an) est de dimension∏
1≤i<j≤n

ai − aj + j − i
j − i

.

La formule de dimension est due à Hermann Weyl (1885-1955) :
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Définition (algèbre de Lie)
Une algèbre de Lie est un couple (V , [−,−]) où V est un C-espace
vectoriel et [−,−] : V × V → V est une application bilinéaire
antisymétrique (c’est-à-dire telle que [y , x ] = −[x , y ]) telle que

[x , [y , z]] + [y , [z, x ]] + [z, [x , y ]] = 0.

À tout groupe algébrique G on peut associer son algèbre de Lie g
(espace tangent en l’élément neutre).

Exemple : l’algèbre de Lie de GLn(C) est l’algèbre de Lie
gln(C) = (Mn(C), [−,−]) avec [M,N] = M · N − N ·M.
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Une représentation d’une algèbre de Lie (V , [−,−]) est la donnée d’un
espace vectoriel E et d’une application x ∈ V 7→ ϕE

x ∈ End(E) telle
que

ϕE
[x ,y ] = ϕE

x ◦ ϕE
y − ϕE

y ◦ ϕE
x

pour tous x , y ∈ V .

Étant donnée une représentation algébrique d’un groupe algébrique,
on peut la “différentier” pour obtenir une représentation de son algèbre
de Lie.

Exemple : Si E est une représentation de GLn(C), on obtient une
représentation de gln(C) en posant

ϕE
x (v) =

d
dt
(
f E
Id+tx(v)

)
|t=0.
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Simon Riche (UCA – LMBP) Théorie Géométrique des Représentations 20 mars 2018 23 / 30



Une représentation d’une algèbre de Lie (V , [−,−]) est la donnée d’un
espace vectoriel E et d’une application x ∈ V 7→ ϕE

x ∈ End(E) telle
que

ϕE
[x ,y ] = ϕE

x ◦ ϕE
y − ϕE

y ◦ ϕE
x

pour tous x , y ∈ V .
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Une “bonne” classe de représentations des algèbres de Lie des
groupes algébriques réductifs a été introduite et étudiée par
Daya-Nand Verma (1933-2012).

Dans le cas de gln(C) on obtient des modules de Verma M(a1, · · · ,an)
et des représentations simples de plus poids L(a1, · · · ,an) associés à
tous les vecteurs (a1, · · · ,an) ∈ Cn.

Des travaux des années 1970 ramènent la description de ces
représentations au cas des vecteurs de la forme

σ(−n + 1,−n + 2, · · · ,0)− (n − 1,n − 2, · · · ,0)

pour σ ∈ Sn.
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En 1979, David Kazhdan (né en 1946) et George Lusztig (né en 1946)

ont proposé une “description” conjecturale de ces représentations :

Inventiones math. 53, 165 - 184 (1979) Inve~tione$ 
matbematicae 
 9 by Springer-Verlag 1979 

Representations of Coxeter Groups and Hecke Algebras 

David Kazhdan i and George Lusztig 2. 
1 Harvard University, Department of Mathematics, Cambridge, MA02138, USA 
2 MIT, Department of Mathematics, Cambridge, MA02139, USA 

w 1. Introduction 

Let W be a Coxeter group and let S be the corresponding set of simple reflections. 
Following [2, Ch. IV, w Ex. 34], we define an algebra ~ over the polynomial ring 

[q] as follows. J~, has basis elements T~v , one for each we W The multiplication is 
defined by the rules 

T w T w, = Tww,, if l(ww') = l(w) + l(w') 
( ~  + 1)(T~-q) =0,  if seS; 

here l(w) is the length of w. 
In the case where Wis a Weyl group and q is specialized to a fixed prime power, 
| ~ can be interpreted as the algebra of intertwining operators of the space of 

functions on the flag manifold of the corresponding finite Chevalley group G(Fq) 
(see [loc. cit., Ex. 24]). Therefore, the problem of decomposing this space of 
functions into irreducible representations of G(Fq) is equivalent to the problem of 
decomposing the regular representation o f ~  | (12. It is known that, in this case, 

|  is isomorphic to the group algebra of W; however, in general, this 
isomorphism cannot be defined without introducing a square root of q (see [1]). 

It is therefore, natural to extend the ground ring of ~ as follows. For any 
Coxeter group (W, S) we define the Hecke algebra ~ to be J{' | A, where A is the 
ring of Laurent polynomials with integral coefficients in the indeterminate ql/2. 

Our purpose is to construct representations oL,Uf endowed with a special basis. 
They will be defined in terms of certain graphs. We define a W-graph to be a set of 
vertices X, with a set Y of edges (an edge is a subset of X consisting of two elements) 
together with two additional data: for each vertex xeX ,  we are given a subset I x of S 
and, for each ordered pair of vertices y, x such that {y, x} e Y, we are given an integer 
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En 1979, David Kazhdan (né en 1946) et George Lusztig (né en 1946)

ont proposé une “description” conjecturale de ces représentations :

Inventiones math. 53, 165 - 184 (1979) Inve~tione$ 
matbematicae 
 9 by Springer-Verlag 1979 

Representations of Coxeter Groups and Hecke Algebras 

David Kazhdan i and George Lusztig 2. 
1 Harvard University, Department of Mathematics, Cambridge, MA02138, USA 
2 MIT, Department of Mathematics, Cambridge, MA02139, USA 
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[q] as follows. J~, has basis elements T~v , one for each we W The multiplication is 
defined by the rules 

T w T w, = Tww,, if l(ww') = l(w) + l(w') 
( ~  + 1)(T~-q) =0,  if seS; 

here l(w) is the length of w. 
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168 D. Kazhdan and G. Lusztig 

G = GL,, the condition is precisely that yMw in the sense of Definition 1.2. (When 
G + GL,, this is not, in general, true.) 

Our polynomials Py, w appear to be very closely connected with the structure of 
singularities of Schubert varieties. More precisely, Py, w can be regarded as a 
measure for the failure of local Poincar6 duality on the Schubert cell ~w in a 
neighborhood of a point in ~y. Some results in this direction are formulated in the 
Appendix. 

Another starting point of our investigation was trying to understand the work 
of Jantzen [6] and Joseph [7, 8] relating primitive ideals in enveloping algebras 
with representations of Weyl groups. 

Let g be a semisimple complex Lie algebra. We wish to state a conjecture 
relating our results with the theory of infinite dimensional representations of g. We 
shall need some notations. Let h be a Cartan subalgebra of g and let b be a Borel 
subalgebra containing b. Let p" h--* tE be the linear function on h which takes the 
value 1 on each simple coroot vector. Let Wbe the Weyl group of g with respect to 
and let S be its set of simple reflections determined by b. For each we W, let M w be 
the Verma module with highest weight - w ( p ) - p  and let L~ be its unique 
irreducible quotient. We can now state 

Conjecture 1.5 

ch Lw = 2 ~,, ~w ~, w(1) ch M~ (1.5.a) 
y < w  

chMw= ~ Pwo . . . .  ,.(1) chLy (1.5.b) 
y<w 

for all weW, where Py,,~ is the polynomial in q given by Theorem 1.1, and P~. ~(t) 
denotes its value for q = 1. 

1.6. Remarks. a) The identities (1.5.a) and (1.5.b) are equivalent (see Theorem 3.1). 
b) It is known and easy to prove that 

ch L w = ~ ~ ( - 1) j dim gxtJ(M r, Lw) ch M~, 
y<w j 

where Ext is taken in the category (9 of Bernstein-Gelfand-Gelfand. (See, for 
example, I-4].) It is also known that ExtJ(My, Lw)=0 i f j  > l(w)-l(y).  (Casselman 
and Schmid; see also Delorme [-4].) 

David Vogan has proved 1-14] that our conjecture t.5 is equivalent to the 
formula 

py, = ~ qi dim Ext/(w)-l(v)- Zi(My, Lw) (y<=w) 
i>=_O 

and it is also equivalent to the vanishing of ExtJ(My, L~) f o r j ~  l (w)- l(y)  (mod 2). 
c) Conjecture 1.5, together with the results of Joseph [8] and Vogan [13] would 
imply that the ideal Ann(Lw) of the universal enveloping algebra of g, annihilat- 
ing Lw, contains the ideal Ann(Lw, ) if and only if w<w'. 

L 
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1980 : Premières preuves de la conjecture, par Beı̆linson–Bernstein et
Brylinski–Kashiwara.

Outil principal : faisceaux pervers sur les variétés de drapeaux.
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1990 : Nouvelle approche de la conjecture proposée par Soergel (né
en 1962).

Cette approche est plus algébrique, mais repose encore sur la
géométrie pour un point crucial.
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2014 : Preuve algébrique de la conjecture de Kazhdan–Lusztig par
Ben Elias (né en 1983) et Geordie Williamson (né en 1981).

Annals of Mathematics 180 (2014), 1089–1136
http://dx.doi.org/10.4007/annals.2014.180.3.6

The Hodge theory of Soergel bimodules

By Ben Elias and Geordie Williamson

Abstract

We prove Soergel’s conjecture on the characters of indecomposable

Soergel bimodules. We deduce that Kazhdan-Lusztig polynomials have

positive coe�cients for arbitrary Coxeter systems. Using results of Soergel

one may deduce an algebraic proof of the Kazhdan-Lusztig conjecture.
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