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Introduction

(Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P)

Yt = ξ +

∫ T

t
f (s,Xs ,Ys ,Zs) ds −

∫ T

t
Zs dWs − (Lt − Ls) (1)

I W = (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien (Ft)-adapté défini
sur Rm

I Y , Z et L trois processus inconnus, tel que Y et L prenent
valeurs dans H = Rd et Z dans L l’espace des applications
linéaires de Rm dans H

I X = (Xt)0≤t≤T est un processus (Ft)-adapté à valeurs dans
un espace métrique M.

I ξ ∈ L2
H est la condition terminale.
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sur Rm

I Y , Z et L trois processus inconnus, tel que Y et L prenent
valeurs dans H = Rd et Z dans L l’espace des applications
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Hypothèses

I l’application f : [0,T ]×M×H×L vérifie les deux conditions
suivantes :

I (H1)
Il existe Cf ≥ 0 tel que : ∀(t, x , y , z) ∈ [0,T ]×M×H× L,
‖f (t, x , y , z)‖ ≤ Cf (1 + ‖z‖).

I (H2)

(i) f (t, x , y , z) est continue en (x , y , z),
(ii) Pour tous x ∈ M, u ∈ CH[0, T ], v ∈ L2

H[0, T ] et t ∈ [0, T ],

lim
n→∞

Z T

t

(f (t, x , u(s), v(s + 1/n))− f (t, x , u(s), v(s))) ds = 0 p.p

tel que v est prolongée [T , T + 1/n] par v(t) = 0 pour t > T .
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I Définition
Une solution forte de l’equation (1) est une paire de processus
(Y ,Z ) Ft-adaptée à valeurs dans M×H× L

I Définition
On dit que (Y ,Z ) est une solution faible de l’EDSR (1) s’il existe
une base stochastique (Ω,F , (F t)t , µ) telle que :

I Le processus (Wt)0≤t≤T est un mouvement brownien sur F
I Y , Z deux processus (F t)-adaptés tel que :

E

(∫ T

0

∥∥Z 2
s

∥∥
L ds

)
≤ +∞

I l’équation (1) est vérifiée.



I Définition
Une solution forte de l’equation (1) est une paire de processus
(Y ,Z ) Ft-adaptée à valeurs dans M×H× L
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Résultat principal

I Théorème
Sous les hypothèses (H1) et (H2) l’équation (1) admet une
solution faible.

I Remarque

L’équation (1) est équivalente à données par

Yt = EFt

(
ξ +

∫ T

t
f (s,Xs ,Ys ,Zs) ds

)
(2)∫ t

0
Zs dWs = EFt

(
ξ +

∫ T

0
f (s,Xs ,Ys ,Zs) ds

)
− E

(
ξ +

∫ T

0
f (s,Xs ,Ys ,Zs) ds

)
(3)
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1ere étape : suite approximante

En admettant que f (t, x , y , z) = 0 pour t > T , on prolonge Z par

Z̃
(n)
s = EFs

(
Z

(n)
s+1/n

)
, avec Z

(n)
t = 0 pour t > T .

Y
(n)
t = EFt

(
ξ +

∫ T

t+1/n
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds

)
(4)∫ t

0
Z

(n)
s dWs = EFt

(
ξ +

∫ T

0
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds

)
− E

(
ξ +

∫ T

0
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds

)
(5)



I Proposition

le système (4)-(5) admet une unique solution forte (Y (n),Z (n)).

I Les equations (4) et (5) sont équivalentes à

Y
(n)
t = ξ +

∫ T

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds −

∫ T

t
Z

(n)
s dWs − U

(n)
t

(6)

avec

U
(n)
t = EFt

(∫ t+1/n

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds

)
.
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Y
(n)
t = ξ +

∫ T

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds −

∫ T

t
Z

(n)
s dWs − U

(n)
t

(6)

avec

U
(n)
t = EFt

(∫ t+1/n

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds

)
.



I La famille (Y
(n)
t )0≤t≤T , n≥1 est tendue dans CH[0,T ].

I ∀ε > 0, ∃R > 0,∀n ≥ 1,

(A) P
(

sup
0≤t≤T

∥∥∥Y
(n)
t

∥∥∥ ≥ R

)
≤ ε

I ∀ε > 0,∀η > 0, ∃δ > 0 : ∀n > 0,

(B) sup
0≤τ−σ≤δ

P
(∥∥∥Y (n)

τ − Y (n)
σ

∥∥∥ ≥ η) ≤ ε
I La suite (Z (n))n≥1 est tendue dans l’espace L2

H[0,T ], muni de
sa topologie faible.



2eme étape : construction de la solution

I (Y (n),Z (n)) converge vers
µ ∈ Y(Ω,F ,P; CH[0,T ]× L2

H[0,T ]) i.e.

I (Y (n),Z (n)) converge en loi vers l’image de µ par la projection
canonique de Ω× CH[0,T ]× L2

H[0,T ] à CH[0,T ]× L2
H[0,T ].
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I (Ω,F , (F t)t , µ)

I Ω = Ω× CH[0,T ]× L2
H[0,T ]

I F = F ⊗ C ⊗ L
I F t = Ft ⊗ Ct ⊗ Lt

I (Y ,Z ) sur Ω par

Y (ω, u, v) = u, Z (ω, u, v) = v .
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I La loi de (Y ,Z ) est la projection de µ sur CH[0,T ]× L2
H[0,T ]

I (Y ,Z ) est (F t)-adapté

I

Y (n)(ω, u, v) := Y (n)(ω), Z (n)(ω, u, v) := Z (n)(ω) (n ≥ 1).

I W (ω, u, v) = W (ω)

I Pour tout t ∈ [0,T ], la suite∫ T

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s , Z̃

(n)
s ) ds −

∫ T

t
f (s,Xs ,Y

(n)
s ,Z

(n)
s ) ds

converge vers 0 en probabilité

I (Y ,Z ) vérifie (1).
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