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Estimation de l'espérance d'une loi gaussienne

On observe (Y1, ...,Yn) i.i.d. avec Y ∼ N (θ, σ2). On cherche à

estimer θ. Ici, on connait l'estimateur optimal (au sens des vitesses

de convergences),

θ̂n =
1

n

n∑
i=1

Yi
1/
√
n−−−→

n→∞
θ,

On peut écrire ce modèle comme

Yi = θ + εi , i = 1, ..., n

avec ε ∼ N (0, σ2).
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Régression paramétrique avec bruit uniforme

Yi = θ + Ui , i = 1, ..., n

avec Ui ∼ U[−0.5,0.5] • On peut construire un estimateur basé sur la

"moyenne"

θ̂n =
1

n

n∑
i=1

Yi
1/
√
n−−−→

n→∞
θ

• On peut trouver un estimateur plus rapide

θ̂ = max
i=1,n

Yi −
1

2

1/n−−−→
n→∞

θ
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Estimateur Bayésien
Condition sur la Densité g

Régression

On dispose d'un échantillon d'observations indépendantes(
(X1,Y1), ..., (Xn,Yn)

)
i=1,...,n

, X ∈ [0, 1]d , Y ∈ R

où

PYi
(dx) = g

(
x , f (Xi )

)
dx , i = 1, . . . , n, .

où f : [0, 1]d → R avec f ∈ Hd (β, L,M) isotrope et

Xi ∈
{
1/n1/d , 2/n1/d , . . . , 1

}d
est le design régulier.

Exemples :

Yi = f (Xi ) + εi , ε ∼ N (0, σ), i = 1, ..., n

Yi = f (Xi ) + Ui , Ui ∼ U[−0.5,0.5], i = 1, ..., n

Yi = f (Xi )× Ui , Ui ∼ U[0,1], i = 1, ..., n
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Estimateur Bayésien
Condition sur la Densité g

Approche localement polynomiale

On cherche à estimer f en un point y ∈ [0, 1]d .
Idée : Sur un voisinage de y de taille hd , noté Vy (h), on approche

f par un polynôme fθ, θ ∈ Θ = [−M,M]Dβ , tel que ∀x ∈ Vy (h)∣∣f (x)− fθ(x)
∣∣ ≤ L d hβ.

L'estimateur Bayésien nous permet d'estimer les coe�cients θ.
Dé�nissons la pseudo Vraisemblance pour t ∈ Θ

Lh(t) = Lh
(
t,Y (n)

)
=

∏
Xi∈Vy (h)

g
(
Yi , ft(Xi )

)
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Estimateur Bayésien
Condition sur la Densité g

Estimateur Bayésien

On de�nit

θ̂ = argmin
t∈Θ

πh(t), πh(t) =

∫
Θ
‖t − u‖1

(
Lh(u)

)1/m
du, t ∈ Θ

Pour tout h ∈ (0, 1), on peut dé�nir l'estimateur Bayésien associé

f̂ (h)(y) = fθ̂(y),

But : A partir de cette famille d'estimateurs {f̂ (h)(y)}h∈H , on veut

choisir le "meilleur" (la meilleure fenêtre).

β, L sont connues, Approche minimax

β, L inconnues, Adaptation au sens minimax.
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Estimateur Bayésien
Condition sur la Densité g

Supposons que la vitesse minimax est ϕn,γ(β) = n
− β

γβ+d .

Pour tout θ ∈ Θ, soit Un = Nh [Θ− θ] avec Nh =
(
nhd
)1/γ

où

γ > 0 et ∀u ∈ Un

Zn,θ(u) =
Lh
(
θ + u N−1h

)
Lh (θ)

,
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Estimateur Bayésien
Condition sur la Densité g

Conditions 1 et 2

On suppose qu'il existe des constantes α > 0, m ≥ 1 et

c1, c2, c3, C1, C2, s1, s2 > 0 telle que ∀n > 1, f ∈ Hd (β, L,M),
θ ∈ Θ et h ∈ Hn, on a

(1) Ef

[
1− Z

1/m
n,θ (u)

]
+
≤ C1 Ec1h ‖u‖

α
1 , u ∈ Un : ‖u‖1 < s1,

(2) Ef Z
1/m
n,θ (u) ≤ C2 Ec2h exp {−c3 ‖u‖γ1} , ∀u ∈ Un : ‖u‖1 ≥ s2,

où a+ = max(a, 0), a ∈ R. On a besoin de connaître explicitement

les constantes c3, s2, m, α.
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Idée de la preuve

Méthode de Lepski (Lepski and al. '97)

On se place dans le cas où M est connue et β, L inconnues.

On construit une grille h(l) = hmax2
−l , ∀l = 0, . . . ,Mn.

A partir de la famille d'estimateurs Bayésiens

{f̂ l (y) = f̂ h
(l)

(y)}l∈Gn
, on veut trouver un estimateur qui atteint la

vitesse adaptative

φn,γ(β) =
(
n−1ρn,γ(β)

) β
γβ+d , ρn,γ(β) = 1+ln

ϕn,γ(β)

ϕn,γ(b)
∼ (b−β) ln n

pour tout β ∈]0, b] et L ∈ [l∗, l
∗].

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Idée de la preuve

Méthode de Lepski (Lepski and al. '97)

On se place dans le cas où M est connue et β, L inconnues.

On construit une grille h(l) = hmax2
−l , ∀l = 0, . . . ,Mn.

A partir de la famille d'estimateurs Bayésiens

{f̂ l (y) = f̂ h
(l)

(y)}l∈Gn
, on veut trouver un estimateur qui atteint la

vitesse adaptative

φn,γ(β) =
(
n−1ρn,γ(β)

) β
γβ+d , ρn,γ(β) = 1+ln

ϕn,γ(β)

ϕn,γ(b)
∼ (b−β) ln n

pour tout β ∈]0, b] et L ∈ [l∗, l
∗].

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Idée de la preuve

Procédure :

On dé�nit la quantité suivante, ∀l = 0, . . . ,Mn :

Sn(l) =

[
1 + l ln 2

n
(
h(l)
)d
]1/γ

,

où Mn ∼ ln n. Soit

ρ =

(
s
γ
2
∨ 2|∇|+2γ+1(2γ + 2dq)

c3γ
(
1 ∧ αD−1b

) ) 1

γ

Dé�nissons l'indice adaptatif

k̂ = min
{
k = 0, . . . ,Mn :

∣∣f̂ k(y)− f̂ l (y)
∣∣ ≤ ρ Sn(l)

∀l = k + 1, . . . ,Mn} .
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Idée de la preuve

Théorème

Pour q ≥ 1 et f̂ k̂(y) l'estimateur choisi par la procédure,

Alors ∀n ∈ N∗ et (β, L) ∈ J × L :

sup
f ∈Hd (β,L,M)

Ef

∣∣f̂ k̂(y)− f (y)
∣∣q ≤ C ∗φqn,γ(β),

où J =]0, b], L = [l∗, l
∗] et C ∗ = C ∗(q, β, L,M, ρ) est une

constante qui ne dépend pas de n.
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Idée de la preuve

Idée de la Preuve

Théorème

Soit f ∈ Hd (~β, L,M) et le vecteur h ∈ (0, 1)d .
Alors pour tout ε ≥ ε0(h), ∀n ∈ N∗ :

Pf
(∣∣f̂h(y)− f (y)

∣∣ ≥ ε

Nh

)
≤ M1ε

D exp {−εγ} ,

Ce théorème généralise un résultat disponible dans le livre de

Ibragimov et Has'minskii ('83) Statistical estimation.
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Idée de la preuve

Pf
(∣∣f̂h(y)− f (y)

∣∣ ≥ ε

Nh

)
≤ Pf

(
Nh ‖θ̂ − θ‖1 ≥ ε

)
≤ Pf

(
inf

Nh ‖t−θ‖1≥ε
πh(t) ≤ πh(θ)

)
.

Ainsi après quelques lignes, on obtient

Pf
(∣∣f̂h(y)− f (y)

∣∣ ≥ ε

Nh

)
≤ Pf

{∫
Un

Z
1/m
n,θ (v)dv < ν/2

}
+Pf

{∫
Un∩{‖u‖1>ε}

‖u‖1Z 1/m
n,θ (u)du > ν ε/12

}
.
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Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

Problèmes ouverts et extensions

Restrictions sur Hölder isotropes,

Approximation de f par fθ où θ ∈ CpD ,

Conditions 1 et 2 : lien avec la distance d'Hellinger,

Z (u) =
Lh(θ+u N−1

h
)

Lh(θ) ,

Estimation de M,

Inégalité d'oracle,

Hypohèse d'indépendance.

Michaël CHICHIGNOUD Performances statistiques d'un estimateur Bayésien



Modèle
Adaptation
Extensions

MERCI pour votre attention ! ! !
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