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Introduction
Les p-variations

Notation : ∆n
i X = Xi/n − X(i−1)/n.

Définition : p-variation d’une semimartingale X . Il s’agit du
processus

[nt]
∑

i=1

|∆n
i X |p

Plus généralement, pour f donnée, on s’intéresse à

[nt]
∑

i=1

f (∆n
i X ) et

[nt]
∑

i=1

f (
√
n∆n

i X )

Exemples d’utilisations :
• Estimations de la volatilité.
• Détection de sauts.
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Introduction
Limites pour des semimartingales

Notation : mp := E (|Y |p), où Y ∼ N (0, 1).

Théorème (Lépingle, 76)

Si p < 2, np/2−1

[nt]
∑

i=1

|∆n
i X |p l.u.P−→ (mp

∫ t

0
σp
s ds)t

Si p = 2,

[nt]
∑

i=1

|∆n
i X |2 Sk P−→ (

∫ t

0
σ2
s ds +

∑

s≤t

|∆Xs |2)t

Si p > 2,

[nt]
∑

i=1

|∆n
i X |p Sk P−→

∑

s≤t

|∆Xs |p
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Introduction
Le problème avec arrondis

• Plusieurs types d’erreurs d’observations possibles. Ici : erreurs
d’arrondis.
• X connue seulement à αn près : on observe X (αn) := αn[X/αn].
Hypothèse : (αn) suite de pas d’arrondis telle que αn

√
n → β > 0.

• Retrouve-t-on le même type de convergence pour les
p-variations ?
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Le cas brownien

Théorème (Jacod, 96)

Soit W un m.b. de variance 0, p > 0, αn une suite de réels (≥ 0)
tels que αn

√
n → β, t > 0, U ∼ U [0, 1] et Y ∼ N (0, 1)

indépendantes. Alors

1

n

[nt]
∑

i=1

|
√
n∆n

i W
(αn)|p P−→ tβpE (|[U + σY /β]|p)

Notation : Γ(f , β, σ) = E (f (β[U + σY /β])).
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Le cas brownien

Dû à

1. Forme des accroissements :

[Wi/n/α]− [W(i−1)/n/α] = [{W(i−1)/n/α}+
∆n

i X

α
]

2. Vieux résultat sur les parties fractionnaires :

Théorème (Kosulajeff, 1937)

Soit A une variable aléatoire réelle admettant une densité h. Soit U
une variable uniforme sur [0, 1]. Alors

{A/α} L−→
α−→0

U.
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Lois des Grands Nombres
Hypothèses

Hypothèse (H)

Les caractéristiques (B ,C , ν) de X vérifient

At =

∫ t

0
bsds, Ct =

∫ t

0
σ2
s ds, ν(dt, dx) = dtFt(dx)

où les processus considérés sont tous supposés adaptés, et σ est
càdlàg. De plus, |b| et

∫

R
(x2 ∧ 1)Ft(dx) sont localement bornés et

l’ensemble des zéros de σ est de mesure de Lebesgue nulle.

(Forme classique :

Xt = X0 +

∫ t

0
bsds +

∫ t

0
σsdWs +

∫ t

0

∫

R

x1{|x |>1}µ(dx , ds)

+

∫ t

0

∫

R

x1{|x |≤1}(µ− ν)(dx , ds))
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Lois des Grands Nombres

Théorème
Soit X une semimartingale, f une fonction réelle continue.

(i) Supposons que X vérifie H. Si de plus f (x) = o±∞(x2), alors

1

n

[nt]
∑

i=1

f (
√
n∆n

i X
(αn))

l.u.P−→
∫ t

0
Γ(f , β, σs)ds

(ii) Supposons que X vérifie H. Alors

[nt]
∑

i=1

(∆n
i X

(αn))2
Sk P−→

∫ t

0
Γ(x 7→ x2, β, σs)ds +

∑

s≤t

|∆Xs |2

(iii) Si f (x) = ◦(x2) en 0, alors

[nt]
∑

i=1

f (∆n
i X

(αn))
Sk P−→ (

∑

s≤t

f (∆Xs))t
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Lois des Grands Nombres
Idée de la preuve

1. (i) Méthode dans le cas diffusif : calculs explicites de densité
que l’on ne peut transposer ici. On se ramène, donc,
localement, à des accroissements browniens.

2. (iii) Méthode classique : on résoud d’abord le problème avec f
nulle au voisinage de 0.
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Un Théorème Central Limite

Hypothèse (H2)

F est de classe C2 en x, et F ′′ est uniformément bornée (en (x , t)).

Soient Uq,U
′
q,Vq ∼ U([0, 1]) et Yq,Y

′
q ∼ N (0, 1), indépendantes ;

on pose :

ζq = σ
Sq−

√

VqYq, ζ ′q = σ
Sq

√

1− VqY
′
q ζ ′′q = ζq + ζ ′q

(4.1)
Lq := [Uq + U ′

q1{∆XSq 6=0} + ζ ′′q/β]− U ′
q1{∆XSq 6=0}.

Alors

Théorème
Soit X une semimartingale vérifiant H et H2, soit f une fonction
réelle de classe C2 telle que f ′′(x) = ◦0(x), et f (0) = f ′(0) = 0.
Alors

√
n





[nt]
∑

i=1

f (∆n
i X

(αn))−
∑

s≤[nt]/n

∆Xs





L st−→
∑

Sq≤t

f ′(∆XSq)βLq
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Un Théorème Central Limite
Idée de la preuve

◮ Pour chaque temps de saut Sq,
αn[{X(iq−1)/n/αn}+∆n

iq
X/αn]−∆XSq =

αn

[

{X(iq−1)/n/αn}+ {∆XSq/αn}+
∆n

iq
X−∆XSq

αn

]

− {∆XSq}
◮ Notations

◮ iq := [nSq] + 1 :premier temps de la grille suivant Sq,
◮ κn

q := n(Sq − (iq − 1)/n),
◮ wn

q :=
√
n(WSq

−W(iq−1)/n)/
√

κn
p et

w ′n
q :=

√
n(Wiq/n −WSq

)/
√

1− κn
p.

◮ On applique le lemme :

Lemme
Sous H et H2,

(

{Xiq−1

αn

}, {∆XSq

αn

},wn
q ,w

′n
q , κnq

)

q

L st−→
(

Uq, 1{∆XSq 6=0}U
′
q,Yq,Y

′
q,Vq

)

q

avec Uq,U
′
q,Vq ∼ U([0, 1]), et Yq,Y

′
q ∼ N (0, 1).
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Un Théorème Central Limite
Heuristique au voisinage d’un saut

(i − 1)/n i/n
S

wn/n
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Un Théorème Central Limite
Pourquoi des hypothèses supplémentaires ?

Contre-exemple : Xt = Wt + 1[T ,+∞](t), avec
• W un mouvement brownien standard
• T temps d’arrêt indépendant.
• nl , {

√
nl} → a, ml , {

√
ml} → b 6= a

• f ∈ C1(R), f = ◦0(x
3), alors :

√
nl(

[nl t]
∑

i=1

(f (∆nl
i X

(αn))− f (1)1t>T )
L−→
l

f ′(1)([U +Y + a]− a)1t>T

√
ml(

[ml t]
∑

i=1

(f (∆ml

i X (αn))−f (1)1t>T )
L−→
l

f ′(1)([U+Y +b]−b)1t>T
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Quelques éléments de bibliographie
Sur les p-variations

Kosulajeff, Petr A.
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