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Définition d’un algorithme stochastique

Il s’agit d’une procédure récursive de recherche de zéro d’une fonction
dite moyenne car s’écrivant comme l’espérance d’une fonction dépendant
du même paramètre et d’une v.a. appelée innovation, i .e.

on cherche θ∗ tel que h(θ∗) = 0 où h(θ) = E [H(θ,Y )].

Applications

Recherche d’un paramètre pour un certain niveau de la fonction
moyenne,

Optimisation : annulation du gradient (gradient stochastique).
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Exemple du dosage : Procédure de Robbins-Monro
Une dose θ d’un produit chimique crée un effet aléatoire mesuré par
F (θ,Y ), Y étant une v.a. et F : R2 7→ R une fonction inconnue. On
suppose l’effet moyen f (θ) = E [F (θ,Y )] croissant. On cherche à
déterminer la dose θ∗ qui crée un effet moyen de niveau donné α, i .e.
résoudre f (θ∗) = α.

La procédure de Robbins-Monro est la suivante

choisir θ0 arbitrairement et l’administrer à un sujet qui réagit avec
l’effet F (θ0,Y1).

récurrence : à l’instant n, choisir une dose θn administrée à un sujet
indépendant des précédents, l’effet est F (θn,Yn+1).

(Yn) est une suite de v.a. i.i.d. donc

f (θn) = E [F (θn,Yn+1) | F (θ0,Y1), . . . ,F (θn−1,Yn)] .

L’algorithme de Robbins-Monro de choix de θn est alors de la forme

θn+1 = θn − γn (F (θn,Yn+1)− α), (γn) positive tendant vers 0.
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Description du cadre

On s’intéresse à une procédure de la forme suivante

θn+1 = θn − γn+1 (H(θn,Yn) + ∆Mn+1), n ≥ 0, θ0 ∈ Rd

où

H : Rd × Rq → Rd ,

(Yn)n≥0 est une suite à valeurs dans Rq, Fn-adaptée d’ “innovations”
des propriétés ν-moyennisante

∀f ∈ V, 1

n

n∑
k=1

f (Yk)
(?)−→

n→∞

∫
Rq

fdν,

pour une certaine classe de fonctions V, mais (Yn)n≥0 pas
nécessairement Markov !

∆Mn est un Fn-accroissement de martingale.
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Motivations

Résoudre des problèmes de Probabilités Numériques, i .e. avec
des innovations simulées

I (Yn)n≥0 i.i.d. de loi ν (Algorithme Stochastique (Regulier),
Robbins-Monro [5], Duflo [5], etc),

I Yn = ξn, n ≥ 0, suite à discrépance faible avec ν = λ[0,1]q et
Fn = {∅,Ω} (Algorithme Quasi-Stochastique, Lapeyre-Pagès-Sab [2]).

Les innovations sont exogènes (données de marché, output d’un
système e.g . un schéma d’Euler) : (Yn)n≥0 est une Fn-châıne de
Markov “ν-ergodique” (ou stationnaire)

∀f ∈ Lp(ν),
1

n

n∑
k=1

f (Yk) −→
n→∞

∫
Rq

fdν Pν-p.s. et Lp(P) (1)

(ou bien même Pµ-p.s. avec µ = PY0 6= ν).
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Idées

Hypothèse sur la vitesse dans (1) “P-p.s.& Lp(P)”,

Hypothèse (forte. . .) de Lyapunov sur H,

Contrôle de E
[
(∆Mn+1)2 | Fn

]
.

Condition sur la suite de pas (γn)n≥1 [ni trop rapide, ni trop lente]

Alors, si h(θ) =

∫
Rq

H(θ, y)ν(dy) est la fonction moyenne

θn −→
n→∞

θ∗ = {h = 0}.
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Hypothèses

Hypothèse de vitesse de ν-ergodicité. Soit p ∈ [1,∞) et εn → 0.
On définit la classe de fonctions suivante

V(εn),p :=

{
f : Rq → Rq t.q.

1

n

n∑
k=1

f (Yk)−
∫
Rq

fdν
p.s.&Lp

= O(εn)

}

On suppose que H(θ∗, ·) ∈ V(εn),p.

Hypothèse de Lyapunov sur H. Soit L : Rd → R+ C1 satisfaisant

(i) ∇L est Lipschitz continue et |∇L|2 ≤ C (1 + L),

(ii) H satisfait l’hypothèse de retour à la moyenne

∃U ⊂ Rq un ouvert avec ν(U) > 0 t.q. ∀θ ∈ Rd , θ 6= θ∗,

infy∈U 〈∇L(θ) | H(θ, y)− H(θ∗, y)〉 > 0 et s.c.i.
(2)

Sophie Laruelle Algorithme Stochastique



Hypothèses

Contrôle de H en l’infini (sous-linéarité).

∀θ ∈ Rd ,∀y ∈ Rq, |H(θ, y)| ≤ CHϕ(y)
√

1 + L(θ)

Contrôle de l’accroissement de martingale. ∀n ≥ 0,

E
[
|∆Mn+1|2∨

p
p−1 | Fn

]
≤ CMϕ(Yn)2∨

p
p−1 (1 + L(θn))

1∨ p
2(p−1) si p > 1

supessE [|∆Mn+1| | Fn] ≤ CMϕ(Yn)
√

1 + L(θn) si p = 1

avec supn≥1 ‖ϕ(Yn)‖ p
(p−1)

< +∞.
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Résultat principal

Conditions sur la suite de pas.∑
n≥1

γn = +∞, nεnγn −→ 0 et
∑
k≥1

kεn max
(
γ2k , |∆γk+1|

)
< +∞.

Alors,
θn

p.s.−→
n→∞

θ∗.
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Suites à discrépance faible

5 Exemples
Recherche de corrélation implicite
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Cadre i.i.d.

On pose ∀n ≥ 0, Yn = Xn+1 où la suite (Xn)n≥1 est i.i.d. de loi ν. Alors

h(θ) = E [H(θ,X1)] et on pose ∆Mn+1 = H(θn,Xn+1)− h(θn), n ≥ 0

On a ϕ ≡ 1 donc l’hypothèse de contrôle de H devient

∀θ ∈ Rd , ∀y ∈ Rq, |H(θ, y)| ≤ CH

√
1 + L(θ).

Alors
E |∆Mn+1|2 ≤ (1 + L(θn)) et p = 2.

Par la loi du logartihme itéré, la vitesse de convergence est alors

εn =

√
log log n

n
.
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Fonctionnelle d’un processus α-mélangeant

On définit ici Yn = f (· · · ,Xn−1,Xn) avec (Xn)n∈Z α-mélangeant, i .e.
(Xn)n∈Z est stationnaire (de loi ν) et αn −→

n→∞
0 où (αn)n est la suite des

coefficients d’α-mélange définis par

αn = sup
{
|P(U ∪ V )− P(U ∩ V )| ,U ∈ FX

0,k ,V ∈ FX
k+n,∞, k ≥ 1

}
(3)

avec FX
0,k = σ (X0, . . . ,Xk) et FX

k+n,∞ = σ (Xk+n, . . .).

On suppose aussi que H(θ∗, ·) ∈ L2+δ(ν), δ > 0 et une condtion de
sommabilité des coefficients d’α-mélange

∞∑
k=1

1√
k
α

δ
2(2+δ)

k <∞. (4)
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Vitesse de ν-ergodicité

Proposition

Si (Xn)n≥1 est stationnaire, α-mélangeant et satisfait (4), alors

∀δ > 0, L2+δ(ν) ⊂ Vεn,2, εn = nβ, pour tout β ∈
[

0,
1

2

)
. (5)

La preuve de cette proposition est basée sur

l’inégalité de covariance pour les processus α-mélangeant

le Théorème de Gàl-Koksma.
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Châıne de Markov homogène

Supposons que (Yn)n≥0 est une châıne de Markov homogène à valeurs
dans Rq de transition (P(y , dx))y∈Rd . La procédure récursive associée est
alors

θn+1 = θn − γn+1K (θn,Yn+1), n ≥ 0,

où

K (θ, y) := E (K (θ,Y1) | Y0 = y)

∆Mn+1 := K (θn,Yn+1)− E (K (θn,Yn+1) | Fn) = K (θn,Yn+1)− H(θn,Yn).

L’hypothèse de contrôle sur H devient

∀θ ∈ Rd , ∀y ∈ Rq, |K (θ, y)| ≤ CK φ̃(y)
√

1 + L(θ)

avec supn

∥∥∥φ̃(Yn)
∥∥∥

p
p−1

< +∞ et l’hypothèse de Lyapunov (2) sur H.
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Suites à discrépance faible
Dans ce cadre, on a Fn = {∅,Ω}, Yn = ξn+1 où (ξn)n≥1 est une suite
uniformément distribuée sur [0, 1]q, i .e.

1

n

n∑
k=1

δξk
(Rq)
=⇒ λ | [0,1]q quand n→∞.

On définit la discrépance à l’origine comme suit

D∗n(ξ) := sup
y∈[0,1]q

∣∣∣∣∣1n
n∑

k=1

1J0,yK −
n∏

k=1

yk

∣∣∣∣∣ .
Théorème

Il existe des suites (ξn)n≥1 (Halton, Kakutani, Sobol, ...) telles que

max
1≤k≤n

kD∗k ≤ (log n)q.
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Exemple : Suite de Halton

Soient p1, . . . , pq les q premiers nombres premiers. La suite de Halton
q-dimensionelle est définie, pour tout n ≥ 1, par

ξn =
(
Φp1(n), . . . ,Φpq(n)

)
où

Φp(n) =
r∑

k=0

ak
pk+1

avec
n = a0 + a1p + · · ·+ arpr , 0 ≤ ai ≤ p − 1, ar 6= 0,

désigne la décomposition p-adique de n. Alors, pour tout n ≥ 1,

D∗n(ξ) ≤ O

(
(log n)q

n

)
.

Sophie Laruelle Algorithme Stochastique



Vitesse de convergence

Cas à variation finie Si f est à variation finie dans le sens de Hardy
et Krause, alors par Koksma-Hlawka∣∣∣∣∣1n

n∑
k=1

f (ξk)−
∫
[0,1]q

f λq

∣∣∣∣∣ ≤ VHK (f )
D∗n(ξ)

n
.

Donc VHK = {f : [0, 1]q → R t.q. VHK (f ) < +∞} ⊂ Vεn
avec

εn =
(log n)q

n
.

Cas Lipschitz Si f est Lipschitz continue, alors par Proinov∣∣∣∣∣1n
n∑

k=1

f (ξk)−
∫
[0,1]q

f (u)λq(du)

∣∣∣∣∣ ≤ Cd [f ]Lip D∗n (ξ)
1
q .
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Description du modèle

On considère un modèle de Black-Scholes 2-dimensionnel i .e. X 0
t = ert

(actif sans risque) et

X i
t = x i

0e(r−
σ2
i
2
)t+σiW

i
t , x i

0 > 0, i = 1, 2,

pour les deux actifs risqués où
〈
W 1,W 2

〉
t

= ρt, ρ ∈ [−1, 1] représente la
corrélation entre W1 et W2 (qui est la corrélation entre les rendements des
actifs risqués X1 et X2).

Dans ce marché, on considère une option best-of call caractérisée par le
payoff

f (X 1
T ,X

2
T ) =

(
max

(
X 1
T ,X

2
T

)
− K

)
+
.
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On utilisera une procédure stochastique récursive pour résoudre le
problème inverse en ρ

PBoC (x1
0 , x

2
0 ,K , σ1, σ2, r , ρ,T ) = Pmarket

0

où

PBoC (x1
0 , x

2
0 ,K , σ1, σ2, r , ρ,T ) := e−rTE

[
f (X 1

T ,X
2
T )
]

= e−rTE
[(

max

(
x1
0 eµ1T+σ1

√
Tζ1 , x2

0 e
µ2T+σ2

√
T
(
ρζ1+
√

1−ρ2ζ2
))
− K

)
+

]

où µi = r − σ2
i
2 , i = 1, 2, et ζ = (ζ1, ζ2)

d
= N (0, I2).

On suppose dorénavant que l’équation

PBoC (x1
0 , x

2
0 ,K , σ1, σ2, r , ρ,T )− Pmarket

0 = 0 (en ρ)

a au moins une solution, notée ρ∗.
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Définition de la fonction moyenne

Le moyen le plus commode pour éviter les effets de bords dûs au fait que
ρ ∈ [−1, 1] est d’utiliser une paramétrisation trigonométrique de la
corrélation en posant

ρ = cos θ, θ ∈ R.

Il est naturel de poser

∀θ ∈ R, ∀ζ = (ζ1, ζ2) ∈ R2, H(θ, ζ) = P(θ)− Pmarket
0

où P(θ) = PBoC (x1
0 , x

2
0 ,K , σ1, σ2, r , cos θ,T ) et de définir la procédure

récursive

θn+1 = θn − γn+1H(θn, ζn+1) où (ζn)n≥1 ∼ N (0, I2)

On a

pour tout ζ ∈ R2, θ 7−→ H(θ, ζ) est continue et 2π-périodique,

la fonction moyenne h est continue et 2π-périodique.
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Fonction de Lyapunov
On définit la fonction de Lyapunov associée à ce problème par

L(θ) =

∫ θ

0
gh(u)du + C

où C > 0 telle que L soit positive et

g(θ) :=

{
1{h>0}(θ) + β+1{h<0}(θ) si θ ≥ θ0
1{h>0}(θ) + β−1{h<0}(θ) si θ < θ0

avec θ0 solution de h(θ) = 0 et β± tel que

0 < β+ <

∫ 2π
0 h+(θ)dθ∫ 2π
0 h−(θ)dθ

< β−

Alors

sa dérivée est donnée par L
′

= gh donc L
′
h = gh2 ≥ 0,

{L′h = 0} = {h = 0},
L
′

est Lipschitz continue.
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Exemple numérique

La suite de nombre quasi-aléatoire gaussien utilisée dans cet exemple est la
suivante

(ζ1n , ζ
2
n) =

(√
−2 log (ξ1n) sin

(
2πξ2n

)
,
√
−2 log (ξ1n) cos

(
2πξ2n

))
,

où ξn = (ξ1n, ξ
2
n), n ≥ 1, est une suite de Halton bidimensionnelle.

Les valeurs des paramètres du modèle sont

x1
0 = x2

0 = 100, r = 0.10, σ1 = σ2 = 0.30, ρ = −0.50

et les paramètres du payoff T = 1, K = 100.
Les paramètres de l’algorithme stochastique sont θ0 = 0, n = 104. Enfin
on pose

γn =
8

n
.
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Résultats graphiques
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Figure: B-S Best-of-Call option.
T = 1, r = 0.10, σ1 = σ2 = 0.30, x1

0 = x2
0 = 100, K = 100, n = 104.

Gauche : convergence de θn vers un θ∗.
Droite : convergence de ρn := cos θn vers -0.5.
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