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Diffusions

On se donne une équation différentielle stochastique en
dimension n {

dxt = bt(xt)dt + σt(xt)dwt

x0 = u

les coefficients ne dépendent pas de tout le passé mais
seulement de la variable xt au temps t.

Une telle dynamique vérifie la propriété de Markov.
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Problématique

Imaginons que j’ai observé, à des temps Ti déterministes,
le vecteur xTi

, où x est une diffusion.

Comment récupérer la loi de la diffusion x conditionnée
par ces observations ?
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Un exemple ”classique” : le pont brownien

On se donne un mouvement brownien unidimensionnel w sur
un segment [0,T ]. La loi du mouvement brownien conditionné
par wT = v cöıncide avec la loi de la solution de l’équation
suivante {

dyt = v−yt

T−t
dt + dBt

y0 = 0

où B est un mouvement brownien unidimensionnel.
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Equation vérifiée par le processus conditionné

On revient au cas général{
dxt = bt(xt)dt + σt(xt)dwt

x0 = u

La loi de du processus x conditionné par xT = v cöıncide avec
la loi du processus y solution de{

dyt = Bt(yt)dt + σt(xt)dwt

y0 = u

où
Bt(z) = bt(z) + σt(z)σ∗t (z)∇x(log pt,T (z , v))

et ps,t(u, z) est la densité de x s,u
t solution de l’équation de

diffusion donnée au début avec pour condition initiale x s,u
s = u.

JLM Conditionnement de diffusions par des observations partielles



Introduction
Résultats existants

Conditionnement par des observations partielles
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Résultat par absolue continuité

On se donne y solution de l’équation{
dyt = (bt(yt) + v−yt

T−t
)dt + σt(yt)dwt

y0 = u

Théorème (Delyon & Hu , 2006 )

L(x |xT = v)� L(y)

et la densité est connue.

JLM Conditionnement de diffusions par des observations partielles



Introduction
Résultats existants

Conditionnement par des observations partielles

Résultat par absolue continuité
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Théorème (Delyon & Hu , 2006 )

L(x |xT = v)� L(y)

et la densité est connue.
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Le cadre

Peut-on obtenir le même type de résultat pour des
observations scalaires ?

Principal problème : considérer tous les conditionnements
simultanément

les conditions sont de la forme a∗i xTi
= vi , où les ai sont

des vecteurs unitaires, et les vi des réels
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Le candidat

-

0 T1 T2

dyt = bt(yt)dt + σt(yt)dwt

+ (
v1 − a∗1yt

T1 − t
+

v1 − a∗1yt

T1 − t
)dt
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Le candidat

-

0 T1 T2T1 − ε0 T2 − ε0

dyt = bt(yt)dt + σt(yt)dwt

+ (
v1 − a∗1yt

T1 − t
βt

1(yt) +
v1 − a∗1yt

T1 − t
βt

2(yt))dt
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Le résultat

Théorème

L(x |a∗1xT1
= v1, a

∗
2xT2

= v2)� L(y)

et la densité est connue
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Simulation

Modèle d’Heston {
dSt = Stdt +

√
vtdw 1

t

dvt = (1− vt)dt +
√

vtdw 2
t

Trajectoire de S
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Fig.: Exemple avec 10 points d’observation, 500 lancers, le pas de
discrétisation est de 1/5000
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Simulation

Modèle d’Heston {
dSt = Stdt +

√
vtdw 1
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dvt = (1− vt)dt +
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Fig.: Exemple avec 10 points d’observation, 500 lancers, le pas de
discrétisation est de 1/5000
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Ouvertures ...

Observations partielles vectorielles

Observations du type f (xT ) = v

Autres classes de processus

Applications en filtrage ...
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