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Formule d’Itô pour les fonctions C 2,1

Soit X un processus de Lévy avec fonction caractéristique:

E(e iξXt ) = e−tψ(ξ) où,

ψ(ξ) := −iaξ + σ2 ξ
2

2
+

∫
R\0

(1− e iξy + iξy1{|y |<1})ν(dy)

ν est la mesure de Lévy:

∫
R\0

(1 ∧ y2)ν(dy) <∞
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E(e iξXt ) = e−tψ(ξ) où,
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Si F ∈ C 2,1,

F (Xt , t) = F (0, 0) +

∫ t

0

∂F

∂t
(Xs−, s)ds

+

∫ t

0

∂F

∂x
(Xs−, s)dXs +

σ2

2

∫ t

0

∂2F

∂x2
(Xs−, s)ds

+
∑
s≤t

{
F (Xs , s)− F (Xs−, s)− ∂F

∂x
(Xs−)∆Xs

}
Mc = σB
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1

2
Lat = (Xt − a)− − (a)+ +

∫ t

0
1{Xs−≤a}dXs

−
∑
s≤t

1{Xs−>a}(Xs − a)− −
∑
s≤t

1{Xs−≤a}(Xs − a)+

∫ ∞
−∞

Latg(a)da = σ2

∫ t

0
g(Xs)ds

t → Lat est croissante, dLa est à support dans {s : Xs = a}
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Formule d’Itô-Tanaka

Si F est la différence de deux fonctions convexes:

F (Xt) = F (0) +

∫ t

0
F ′(Xs−)dXs +

1

2

∫ ∞
−∞

Lxt F
′′(dx)

+
∑
s≤t

{
F (Xs)− F (Xs−)− F ′(Xs−)∆Xs

}

Walsh Intégration espace-temps local pour les processus de Lévy
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Formule de Bouleau-Yor (1981)
Soit X t.q

∑
s≤t |∆Xs | <∞ p.s ⇔

∫
R(1 ∧ |x |)ν(dx) <∞

Pour f élémentaire: f =
∑n

i=1 fi1(xi ,xi+1]∫
f (x)dxL

x
t :=

n∑
i=1

fi (L
xi+1
t − Lxit )

Cette application se prolonge de façon unique à l’ensemble de
fonctions boréliennes localement bornées.

Si F (x) =
∫ x

0 f (z)dz , f localement bornée,

F (Xt) = F (0) +

∫ t

0
F ′(Xs−)dXs −

1

2

∫
f (x)dxL

x
t

+
∑
s≤t

{
F (Xs)− F (Xs−)− F ′(Xs−)∆Xs

}
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Formule de Bouleau-Yor
Formule de Eisenbaum

Formule de Bouleau-Yor (1981)
Soit X t.q

∑
s≤t |∆Xs | <∞ p.s ⇔

∫
R(1 ∧ |x |)ν(dx) <∞

Pour f élémentaire: f =
∑n

i=1 fi1(xi ,xi+1]∫
f (x)dxL

x
t :=

n∑
i=1

fi (L
xi+1
t − Lxit )

Cette application se prolonge de façon unique à l’ensemble de
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Formule de Eisenbaum (2005)

f =
n∑

i=1

m∑
j=1

fi ,j1(xi ,xi+1]1(tj ,tj+1]

∫ t

0

∫
R
f (x , s)dLxs :=

n∑
i=1

m∑
j=1

fi ,j(L
xi+1
tj+1∧t − Lxitj+1∧t − L

xi+1
tj∧t + Lxitj∧t)

Eisenbaum et Kyprianou (2008):

Lxt = σ

∫ t

0
1{Xs−≤x}dBs + σ

∫ 1

1−t
1{X̂s−≤x}dB̂s , 0 ≤ t ≤ 1

Ŷt := Y(1−t)− si t < 1 et Ŷ1 = Y0
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Walsh Intégration espace-temps local pour les processus de Lévy
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Ŷt := Y(1−t)− si t < 1 et Ŷ1 = Y0
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∫ t

0

∫
R
f (x , s)dLxs = σ

∫ t

0
f (Xs−, s)dBs + σ

∫ 1

1−t
f (X̂s−, 1− s)dB̂s

‖f ‖∗ := 2E
(∫ 1

0
f 2(Xs , s)ds

)1/2

+ E
(∫ 1

0

∣∣∣∣f (Xs , s)
Bs

s

∣∣∣∣ ds

)

E
(∣∣∣∣∫ 1

0

∫
R
f (x , s)dLxs

∣∣∣∣) ≤ σ‖f ‖∗
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Processus de Lévy sans composante Brownienne

Formule d’Itô-Tanaka
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-Si f est localement bornée,

∫ t

0

∫
R
f (x , s)dLxs est à variation

quadratique zéro
-Si ∂f /∂x existe comme dérivée de Radon-Nikodym et si elle est
localement bornée:∫ t

0

∫
R
f (x , s)dLxs = −σ2

∫ t

0

∂f

∂x
(Xs , s)ds
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Soit X t.q
∑

s≤t |∆Xs | <∞ p.s

Si ∂F/∂x et ∂F/∂t existent comme dérivées de Radon-Nikodym
et elles sont localement bornées:

F (Xt , t) = F (0, 0) +

∫ t

0

∂F

∂t
(Xs−, s)ds

+

∫ t

0

∂F

∂x
(Xs−, s)dXs +

σ2

2

∫ t

0

∂2F

∂x2
(Xs−, s)ds

+
∑
s≤t

{
F (Xs , s)− F (Xs−, s)− ∂F

∂x
(Xs−)∆Xs

}
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et elles sont localement bornées:

F (Xt , t) = F (0, 0) +

∫ t

0

∂F

∂t
(Xs−, s)ds

+

∫ t

0

∂F

∂x
(Xs−, s)dXs −

1

2

∫ t

0

∫
R

∂F

∂x
(x , s)dLxs

+
∑
s≤t

{
F (Xs , s)− F (Xs−, s)− ∂F

∂x
(Xs−)∆Xs

}
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Décomposition de Lévy-Itô

Soit µ la mesure de sauts de X , i.e:

µ((0, t]× B) =
∑
s≤t

1{B\0}(∆Xs), t ∈ R+,B ⊂ R

µ̃ est la mesure compensée, i.e:

µ̃((0, t]× B) = µ((0, t]× B)− tν(B), t ∈ R+,B ⊂ R

Walsh Intégration espace-temps local pour les processus de Lévy
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Si H(x , t, ω) ∈ B(R)× P est (Ft)-adapté (P est la tribu
prévisible) et t.q:

E
∫ t∧Tn
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R\0
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R
H(x , t, ω)µ̃(dx , dt) := ĺım

ε↓0
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0

∫
{|x |>ε}

H(x , t, ω)µ(dx , dt)

−
∫ t

0

∫
{|x |>ε}

H(x , t, ω)ν(dx)dt

}

définit une martingale locale
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Formule de Bouleau-Yor
Formule de Eisenbaum

Si H(x , t, ω) ∈ B(R)× P est (Ft)-adapté (P est la tribu
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Temps local
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Formule de Bouleau-Yor
Formule de Eisenbaum

Eisenbaum-W.(2009):

Si ∂F/∂x et ∂F/∂t existent comme dérivées de Radon-Nikodym
et elles sont localement bornées:

Xt = at+σBt+

∫ t

0

∫
R
x1{|x |≤1}µ̃(dx , ds)+

∫ 1

0

∫
R
x1{|x |>1}µ(dx , ds)

AF (x , t) :=
∂F

∂t
(x , t) + a

∂F

∂x
(x , t) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(x , t)

+

∫
R
{F (x + y , t)− F (x , t)− y

∂F

∂x
(x , t)}1{|y |<1}ν(dy)
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1
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Eisenbaum-W. (2009)

Si ∂F/∂x et ∂F/∂t existent comme dérivées de Radon-Nikodym et elles sont localement
bornées:

F (Xt , t) = F (0, 0) + Mt + Vt

Mt = σ

∫ t

0

∂F

∂x
(Xs , s)dBs+

∫ t

0

∫
{|x |<1}
{F (Xs−+x , s)−F (Xs−, s)}µ̃(dx , ds)

Vt =
∑
s≤t
{F (Xs , s)− F (Xs−, s)}1{|∆Xs |≥1} +

∫ t

0
AF (Xs , s)ds

IG (x , t) :=

∫ x

0
G (z , t)dz

Walsh Intégration espace-temps local pour les processus de Lévy
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si σ = 0, La ≡ 0 pour tout a

Si

∫ ∞
−∞

Re

{
1

1 + ψ(ξ)

}
dξ <∞

Pour tout a, il existe une fonctionnelle additive lat , t ≥ 0, croissante
tq dla à support dans {s : Xs = a}∫ t

0
g(Xs)ds =

∫ ∞
−∞

g(x)lxt dx
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Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si σ = 0, La ≡ 0 pour tout a

Si

∫ ∞
−∞

Re

{
1

1 + ψ(ξ)

}
dξ <∞

Pour tout a, il existe une fonctionnelle additive lat , t ≥ 0, croissante
tq dla à support dans {s : Xs = a}∫ t

0
g(Xs)ds =

∫ ∞
−∞

g(x)lxt dx
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si X est symétrique (a = 0, ν(B) = ν(−B))

Salminen et Yor (2007)

lat = v(Xt−a)−v(a)−
∫ t

0

∫
R
{v(Xs−−a+y)−v(Xs−−a)}µ̃(dy , ds)

v(x) =
1

π

∫ ∞
0

1− cos(ξx)

ψ(ξ)
dξ
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

On dénote par µX̂ la mesure de sauts de X̂ :

µX̂ ((0, t]× B) =
∑
s≤t

1B\0(∆X̂s)

ρ le (F̂t)-compensateur de µX̂
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Soit φ(x , t) := 1
2π

∫∞
−∞ e−tψ(xξ)dξ

ρ(dt, dy) =
φ(1− t,X1−t + y)

φ(1− t,X1−t)
ν(dy)dt
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si H(x , t, ω) ∈ B(R)× P est (F̂t)-adapté et:

E
∫ t∧T̂n

0

∫
R\0

H2(x , t, ω)ρ(dx , dt) <∞ pour tout n ∈ N

T̂n := ı́nf{t > 0 : |X̂t | > n}

∫ t

0

∫
R
H(x , t, ω)(µX̂ − ρ)(dx , dt) :=

ĺım
ε↓0

{∫ t

0

∫
{|x |>ε}

H(x , t, ω)µX̂ (dx , dt)−
∫ t

0

∫
{|x |>ε}

H(x , t, ω)ρ(dx , dt)

}

définit une (F̂t)-martingale locale
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définit une (F̂t)-martingale locale
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

ψ∗(ξ) := 2

∫ 1

0
(1− cos(xξ))ν(dx)

w(x) =
1

π

∫ ∞
0

1− cos(xξ)

ψ∗(ξ)
dξ

2lxt = −Nx
t − (N̂x

1 − N̂x
(1−t)−)− (Ŵ x

1 − Ŵ x
(1−t)−)

Nx
t :=

∫ t

0

∫
{|y |≤1}

{w(Xs− − x + y)− w(Xs− − x)}µ̃(dy , ds)

N̂x
t :=

∫ t

0

∫
{|y |≤1}

{w(X1−s − x + y)− w(X1−s − x)}(µX̃ − ρ)(dy , ds)

Ŵ x
t :=

∫ t

0

∫
{|y |≤1}

{w(X1−s − x + y)− w(X1−s − x)}(ρ− ν)(dy , ds)
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1 − Ŵ x
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Ff (ξ, t) =

∫ ∞
−∞

e ixξf (x , t)dx

Hf (x , y , t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e ixξFf (ξ, s)
ξ

ψ∗(ξ)
[sin(yξ)+i(cos(yξ)−1)]dξ

f =
n∑

i=1

m∑
j=1

fi ,j1(xi ,xi+1]1(tj ,tj+1]

∫ t

0

∫
R
f (x , s)dlxs :=

n∑
i=1

m∑
j=1

fi ,j(l
xi+1
tj+1∧t − lxitj+1∧t − l

xi+1
tj∧t + lxitj∧t) =
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

1

2

∫ t

0

∫
R
Hf (Xs−, y , s)µ̃(dy , ds)

+
1

2

∫
[1−t,1]

∫
R
Hf (X1−s , y , 1− s)(µX̂ − ρ)(dy , ds)

+
1

2

∫ t

0

∫
R
Hf (Xs , y , s)

(
φ(Xs + y , s)− φ(Xs , s)

φ(Xs , s)

)
ν(dy)ds
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

E
(

sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∫ t

0

∫
R
f (x , s)dlxs

∣∣∣∣) ≤ k‖f ‖

Si f ∈ L2(R× [0, 1])

‖f ‖2 :=

∫ 1

0
β(t)

∫
R

(
1 +

ξ2

ψ∗(ξ)

)
|Ff (ξ, t)|2dξdt

β(t) :=

{∫ ∞
0

e−2tψ(ξ)ψ(ξ)dξ

}1/2
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Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

∫ 1
0 β(t)dt <∞∫ 1

0
β(t)dt <∞ si |ξ|αψ(ξ)−1 = O(1) |ξ| → ∞, 1 < α < 2

B := {f ∈ L2(R× [0, 1]) : ‖f ‖ <∞}

f ∈ Bloc si pour tout n ∈ N, ∃fn ∈ B:
f (x , t) = fn(x , t)∀(x , t) ∈ [−n, n]× [0, 1]
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Formule d’Itô pour les fonctions C2,1

Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Soit f localement bornée tq ∂f /∂x existe comme dérivée de
Radon-Nikodym et elle est aussi localement bornée:

f ∈ Bloc et: ∫ t

0

∫
R
f (x , s)dlxs = −

∫ t

0

∂f

∂x
(Xs , s)ds

AIF ∈ Bloc

Si f ∈ Bloc ,
∫ t

0

∫
R f (x , s)dlxs est a variation quadratique zéro.
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Radon-Nikodym et elle est aussi localement bornée:

f ∈ Bloc et: ∫ t

0

∫
R
f (x , s)dlxs = −

∫ t

0

∂f

∂x
(Xs , s)ds

AIF ∈ Bloc

Si f ∈ Bloc ,
∫ t

0

∫
R f (x , s)dlxs est a variation quadratique zéro.
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Temps local
Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si ∂F/∂x et ∂F/∂t existent comme dérivées de
Radon-Nikodym et elles sont localement bornées:

F (Xt , t) = F (0, 0) + Mt + Vt

Mt =

∫ t

0

∫
{|x |<1}
{F (Xs− + x , s)− F (Xs−, s)}µ̃(dx , ds)

Vt =
∑
s≤t
{F (Xs , s)− F (Xs−, s)}1{|∆Xs |≥1} +

∫ t

0
AF (Xs , s)ds
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Processus de Lévy sans composante Brownienne

Si ∂F/∂x et ∂F/∂t existent comme dérivées de
Radon-Nikodym et elles sont localement bornées:

F (Xt , t) = F (0, 0) + Mt + Vt

Mt =

∫ t

0

∫
{|x |<1}
{F (Xs− + x , s)− F (Xs−, s)}µ̃(dx , ds)

Vt =
∑
s≤t
{F (Xs , s)− F (Xs−, s)}1{|∆Xs |≥1}−

∫ t

0

∫
R
AIF (x , s)dlxs
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