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I Modules

Rappel : un anneau est un triplet (A,+, ·) où A est un ensemble non vide et

+ : A× A −→ A, · : A× A −→ A

sont des lois (internes) sur A satisfaisant aux axiomes qui suivent.

1. (A,+) est un groupe abélien. Le neutre est alors noté 0A ou 0, et le symétrique d’un élément a ∈ A
est noté −a.

2. (A, ·) est un monoïde, c’est-à-dire que la loi · est associative et possède un élément neutre, noté
1A ou 1.

3. On a, ∀a, b, c ∈ A : a · (b + c) = a · b + a · c, et (b + c) · a = b · a + c · a.

Dans ce chapitre on introduit la notion de module sur un anneau. L’étude des modules
permet
−→ de généraliser et raffiner des résultats d’algèbre linéaire (les modules sur les corps étant
les espaces vectoriels),
−→ d’obtenir des résultats structurels sur les anneaux (de la même manière, on obtient des
résultats sur les groupes en les faisant opérer sur des ensembles).

Dans la suite A est un anneau.

A Définitions

Définition A.1. Un A-module (à gauche) est un triplet (M,+, .) où (M,+) est un groupe abélien
et . : A×M −→ M est une loi externe

A×M −→ M
(a, x) 7−→ a.x

vérifiant les axiomes suivants (∀a, b ∈ A, ∀x, y ∈ M) :

1. a.(x + y) = a.x + a.y,

2. (a + b).x = a.x + b.x,

3. (ab).x = a.(b.x),

4. 1.x = x.

Exemples A.2. 1. A est un A-module, la loi externe étant la multiplication de A.

2. Pour n ∈ N∗, An est un A-module, dont le groupe abélien sous-jacent est le groupe
abélien produit An et la loi externe est donnée par

a.(x1, . . . , xn) = (ax1, . . . , axn)

3. Si A est un corps, un A-module est exactement un A-espace vectoriel.
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4. A = Z. Les Z-modules sont exactement les groupes abéliens.
En effet : Un Z-module est en particulier un groupe abélien. Réciproquement si M est groupe
abélien, on définit une loi externe

Z×M −→ M
(n, x) 7−→ n.x

de la manière suivante. Si n ≥ 0, on pose n.x = x + . . . + x︸ ︷︷ ︸
n fois

et si n ≤ 0, on pose n.x =

−((−n).x). On vérifie que cela munit bien M d’une structure de Z-module (exercice).

5. Si I est un ensemble et M est un A-module, notons MI l’ensemble des applications
I −→ M. Alors on vérifie que MI est un A-module, pour les lois suivantes ( f , g ∈ MI ,
a ∈ A).
— ( f + g)(x) := f (x) + g(x),
— (a. f )(x) := a. f (x).

La notion de module est donc une (vaste) généralisation des notions de groupe abé-
lien et d’espace vectoriel. Un certain nombre de constructions et résultats sur les espaces
vectoriels se généralisent sans problème aux modules, alors que d’autres résultats ne se gé-
néraliseront pas (comme par exemple l’existence d’une base).

Définition A.3. Soient M et N des A-modules. Une application A-linéaire de M vers N, ou
encore un morphisme de A-modules de M vers N, est une application f : M −→ N telle que
∀x, y ∈ M, ∀a ∈ A, on a

1. f (x + y) = f (x) + f (y),

2. f (a.x) = a. f (x).

L’ensemble des applications A-linéaires de M vers N est noté HomA(M, N), avec de plus quand
M = N, HomA(M, M) = EndA(M). Un isomorphisme de A-modules, ou encore un isomor-
phisme A-linéaire, est une application A-linéaire bijective.

On vérifiera que la composée de deux applications A-linéaires est encore une application
A-linéaire, et que la bijection inverse d’un isomorphisme A-linéaire est encore A-linéaire.

Exemples A.4. 1. Soit a ∈ A. L’application fa : A −→ A, b 7−→ ba, est une application
A-linéaire.

2. Soit n ∈ N∗ et i ∈ {1, . . . n}. La i-ème projection pi : An −→ A est une application
A-linéaire.

3. Si M et N sont des Z-modules, un morphisme de Z-modules M −→ N est exactement
un morphisme de groupes (vérifier).

5



Proposition A.5. Soient M et N des A-modules.

1. L’ensemble HomA(M, N) est naturellement un groupe abélien avec pour f , g ∈
HomA(M, N),

( f + g)(x) := f (x) + g(x), ∀x ∈ M

2. Si de plus A est commutatif, alors HomA(M, N) est un A-module avec pour a ∈ A,
f ∈ HomA(M, N),

(a. f )(x) := a. f (x), ∀x ∈ M

3. EndA(M) est un anneau, avec pour multiplication la composition des applications A-
linéaires.

Preuve. Exercice. �

Le résultat suivant est une reformulation très utile de la définition de A-module. On
pourra le comparer à la situation analogue de la formulation d’une opération d’un groupe
G sur un ensemble X en termes d’un morphisme de groupes G → SX.

Proposition A.6. Soit M = (M,+) un groupe abélien. Il est équivalent de se donner

1. une structure de A-module sur M,

2. un morphisme d’anneaux ϕ : A −→ EndZ(M).

Preuve. Supposons d’abord que M est un A-module, avec loi externe A×M −→ M (a, x) 7−→ a.x.
Soit alors l’application la : M −→ M, la(x) = a.x, qui est un morphisme de groupes. Ceci définit
donc une application

ϕ : A −→ EndZ(M)

a 7−→ la

On vérifie que ϕ est un morphisme d’anneaux.
Réciproquement, si ϕ : A −→ EndZ(M) est un morphisme d’anneaux, on définit une loi externe

sur M

A×M −→ M
(a, x) 7−→ a.x := ϕ(a)(x)

et on vérifie que (M,+, .) est bien un A-module. �

Le résultat suivant est très utile pour transporter une structure de module sur un anneau
donné vers un autre anneau.

Proposition A.7. Soient A et B des anneaux et soit f : A −→ B un morphisme d’anneaux
( f (1A) = 1B et ∀a, b ∈ A, f (ab) = f (a) f (b), f (a + b) = f (a) + f (b)). Soit M un B-module.
Alors f induit une structure de A-module sur M, définie par : ∀a ∈ A, ∀x ∈ M, a.x := f (a).x.

Preuve. Exercice. �

Exemple A.8. Si A ⊂ B est un sous-anneau, alors la multiplication de B induit par restriction
une structure de A-module sur B.
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B Sous-modules

Les concepts introduits dans ce paragraphe sont des adaptations directes du cas des es-
paces vectoriels.

Définition B.1. Soit M un A-module. On dit qu’un sous-ensemble N de M est un sous-A-module
de M (ou plus simplement un sous-module de M) si

1. 0 ∈ N,

2. ∀x, y ∈ N, x + y ∈ N,

3. ∀a ∈ A, ∀x ∈ N, a.x ∈ N.

Un sous-module est donc en particulier un sous-groupe.

Exemple B.2. 1. Soit M un A-module : {0} et M sont des sous-modules de M.

2. Les sous-modules du A-module A sont exactement les idéaux à gauche de A.

3. Soit M un A-module et x ∈ M. Alors Ax = {a.x, a ∈ A} est un sous-module de M (à
vérifier).

4. Soit M un Z-module. Les sous-modules de M sont exactement ses sous-groupes.

5. Si I est un ensemble et M est un A-module, notons M(I) l’ensemble des applications
I −→ M à support fini, c’est-à-dire les applications nulles en dehors d’un ensemble
fini. Alors M(I) est un sous-module de MI .

Un sous-A-module est un A-module, pour les lois induites.

Proposition B.3. Soient M et N des A-modules et f : M −→ N une application A-linéaire.

1. Si M′ ⊂ M est un sous-module, alors f (M′) est un sous-module de N. En particulier
Im( f ) = f (M) est un sous-module de N.

2. Si N′ ⊂ N est un sous-module, alors f−1(N′) est un sous-module de M. En particulier
Ker( f ) = f−1({0}) est un sous module de M.

Preuve. Exercice. �

Exemple B.4. Soit (a1, . . . , an) ∈ An. Alors

M = {(x1, . . . , xn) ∈ An | x1a1 + · · ·+ xnan = 0}

est un sous-module de An. En effet l’application

f : An −→ A
(x1, . . . , xn) 7−→ x1a1 + · · ·+ xnan

est A-linéaire (vérifier), et M = Ker( f ).
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Définition-Proposition B.5. Soient I un ensemble et (Mi)i∈I une famille de A-modules.
Alors les lois produit munissent ∏i∈I Mi d’une structure de A-module :

(xi) + (yi) = (xi + yi), a.(xi) = (a.xi)

Le A-module obtenu, noté encore ∏i∈I Mi, est appelé le A-module produit des (Mi)i∈I .

Preuve. Exercice. �

Exemple B.6. Si Mi = M pour tout i, le A-module ∏i Miest l’ensemble des suites d’éléments
de M indexées par I. Il s’identifie au A-module MI déjà défini des applications I −→ M.

Définition-Proposition B.7. Soit (Mi)i∈I une famille de A-modules. On note⊕
i∈I

Mi = {(xi) ∈∏
∈I

Mi | ∃J ⊂ I fini tq xi = 0 pour i 6∈ J}

Alors
⊕

i∈I Mi est un sous-module de ∏i∈I Mi, appelé somme directe des (Mi)i∈I .

Preuve. Exercice. �

Exemple B.8. Si Mi = M pour tout i, le A-module ⊕i∈I Mi est l’ensemble des suites d’élé-
ments de M indexées par I et à support fini. Il s’identifie au A-module M(I) des applications
à support fini I −→ M.

Définition B.9. Soient M un A-module et (Mi)i∈I une famille de sous-modules de M. On dira
(abusivement) que M est somme directe des (Mi)i∈I , et on notera M =

⊕
i∈I Mi, si l’application

A-linéaire ⊕
i∈I

Mi −→ M

(xi) 7−→∑
i∈I

xi

est un isomorphisme.

On a la reformulation immédiate suivante, qui est souvent la plus utile.

Proposition B.10. Soient M un A-module et (Mi)i∈I une famille de sous-modules de M.
Alors M =

⊕
i∈I Mi si et seulement si tout élément x ∈ M s’écrit x = ∑i∈I xi, pour un

unique (xi) ∈
⊕

i∈I Mi.

Un résultat important pour les espaces vectoriels est l’existence de supplémentaires pour
les sous-espaces vectoriels (conséquence du théorème de la base incomplète). Au niveau des
modules, on a la caractérisation suivante pour les sous-modules qui admettent un supplé-
mentaire.
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Proposition B.11. Soient M un A-module et M′ ⊂ M est un sous-module. Il existe un sous
A-module M′′ ⊂ M tel que M = M′ ⊕M′′ (un supplémentaire) si et seulement si il existe
une projection p ∈ EndA(M) (c’est-à-dire p ◦ p = p) telle que M′ = p(M). Dans ce cas on a
alors M′′ = Ker(p).

Preuve. Si M = M′ ⊕M′′, il existe pour tout x ∈ M, des éléments uniques x′ ∈ M′ et x′′ ∈ M′′ tels
que x = x′ + x′′. Soit p : M −→ M l’application définie par p(x) = x′. On voit facilement que p est
A-linéaire, que p est une projection et que Ker(p) = M′′.

Réciproquement s’il existe une projection p ∈ EndA(M) telle que M′ = p(M), on prend M′′ =
Ker(p), et on vérifie que l’application A-linéaire M′⊕M′′ −→ M, (x′, x′′) 7−→ x′+ x′′, est un isomor-
phisme (car ∀x ∈ M, on a x = p(x) + (x− p(x))).

L’exemple suivant montre alors que le résultat d’existence d’un supplémentaire pour un
sous-espace vectoriel n’est plus vrai en général pour les modules.

Exemple B.12. Soit n > 1. Il n’existe de pas de sous-module M du Z-module Z tel que
Z = nZ⊕M.

En effet : si un tel M existe, il existe une projection p ∈ EndZ(Z) telle que p(Z) = nZ. Mais on a
alors nZ = p(Z) = p ◦ p(Z) = p(nZ) = np(Z) = n2Z, ce qui implique n = 0 ou n = ±1. �

Le résultat suivant est lui aussi souvent utile.

Proposition B.13. Soient M un A-module et M1, . . . , Mn une famille A-modules. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

1. M ∼= M1 ⊕ · · · ⊕Mn.

2. Il existe, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, des applications A-linéaires ui : Mi −→ M et pi :
M −→ Mi telles que

pi ◦ uj = δijidMi , idM =
n

∑
i=1

ui ◦ pi

Preuve. Notons pour tout i, pi : M1⊕ · · · ⊕Mn −→ Mi la i-ème projection, et ui : Mi −→ M1⊕ · · · ⊕
Mn la i-ème injection. Ces applications A-linéaires vérifient

pi ◦ uj = δijidMi , idM1⊕...⊕Mn =
n

∑
i=1

ui ◦ pi

(1) ⇒ (2). Soit f : M −→ M1 ⊕ · · · ⊕ Mn un isomorphisme A-linéaire. Alors les applications
A-linéaires vi = f−1 ◦ ui et qi = pi ◦ f vérifient les conditions demandées et on a le résultat.

(2)⇒ (1) Supposons qu’il existe des applications A-linéaires vi : Mi −→ M et qi : M −→ Mi telles
que qi ◦ vj = δijidMi , idM = ∑n

i=1 vi ◦ qi. On vérifie alors que l’application A-linéaire

n⊕
i=1

Mi −→ M

(xi) 7−→
n

∑
i=1

vi(xi)

est un isomorphisme. �
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Définition-Proposition B.14. Soient M un A-module et (Mi)i∈I un famille de sous-modules
de M. Alors

∑
i∈I

Mi = {∑
i∈I

xi, (xi) ∈
⊕
i∈I

Mi}

est un sous-module de M, appelé la somme des sous-modules (Mi)i∈I .

Preuve. Exercice. �

Exemple B.15. Soient M un A-module et N et P des sous-modules de M. On a M = N ⊕ P
⇐⇒ [M = N + P et N ∩ P = {0}].

Définition-Proposition B.16. Soient M un A-module et (Mi)i∈I un famille de sous-modules
de M. Alors

⋂
i∈I Mi est un sous-module de M.

Si S ⊂ M, notons A.S (ou AS) l’intersection de tous les sous-modules de M contenant S : c’est
le plus petit sous-module de M contenant S, et on dit que AS est le sous-module engendré
par S. On a

A.S = ∑
x∈S

Ax

L’ensemble A.S est l’ensemble des combinaisons linéaires (à coefficients dans A) des élé-
ments de S. Si M = A.S, on dit S est une partie génératrice de M, ou encore engendre M.
Un A-module de type fini est un A-module engendré par une partie finie.

Preuve. Exercice. �

Remarque. La définition s’applique aussi dans le cas où la partie S est vide, avec alors A.S =
{0}.

Exemple B.17. Le A-module An est de type fini, engendré par la partie {e1, . . . , en}, où ei =
(0, . . . , 0 , 1,︸︷︷︸

i−eme place

, 0, . . . , 0).

Exemple B.18. Soient M un A-module et (Mi)i∈I un famille de sous-modules de M. Alors
le sous-module de M engendré par ∪i∈I Mi est ∑i∈I Mi (vérifier).

C Modules quotients

Rappel. Soient M = (M,+) un groupe abélien et N ⊂ M un sous-groupe. Considérons la
relationRN définie sur M par

xRNy ⇐⇒ x− y ∈ N

La relation RN est une relation d’équivalence, on note M/N l’ensemble des classes d’équi-
valences et p : M −→ M/N la surjection canonique (on note aussi p(x) = x, etc). Alors il

10



existe une unique structure de groupe (abélien) sur M/N telle que la surjection canonique
soit un morphisme de groupes (de telle sorte que x + y = x + y, le neutre est 0 = p(0)).

Proposition C.1. Soient M = (M,+) un A-module et N ⊂ M un sous-module. Il existe sur
M/N une unique structure de A-module telle que la surjection canonique p : M −→ M/N
soit A-linéaire.

Preuve. Il reste à construire la loi externe A × M/N −→ M/N. Soit x, y ∈ M tels que x − y ∈ N.
Alors a.(x− y) ∈ N car N est un sous-module. Ainsi a.x− a.y = a.x + a.(−y) = a.(x− y) ∈ N. Ce
calcul montre que l’on peut définir une application

A×M/N −→ M/N
(a, p(x)) 7−→ a.p(x) = p(a.x)

On vérifie que muni de cette loi, le groupe abélien M/N est bien un A-module. La surjection cano-
nique est A-linéaire par construction de la structure de A-module, et il est clair que cette propriété
assure l’unicité de cette structure. �

Théorème C.2 (de factorisation et d’isomorphisme pour les A-modules). Soient M et N des
A-modules et f : M −→ N une application A-linéaire.

1. Soit M′ ⊂ M un sous-module. Si f (M′) = 0, alors il existe une unique application
A-linéaire f : M/M′ −→ N telle que f ◦ p = f (p : M −→ M/M′ est la surjection
canonique).

M
f

//

p ##

N

M/M′
f̄

;;

2. f induit un isomorphisme de A-modules M/Ker( f ) ∼= Im( f )

Preuve. 1. Soient x, y ∈ M tels que x − y ∈ M′. Alors f (x − y) = 0, d’où f (x) = f (y). Ce calcul
montre que l’on peut définir une application f : M/M′ −→ N, f (p(x)) = f (x). On vérifie que f est
A-linéaire, et par construction f ◦ p = f . L’unicité provient de la surjectivité de p.

2. On applique la constuction précedente à M′ = Ker( f ) pour obtenir une application A-linéaire
f : M/Ker( f ) −→ Im( f ). Le théorème d’isomorphisme pour les groupes assure que f est un isomor-
phisme de groupes, et est donc un isomorphisme A-linéaire. �

Exemple C.3. Soit (a1, . . . , an) ∈ An et soit M = {(x1, . . . , xn) ∈ An | x1a1 + · · ·+ xnan =
0} : c’est un sous-module de An. Alors les A-modules An/M et Aa1 + · · · + Aan sont iso-
morphes.

En effet : L’application

f : An −→ A
(x1, . . . , xn) 7−→ x1a1 + · · ·+ xnan

est A-linéaire, avec Ker( f ) = M et Im( f ) = Aa1 + · · ·+ Aan : le théorème d’isomorphisme donne le
résultat.
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D Modules libres

On étudie maintenant une classe importante de modules : les modules libres, qui sont
les modules admettant une base. On verra que si l’anneau de base n’est pas corps, il n’existe
pas nécessairement une base.

Dans la suite A est un anneau non nul.

Définition D.1. Soit M un A-module et (xi)i∈I ∈ MI une famille d‘éléments de M.

1. On dit que la partie {xi}i∈I engendre M, ou est une partie génératrice de M, lorsque M est
engendré par la partie {xi}i∈I , c’est-à-dire lorsque M = ∑i∈I Axi.

2. On dit que la partie {xi}i∈I est libre, ou encore linéairement indépendante, lorsque

∀(ai)i∈I ∈ A(I), ∑
i∈I

aixi = 0 =⇒ ai = 0, ∀i ∈ I

3. On dit que la partie {xi}i∈I est une base de M si elle est libre et génératrice.

Ainsi, la partie {xi}i∈I est une base de M si tout élément de M s’écrit de manière unique
sous la forme ∑i∈I aixi pour (ai) ∈ A(I).

Remarque : on peut formuler les définitions précédentes pour la famille (xi)i∈I de M, on
parle alors de famille libre, famille génératrice.

Définition D.2. On dit qu’un A-module est libre s’il possède une base.

Par convention on dira que le module nul est libre (avec ∅ pour base).

Exemple D.3. 1. Pour n ∈ N∗, le A-module An est libre, et la partie {e1, . . . , en}, où
ei = (0, . . . , 0 , 1,︸︷︷︸

place i

0, . . . , 0), est une base de An (la base canonique). On fait de plus

la convention A0 = {0}, c’est bien un module libre.

2. Soit I un ensemble. Le A-module A(I) des fonctions à support fini I −→ A est libre.
Pour i ∈ I, notons ei la fonction caractéristique du singleton {i}. Alors {ei}i∈I est une
base de A(I).
Preuve. Si f ∈ A(I), Soit J ⊂ I le support de f : J = {i ∈ I | f (i) 6= 0}. On vérifie alors que
f = ∑i∈J f (i)ei, ce qui montre que la partie {ei}i∈I engendre A(I). Soit (ai)i∈I ∈ A(I) tel que
∑i∈I aiei = 0. Alors pour tout i0 ∈ I, on a 0 = ∑i∈I aiei(i0) = ai0 . Ceci montre que la partie
{ei}i∈I est libre. �

Le théorème qui suit est une propriété cruciale des modules libres.

Théorème D.4. Soit M un A-module libre de base {ei}i∈I . Soit N un A-module et xi, i ∈ I,
des éléments de N. Alors il existe une unique application A-linéaire f : M −→ N telle que
∀i ∈ I, on a f (ei) = xi.
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Preuve. Pour montrer l’unicité, supposons qu’il existe une telle application f . Soit x ∈ M : on a
x = ∑i∈I ai.ei pour (ai) ∈ A(I). Alors par linéarité de f on a f (x) = ∑i∈I ai. f (ei) = ∑i∈I ai.xi, et cela
montre l’unicité.

On construit alors f de la manière suivante. Soit x ∈ M : x s’écrit de manière unique sous la
forme x = ∑i∈I ai.ei pour (ai) ∈ A(I). On pose alors f (x) = ∑i∈I ai.xi. Ceci définit une application
f : M −→ N telle que ∀ ∈ I, f (ei) = xi, et on vérifie sans problème que f est linéaire. �

Corollaire D.5. Si M est un A-module libre, il existe un ensemble I tel que les A-modules
A(I) et M soient isomorphes.

Preuve. Soit {xi}i∈I une base de M. On considère le A-module libre A(I), de base {ei}i∈I . Il existe, par
le théorème précédent, des applications A-linéaires f : A(I) −→ M et g : M −→ A(I) telles que ∀i ∈ I,
f (ei) = xi et g(xi) = ei. Alors ∀i ∈ I, g ◦ f (ei) = ei et puisque {ei}i∈I est une base de A(I), la linéarité
de g ◦ f assure que g ◦ f = idA(I) . De même on voit que f ◦ g = idM, et on a bien l’isomorphisme
annoncé. �

Corollaire D.6. Tout A-module est quotient d’un module libre.

Preuve. Soit {xi}i∈I une partie génératrice de M et soit f : A(I) −→ M l’unique application A-linéaire
telle que ∀i ∈ I, f (ei) = xi. On a donc xi ∈ Im( f ), ∀i ∈ I, et ∑i∈I Axi = M ⊂ Im( f ), et ainsi f est
surjective. Le théorème d’isomorphisme permet de conclure. �

Corollaire D.7. Soient M et N des A-modules et f : M −→ N une application A-linéaire
surjective. Si N est libre, il existe une application A-linéaire s : N −→ M telle que f ◦ s = idN.

Preuve. Soit {ei}i∈I une base de N. Comme f est surjective, il existe, pour tout i ∈ I, xi ∈ M tel
que f (xi) = ei. Soit s : N −→ M l’unique application A-linéaire telle ∀i ∈ I, s(ei) = xi. On a alors
f ◦ s(ei) = ei, ∀i ∈ I, et donc f ◦ s = idN par linéarité (et le fait que {ei}i∈I est une base de N). �

Corollaire D.8. Si A est un anneau intègre qui n’est pas un corps (par exemple A = Z),
alors il existe des A-modules non libres.

Preuve. L’anneau A est intègre et n’est pas un corps, il existe donc un élément a ∈ A non nul tel que
I = Aa $ A et A/I est non nul. Supposons que le A-module A/I est libre. Soit p : A −→ A/I la
surjection canonique. Il existe, d’après le corollaire précédent, une application A-linéaire s : A/I −→
A telle que p ◦ s = idA/I . Comme a ∈ I, on a, en utilisant la linéarité de s, 0 = s(p(a)) = s(a.p(1)) =
as(p(1)). L’anneau A est intègre et a 6= 0, donc s(p(1)) = 0. Mais alors p(1) = p ◦ s(p(1)) = 0, ce qui
implique 1 ∈ I et I = A : on aboutit à une contradiction. �

On vient donc de voir qu’en toute généralité, il existe des modules non libres si A n’est
pas un corps.

Théorème D.9 (de la base incomplète). Supposons que A est un corps. Soient M un A-
module, S une partie libre de M et X une partie génératrice de M. Alors il existe une base B
de M telle que S ⊂ B ⊂ X.

Preuve. Soit I l’ensemble des parties libres E de M telles que S ⊂ E ⊂ X : I est non vide car S ∈ I.
On munit I de l’ordre induit par l’inclusion des parties de M. On voit facilement que I est ordonné
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inductif (toute partie non vide totalement ordonnée admet un majorant). On peut donc utiliser le
lemme de Zorn : I possède un élément maximal, que l’on note B. Montrons que B est une base de
M : on sait déjà que c’est une partie libre, il reste à voir que c’est une partie génératrice de M. Tout
élément de M est combinaison linéaire d’éléments de X, il suffit donc de voir que tout élément de X
est combinaison linéaire d’éléments de B. Soit x ∈ X \ B. Alors la partie B ∪ {x} n’est pas libre par
maximalité de B. Il existe donc e1, . . . , en ∈ B, a1, . . . , an ∈ A et b ∈ B tels que a1.e1 + · · ·+ an.en +
b.x = 0, avec b 6= 0 (car B est libre). Alors b.x = −∑n

i=1 ai.ei = ∑n
i=1(−ai).ei. Comme A est un corps,

b 6= 0 est inversible et on a

x = 1.x = (b−1b).x = b−1.(b.x) = b−1.(
n

∑
i=1

(−ai).ei) =
n

∑
i=1

(−b−1ai).ei

ce qui montre que x est combinaison linéaire d’éléments de B. �

Corollaire D.10. Si A est un corps, tout A-espace vectoriel (A-module) possède une base.

Preuve. Soit M un A-espace vectoriel. Si M est nul il n’y a rien à montrer, sinon on prend x ∈ M, x 6=
0. La partie {x} est libre car A est un corps, et on peut appliquer le théorème de la base incomplète
(en prenant par exemple X = M comme partie génératrice). �

On se propose maintenant de démontrer le résultat suivant.

Théorème D.11. Soient A un anneau commutatif non nul et M un A-module libre. Toutes
les bases de M ont le même cardinal.

On verra plus loin que le théorème n’est pas vrai si A n’est pas supposé commutatif. On
va commencer par établir le résultat dans le cas où le module libre admet une base ayant un
nombre fini d’éléments. On aura besoin de la notion suivante.

Définition D.12. Soient M1, . . . , Mn, V des A-modules. Une application f : M1 × · · · ×Mn −→
V est dite n-linéaire si pour chaque i et des éléments fixés xj ∈ Mj, j 6= i, l’application

Mi −→ V, x 7−→ f (x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . xn)

est A-linéaire. Quand Mi = M, ∀i et V = A, on dit que f : Mn −→ A est une forme n-linéaire
sur M.

On dit qu’une forme n-linéaire f : Mn −→ A est alternée si pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Mn, alors
xi = xj avec i 6= j entraine f (x1, . . . , xn) = 0.

Proposition D.13. Soit A un anneau commutatif (non nul) et soit M un A-module.

1. Si f : Mn −→ A est une forme n-linéaire alternée, on a pour tout σ ∈ Sn et tout
(x1, . . . , xn) ∈ Mn,

f (xσ(1), . . . , xσ(n)) = ε(σ) f (x1, . . . , xn)

2. Si M admet une partie génératrice ayant p < n éléments, alors toute forme n-linéaire
alternée sur M est nulle.

3. Si M est un A-module libre ayant une base {e1, . . . , en} à n éléments, il existe une
unique forme n-linéaire alternée ∆ : Mn −→ A telle que ∆(e1, . . . , en) = 1
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Preuve. 1. Supposons dans un premier temps que σ est une transposition : σ = (i, j) avec i < j. Alors

f (x1, . . . , xi + xj, . . . , xj + xi, . . . , xn) = 0

⇒ f (x1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn) + f (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn)+

f (x1, . . . , xj, . . . , xj, . . . , xn) + f (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn) = 0

⇒ f (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn) = − f (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = ε(σ) f (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn)

Pour traiter le cas général, on remarque que l’on a une application

Mn × Sn −→ Mn

((x1, . . . , xn), σ) 7−→ (x1, . . . , xn).σ = (xσ(1), . . . , xσ(n))

qui vérifie (x1, . . . , xn).(στ) = ((x1, . . . , xn).σ).τ, ∀σ, τ ∈ Sn et (x1, . . . , xn).1 = (x1, . . . , xn). Le groupe
Sn est engendré par les transpositions et la signature est un morphisme de groupes, le résultat se
montre donc sans difficulté par récurrence sur le nombre de transpositions dont la permutation σ est
un produit, à partir de la première étape.

2. Supposons que {e1, . . . , ep} est une partie génératrice de M. Pour (x1, . . . , xn) ∈ Mn, on écrit
pour chaque i, xi = ∑

p
j=1 ajiej. On a donc,

f (x1, . . . , xn) = ∑
j1,...,jn

aj11 · · · ajnn f (ej1 , . . . , ejn) = 0 car f est n-linéaire et alternée et p < n.

3. Supposons que {e1, . . . , en} est une partie génératrice de M. Pour (x1, . . . , xn) ∈ Mn, on a, en
reprenant les notations précédentes

f (x1, . . . , xn) = ∑
j1,...,jn

aj11 · · · ajnn f (ej1 , . . . , ejn)

= ∑
σ∈Sn

aσ(1)1 · · · aσ(n)n f (eσ(1), . . . , eσ(n)) =

(
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

)
f (e1, . . . , en)

Il existe donc au plus une forme n-lineaire alternée f : Mn −→ A telle que f (e1, . . . , en) = 1. Si
maintenant {e1, . . . , en} est une base de M, on définit une application

∆ : Mn −→ A en posant ∆(x1, . . . , xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

où comme précedemment, on a, pour chaque i, xi = ∑
p
j=1 ajiej. Il est clair que ∆(e1, . . . , en) = 1 et on

vérifie sans difficulté que ∆ est n-linéaire. Soit (x1, . . . , xn) ∈ Mn avec xi = xj pour i < j. On a

∆(x1, . . . , xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n = ∑
σ∈An

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n + ∑
σ∈An(i,j)

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

= ∑
σ∈An

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n + ∑
σ∈An

ε(σ(i, j))aσ(1)1 · · · aσ(j)i · · · aσ(i)j · · · aσ(n)n

= ∑
σ∈An

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n + ∑
σ∈An

−ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(i)i · · · aσ(n)n

= 0

Ceci montre que ∆ est alternée. �

Preuve du théorème D.11. Etape 1. Supposons que M admet une base finie, et soit (ei)i∈I une telle
base. Soit ( f j)j∈J une autre base de M. Montrons que J est fini.

Pour tout i ∈ I, il existe un élément (aij)j∈J ∈ A(J) tel que

ei = ∑
j∈J

aij f j
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Notons Si ⊂ J le support (fini) de (aij)j∈J : Si = {j ∈ J | aij 6= 0}. Soit J′ = ∪i∈ISi ⊂ J. Soit M′ le
sous-module de M engendré par les f j, j ∈ J′. Comme ∀i ∈ I, on a ei ∈ M′, on a donc M′ = M et
J = J′ (par l’indépendance linéaire des f j) et donc J est fini.

Si n = Card(I) et p = Card(J) avec , il existe par la proposition précédente une forme n-linéaire
alternée non nulle et on a nécessairement p ≥ n, et l’argument symétrique montre que p = n.

Etape 2. Soient (ei)i∈I et ( f j)j∈J deux bases de M. On peut supposer que I et J sont infinis. Mon-
trons d’abord que Card(I) ≤ Card(J ×N). Pour tout j ∈ J, soit (aij)i∈I ∈ A(I) tels que f j = ∑i∈I aijei,
et notons Sj ⊂ I le support (fini) de (aij)i∈I : Sj = {i ∈ I | aij 6= 0}. Soit I′ = ∪j∈JSj. Tous les f j
appartiennent à M′, le sous module de M engendré par les ei, i ∈ I′, donc M′ = M. On a donc I′ = I
(car pour i ∈ I, ei est combinaison linéaire d’éléments ei′ , i′ ∈ I, et par l’indépendance linéaire on a
i ∈ I′) et ainsi

Card(I) = Card(I′) = Card(∪j∈JSj) ≤ Card(J ×N)

L’inégalité de droite s’obtient en utilisant le lemme suivant.

Lemme D.14. Soit E un ensemble et (Ej)j∈J des parties de E. Alors Card(∪j∈JEj) ≤ Card(J × E). En
particulier si les Ej sont finis, on a Card(∪j∈JEj) ≤ Card(J ×N).

Preuve du lemme. Pour chaque x ∈ ∪j∈J Ej, on choisit un élément τ(x) ∈ J tel que x ∈ Eτ(x). On construit ainsi
une injection (∪j∈J Ej) ↪→ (J × E) en associant à x ∈ ∪j∈J Ej le couple (τ(x), x). Si les Ej sont finis, on fixe pour
tout j une injection νj : Ej ↪→ N, et on obtient une application injective ∪j∈J Ej ↪→ J ×N, x 7→ (τ(x), ντ(x)(x)).
�

Comme J est infini, on a Card(J ×N) = Card(J) (propriété vraie pour tout ensemble infini,
admise si elle n’est pas déjà connue), et donc Card(I) ≤ Card(J). En échangeant les rôles de I et J,
on obtient Card(J) ≤ Card(I) et le théorème de Cantor-Bernstein permet de conclure que Card(I) =
Card(J). �

Définition D.15. Soit A un anneau commutatif non nul. Le cardinal d’une base d’un A-module
libre est appelé le rang (ou dimension si A est un corps) du module.

Exemple D.16. 1. Le A-module libre An est libre de rang n.

2. Si M et N sont des A-modules libres de rang respectifs m et n, alors M⊕ N est libre de
rang m + n.

Remarque D.17. Si A est un corps non commutatif, il est également vrai que toutes les bases
d’un A-module (A-espace vectoriel) ont même cardinal. Par contre le résultat n’est plus vrai
si A n’est pas un corps, comme le montre l’exemple décrit dans l’appendice A.

Remarques D.18. Mentionnons également la non-généralisation d’autres résultats classiques
sur les espaces vectoriels aux modules arbitraires, même dans le cas commutatif :

1. Un sous-module d’un module libre n’est pas nécessairement libre.

2. Un sous-module d’un module de type fini n’est pas nécessairement de type fini.

En effet : 1. Considérons A = Z/n2Z, n ≥ 2. Pour k ∈ Z, notons k sa classe dans A. Soit M = {kn, k ∈
Z} = {0, n, . . . , (n− 1)n}. C’est un idéal de A, c’est-à-dire un sous-module de A. Montrons qu’aucun
élément de M n’est libre, ce qui montrera que M ne possède pas de base et donc n’est pas libre. Soit
x ∈ M : x = kn. Alors on a n.x = nx = n2k = 0, avec n 6= 0, ce qui montre que x n’est pas libre.
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2. Soit K un corps et A = KN. Alors M = A est un A-module de type fini, mais K(N) n’est pas un
sous-module de type fini de A. Sinon, il existerait f1, . . . , fm ∈ K(N) tels que K(N) = A f1 + · · ·+ A fm.
Soit J = {k ∈ N, ∃i ∈ {1, . . . , m} tq fi(k) 6= 0}. Alors J est fini car f1, . . . fm ∈ A(I), et pour tout
élément f ∈ A f1 + · · · + A fm, on a f (k) = 0 pour k 6∈ J. Puisque J est fini, il existe donc f qui
n’appartient pas à A f1 + · · ·+ A fm, ce qui donne une contradiction. �

E Changement d’anneau de base par réduction

On termine le chapitre en introduisant une construction transformant un module sur un
anneau en un module sur un anneau quotient, et permettant souvent d’obtenir des résultats
sur le module d’origine.

Proposition E.1. Soient A un anneau commutatif, I ⊂ A un idéal et M un A-module. On
note

IM = { ∑
finies

ai · xi, ai ∈ I, xi ∈ M}

1. IM est un sous-A-module de M.

2. On note p : A −→ A/I et πM : M −→ M/IM les surjections canoniques respectives.
Alors M/IM possède une structure de A/I-module telle que ∀a ∈ A, ∀x ∈ M, p(a) ·
πM(x) = πM(a · x)

3. Soient M et N des A-modules. Une application A-linéaire f : M −→ N induit une
application A/I-linéaire f : M/IM −→ N/IN telle que πN ◦ f = f ◦ πM, qui est
surjective si f l’est, et est un isomorphisme si f l’est.

Preuve. La première assertion est une vérification immédiate. Soient a, a′ ∈ A, x, x′ ∈ M tels que
a− a′ ∈ I, x− x′ ∈ IM. On a

a · x− a′ · x′ = a · x− a · x′ + a · x′ − a′ · x′ = a · (x− x′) + (a− a′) · x ∈ IM

ce qui montre bien que la structure de A/I-module annoncée est bien définie. Pour la troisème asser-
tion, il est clair que f (IM) ⊂ IN, et on applique simplement le théorème de factorisation pour obtenir
l’application A-linéaire f , qui est aussi A/I-linéaire. On montre facilement les dernière assertions sur
f . �

Exemple E.2. Reprenons les notations de la proposition. On peut vérifier que si {ej}j∈J est
une base de M comme A-module, alors {πM(ej)}j∈J est une base de M/IM comme A/I-
module (exercice). Ainsi, si on connait le résultat d’invariance du cardinal d’une base ( théo-
rème D.11, que nous avons montré directement) pour les corps, on peut en déduire une
preuve du théorème D.11 en général, via la construction M M/IM (en prenant I un idéal
maximal de A).
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II Algèbres

Dans ce chapitre A est un anneau commutatif.

A Définitions

Si R est un anneau, on note Z(R) = {x ∈ R | yx = xy, ∀y ∈ R} son centre. C’est un
sous-anneau de R.

Définition A.1. Une A-algèbre est un anneau R muni d’un morphisme d’anneaux ϕ : A→ Z(R).

Le morphisme ϕ : A → Z(R) est souvent supposé injectif, et dans ce cas on peut identi-
fier A à un sous-anneau de Z(R).

Exemples A.2. 1. Si A est un sous-anneau du centre d’un anneau R, alors R est naturel-
lement une A-algèbre. Par exemple, si k ⊂ L est une extension de corps (commutatifs),
alors L est une k-algèbre.

2. Les Z-algèbres sont exactement les anneaux.

3. Mn(A), l’anneau des matrices n × n à coefficients dans A, est une A-algèbre via le
morphisme d’anneaux a 7→ aIn (In est la matrice identité n × n et aIn est la matrice
diagonale ayant a sur tous ses coefficients diagonaux). Cet exemple sera étudié dans le
chapitre suivant.

Il y a une autre formulation de la notion d’algèbre, très utile, qui utilise la définition
suivante (déjà introduite dans le premier chapitre).

Définition A.3. Soient M, N, P des A-modules et f : M× N → P une application. On dit que f
est une application A-bilinéaire si c’est une application 2-linéaire, c’est-à-dire si f est A-linéaire en
chaque variable :

1. f(a.x+y,z) = a.f(x,z) +f(y,z), ∀a ∈ A, ∀x, y ∈ M, ∀z ∈ N ;

2. f(x, a.y+z) = a.f(x,y) + f(x,z), ∀a ∈ A, ∀x ∈ M, ∀y, z ∈ N.
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Proposition A.4. Soit R une A-algèbre, avec ϕ : A→ Z(R) le morphisme d’anneaux corres-
pondant. L’application

A× R −→ R
(a, x) 7−→ ϕ(a)x

munit R d’une structure de A-module telle que la multiplication de R soit une application
A-bilinéaire.
Réciproquement, supposons que R est un A-module muni d’une application A-bilinéaire

R× R −→ R
(x, y) 7−→ x ∗ y

telle que ∀x, y, z ∈ R, on a (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), et il existe 1 ∈ R tel que x ∗ 1 = 1 ∗ x = x
, ∀x ∈ R. Alors (R,+, ∗) est un anneau, et l’application A → R, a 7→ a.1R, munit R d’une
structure de A-algèbre

La vérification, laissée au lecteur, ne présente aucune difficulté, en utilisant les axiomes.
La proposition fournit donc deux façons équivalentes de définir une algèbre, aisément
interchangeables, ce que nous ferons librement, en privilégiant souvent la définition qui
part d’un A-module.

Exemples A.5. 1. Si I est un ensemble, le A-module AI est une A-algèbre, le produit étant
donné par le produit ponctuel des fonctions (vérifier).

2. Si M est un A-module, alors EndA(M) est une A-algèbre (la structure de A-module a
été définie au chapitre I) .

Les lemmes suivants sont très utiles pour construire des algèbres.

Lemme A.6. Soient M, N, P des A-modules. Supposons que M et N sont libres de bases
respectives {ei}i∈I et {e′j}j∈J . Soit {xij}i∈I,j∈J une famille d’éléments de P. Alors il existe une
unique application A-bilinéaire f : M× N → P telle que f (ei, e′j) = xij, ∀i ∈ I, ∀j ∈ J.

Preuve. Exercice. �

Lemme A.7. Soit R un A-module engendré par une famille {ei}i∈I . Soit m : R× R −→ R,
(x, y) 7−→ x · y une application A-bilinéaire telle que

1. ei · (ej · ek) = (ei · ej) · ek, ∀i, j, k ∈ I

2. il existe e ∈ R tel que ei · e = ei = e · ei, ∀i ∈ I.

Alors m munit R d’une structure de A-algèbre (l’unité de l’anneau R est e).

Preuve. Il suffit de vérifier que ∀x, y, z ∈ R, on a (x · y) · z = x · (y · z) et x · e = e · x = x. Cela se fait
sans difficulté à partir de la bilinéarité de m et des hypothèses. �

Exemple A.8. Soit I est un ensemble fini, et considérons l’unique application bilinéaire AI ×
AI −→ AI , (ei, ej) 7−→ δijei. Elle munit le A-module libre AI (= A(I) car I est fini) d’une
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structure de A-algèbre. Le produit correspond en fait au produit ponctuel des fonctions,
comme dans l’exemple précédent.

Définition A.9. Si R et S sont des A-algèbres, un morphisme de A-algèbres f : R −→ S est une
application A-linéaire qui est aussi un morphisme d’anneaux.

On vérifiera que la composée de deux morphismes de A-algèbres est encore un mor-
phisme de A-algèbres. Bien sûr un isomorphisme de A-algèbres est un morphisme de A-
algèbres bijectif, et on vérifiera que la bijection inverse d’un isomorphisme de A-algèbres est
encore un isomorphisme de A-algèbres.

Plus généralement, les définitions, constructions et résultats sur les modules et anneaux
ont des analogues évidents. Nous ne les énoncerons pas, mais citons tout de même les faits
suivants.
 Sous-algèbres. Une sous-algèbre est un sous-anneau qui est un sous-module.
 Idéaux dans une algèbre. Si R est une A-algèbre et I est un idéal de R, alors I est

automatiquement un sous A-module (vérifier), et on peut former la A-algèbre quotient R/I.
 Noyau d’un morphisme d’algèbres. Le noyau d’un morphisme d’algèbres est un

idéal, et on a un théorème d’isomorphisme pour les algèbres.
 Modules sur une algèbre. Si R est une A-algèbre et M est un R-module, alors M est

automatiquement un A-module, avec a.m = (a.1R).m. Plus généralement on a

Proposition A.10. Soit R une A-algèbre et soit M un A-module. Il est équivalent de se don-
ner

1. une structure de R-module sur M telle que a.m = (a.1R).m, ∀a ∈ A, ∀m ∈ M ;

2. un morphisme de A-algèbres ϕ : R −→ EndA(M).

La démonstration est laissée en exercice.

La structure de A-module d’un module sur une A-algèbre R peut s’avérer très utile pour
l’étude des R-modules. Par exemple, si A = k est un corps et si R est une k-algèbre de
dimension finie (i.e. est de dimension finie comme k-espace vectoriel), alors si M est un
R-module avec 0 < dimk(M) < dimk(R), on voit que M n’est pas un R-module libre.

B L’algèbre d’un monoïde

On présente dans cette section un construction très importante d’algèbre : l’algèbre d’un
monoïde. Cette construction engloble non seulement les algèbres de polynômes, mais aussi
bien d’autres exemples intéressants.

Soit G = (G, ·) est un monoïde (la loi · : G× G −→ G est associative et possède un élé-
ment neutre, noté 1). On considère le A-module libre A(G), avec sa base canonique {eg}g∈G.

Définition-Proposition B.1. Soit G = (G, ·) un monoïde. Il existe sur A(G) une unique struc-
ture de A-algèbre dont la stucture sous-jacente de A-module est celle de A(G), et dont le pro-
duit ∗ : A(G) × A(G) −→ A(G) vérifie, ∀g, h ∈ G, eg ∗ eh = egh. L’élément neutre multiplicatif
est e1. Le produit ∗ est appelé produit de convolution. La A-algèbre obtenue, notée A[G],
est appelée la A-algèbre du monoïde G.
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Preuve. L’existence de l’application A-bilinéaire ∗ : A(G) × A(G) −→ A(G) est assurée par un lemme
précédent (A(G) est un A-module libre de base {eg}g∈G). Les identités

(eg ∗ eh) ∗ es = eg ∗ (eh ∗ es), eg ∗ e1 = eg = e1 ∗ eg, ∀g, h, s ∈ G

sont assurées par les propriétés du monoïde G, et on obtient bien la A-algèbre annoncée. �

L’application i : A −→ A[G], a 7−→ a.e1, est un morphisme d’anneaux injectif, qui permet
d’identifier A à un sous-anneau de A[G].

Théorème B.2 (Propriété universelle de l’algèbre d’un monoïde). Soient R une A-algèbre,
G un monoïde et f : G −→ R une application multiplicative, c’est-à-dire que f (xy) =
f (x) f (y), ∀x, y ∈ G, et f (1) = 1. Alors il existe un unique morphisme de A-algèbres

f : A[G] −→ R tel que f (eg) = f (g), ∀g ∈ G

Preuve. Comme A[G] est un A-module libre de base {eg}g∈G, il existe une unique application A-
linéaire f : A[G] −→ R tel que f (eg) = f (g), ∀g ∈ G. On a f (e1) = f (1) = 1. Pour x = ∑g∈G xg.eg et
y = ∑g∈G yg.eg, on a xy = ∑s∈G(∑gh=s xgyh).es, et donc

f (xy) = ∑
s∈G

( ∑
gh=s

xgyh). f (s)

alors que

f (x) f (y) = ∑
g,h∈G

(xgyh).( f (g) f (h)) = ∑
g,h∈G

(xgyh). f (gh) = ∑
s∈G

( ∑
gh=s

xgyh). f (s)

et ainsi f est un morphisme d’algèbres. �

Remarque. La A-algèbre A[G] est commutative si et seulement si le monoïde G est commu-
tatif.

On décrira au chapitre VI la structure de l’algèbre C[G] lorsque G est un groupe fini. On
utilisera le résultat suivant.

Proposition B.3. Soit G un groupe fini. Alors Z(A[G]), le centre de A[G], est un A-module
libre de rang égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Preuve. Soit φ ∈ A[G]. Alors puisque les (eg)g∈G forment une base de A[G], il est clair que φ ∈
Z(A[G]) ⇐⇒ [∀g ∈ G, eg ∗ φ = φ ∗ eg], d’où en multipliant à gauche par eg−1 , φ ∈ Z(A[G]) ⇐⇒
[∀g ∈ G, eg ∗ φ ∗ eg−1 = φ] donc

φ ∈ Z(A[G]) ⇐⇒ ∀g ∈ G, φ = ∑
h∈G

φ(h)eh = eg ∗ φ ∗ eg−1 = ∑
y∈G

φ(y)egyg−1 = ∑
h∈G

φ(g−1hg)eh

Ceci montre que φ ∈ Z(A[G]) ⇐⇒ ∀g, h ∈ G, φ(ghg−1) = φ(h) (φ est une fonction centrale sur G).
Soit C une classe de conjugaison de G. On pose xC = ∑g∈C eg. Alors la fonction xC est la fonction

indicatrice de la classe de conjugaison C : xC(g) = 1 si g ∈ C et xC(g) = 0 si g 6∈ C. Ainsi xC
est constante sur les classes de conjugaison, et est une fonction centrale, d’où xC ∈ Z(A[G]). Soient
C1, . . . , Ct les classes de conjugaison de G : G = C1 q . . .q Ct. On sait donc que AxC1 + · · ·+ AxCt ⊂
Z(A[G]). Montrons que xC1 , . . . , xCt est une base de Z(A[G]). Déjà ces éléments sont linéairement
indépendants car les (eg)g∈G le sont et les classes de conjugaison sont disjointes. Soit maintenant
φ ∈ Z(A[G]). Alors φ est une fonction centrale, et donc est constante sur les classes de conjuguaison
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de G. Si C est une classe de conjugaison de G, notons φ(C) la valeur de φ sur n’importe quel élément
de C. On obtient alors

φ = ∑
g∈G

φ(g)eg =
t

∑
i=1

∑
g∈Ci

φ(g)eg =
t

∑
i=1

∑
g∈Ci

φ(Ci)eg =
t

∑
i=1

φ(Ci) ∑
g∈Ci

eg =
t

∑
i=1

φ(Ci)xCi ,

ce qui assure bien que xC1 , . . . , xCt est une partie génératrice de Z(A[G]), et donc une base de Z(A[G])

qui est donc un A-module libre de rang le nombre de classes de conjugaison de G. �

C Algèbres de polynômes

On va utiliser la construction du paragraphe précédent pour (re)définir une classe d’al-
gèbres très importante : les algèbres de polynômes.

Soit n ∈ N∗. Considérons le monoïde additif Nn. Pour i ∈ {1, . . . , n}, notons Xi =
e(0,...,1,...,0), où le 1 est situé à la i-ème place. Par définition du produit dans A[Nn], on a, pour
(i1, . . . , in) ∈Nn,

e(i1,...,in) = Xi1
1 · · ·X

in
n

avec bien sûr la convention X0
i = 1 = e(0,...,0). Les Xi1

1 · · ·X
in
n , (i1, . . . , in) ∈ Nn forment donc

une base du A-module libre A[Nn], et on écrit alors

A[Nn] = A[X1, . . . , Xn]

Définition C.1. L’algèbre A[X1, . . . , Xn] = A[Nn] est l’algèbres des polynôme à n variables
à coefficients dans A. Les éléments de A[X1, . . . , Xn] sont appelés les polynômes à coefficients
dans A.

A s’identifie à un sous-anneau de A[X1, . . . Xn] (avec a = a1), et donc si B est un sous-
anneau de A, il s’identifie à un sous-anneau de A[X1, . . . Xn], que l’on peut donc voir comme
une B-algèbre.

La propriété universelle de A[X1, . . . , Xn] est la suivante.

Théorème C.2. Soient B une A-algèbre et b1, . . . , bn ∈ B tels que bibj = bjbi pour tous i,j.
Alors il existe une unique morphisme de A-algèbres

ϕ : A[X1, . . . , Xn] −→ B

tel que ϕ(Xi) = bi, ∀i ∈ {1, . . . n}. Pour P ∈ A[X1, . . . , Xn], on note P(b1, . . . , bn) = ϕ(P).

Preuve. On considère d’abord l’application Nn −→ B, (i1, . . . , in) 7−→ bi1
1 · · · b

in
n , qui est multiplica-

tive car les bi commutent deux à deux. On applique ensuite la propriété universelle de l’algèbre du
monoïde Nn. �

Corollaire C.3. Soient A et B des anneaux commutatifs et f : A −→ B un morphisme d’an-
neaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f̃ : A[X1, . . . , Xn] −→ B[X1, . . . , Xn]
tel que f̃|A = f et f (Xi) = Xi, pour tout i.
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Preuve. On peut construire f̃ directement, ou bien utiliser le résultat précédent en munissant B[X1, . . . , Xn]

de la structure de A-algèbre induite par la composition A→ B ↪→ B[X1, . . . , Xn]. �

Le résultat qui suit est très utile pour montrer des résultats par récurrence sur le nombre
de variables.

Proposition C.4. Les A-algèbres A[X1, . . . , Xn] et A[X1, . . . , Xn−1][Xn] sont isomorphes.

Preuve. Il existe un unique morphisme de A-algèbres f : A[X1, . . . , Xn] −→ A[X1, . . . , Xn−1][Xn] tel
que f (Xi) = Xi, pour tout i. On vérifie que f est un isomorphisme (par exemple en remarquant que
f envoie une base de A[X1, . . . , Xn] sur une base de A[X1, . . . , Xn−1][Xn], ou encore en construisant
un isomorphisme inverse). �
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III Matrices à coefficients dans un anneau
commutatif

Dans ce chapitre A est un anneau commutatif.

A Matrices

Soient n, p ∈ N∗. On noteMn,p(A) l’ensemble des matrices n× p à coefficients dans A.
C’est un A-module, pour les lois usuelles (∀(aij), (bij) ∈ Mn,p(A))

(aij) + (bij) = (aij + bij)

a.(bij) = (abij)

Pour (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , p}, on note Eij ∈ Mn,p(A) la matrice dont tous les
coefficients sont nuls à l’exception de celui situé sur la i-ème ligne et la j-ème colonne, qui
vaut 1. Toute matrice M = (aij) ∈ Mn,p(A) s’écrit de manière unique sous la forme M =
∑i,j aijEij. AinsiMn,p(A) est un A-module libre de rang np.

Le produit usuel des matrices définit pour n, p, q ∈N∗, une application A-bilinéaire

Mn,p(A)×Mp,q(A) −→Mn,q(A)(
M = (aik), N = (bkj)

)
7−→ MN =

(
p

∑
k=1

aikbkj

)
Pour i ∈ {1, . . . , n},j, k ∈ {1, . . . , p}, l ∈ {1, . . . , q}, on a

EijEkl = δjkEil,

et cette formule définit totalement, par bilinéarité, le produit des matrices.
Lorsque n = p, Mn(A) = Mn,n(A) est une A-algèbre, dont la multiplication est le

produit des matrices. La matrice identité (unité pour le produit des matrices) est notée In.
C’est une algèbre non commutative si n ≥ 2.

On pose

GLn(A) = U(Mn(A)) = {M ∈ Mn(A) | ∃M′ ∈ Mn(A) tq MM′ = In = M′M}.

C’est un groupe pour la multiplication des matrices. Les matrices suivantes seront très utiles
dans la suite.

Définition-Proposition A.1. Soit a ∈ A et i, j ∈ {1, . . . , n}, avec i 6= j. La matrice

Fij(a) := In + aEij

est inversible, d’inverse Fij(−a).

La vérification est immédiate.
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B Centre et idéaux d’une algèbre de matrices

Dans ce paragraphe on se propose d’étudier quelques propriétés des algèbres de ma-
trices : calcul de leur centre et description des idéaux (quand A est un corps).

Proposition B.1. On a Z(Mn(A)) = {aIn, a ∈ A}, d’où un isomorphisme d’anneaux
Z(Mn(A)) ∼= A.

Le résultat est une conséquence immédiate du résultat plus précis suivant.

Proposition B.2. Soit M ∈ Mn(A). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe a ∈ A tel que M = aIn.

2. M commute avec les matrices Eij, ∀i 6= j.

3. M commute avec les matrices Fij(1), ∀i 6= j.

Preuve. Comme la matrice identité In commute avec toutes les matrices et Fij(1) = In + Eij, il est clair
que (1)⇒ (2) et que (2)⇔ (3). Il reste à voir que (2)⇒ (1). Soit M = ∑k,l aklEkl vérifiant (2). Fixons
i 6= j. On a MEij = ∑k akiEkj et Eij M = ∑l ajlEil , d’où aii = ajj, et si k 6= i et l 6= j, aki = 0 = ajl . Ceci
est vrai pour tout i 6= j, d’où le résultat. �

Proposition B.3. Supposons que A = k est un corps. Alors les seuls idéaux bilatères de
Mn(k) sont (0) etMn(k).

Preuve. Soit I 6= (0) un idéal deMn(k). Supposons dans un premier temps qu’il existe i, j tels que
Eij ∈ I. Alors pour tous k, l, on a Ekl = EkiEijEjl ∈ I. Comme I est automatiquement un sous k-espace
vectoriel, on en déduit que I =Mn(k).

Soit maintenant M = ∑kl aklEkl ∈ I non nulle : il existe i, j tels que aij 6= 0. On a Eii MEjj = aijEij ∈
I, d’où Eij = a−1

ij aijEij ∈ I. On est ramené au cas précédent. �

Exercice. Si I ⊂ A est un idéal, on noteMn(I) les matrices à coefficients dans I. Vérifier que
Mn(I) est un idéal deMn(A), et que tout idéal deMn(A) est de cette forme.

Par contreMn(A) admet toujours des idéaux à gauche.

Proposition B.4. Pour i ∈ {1, . . . , }, notons Ji ⊂ Mn(A) l’ensemble des matrices dont les
termes sont nuls en dehors de la i-ème colonne. Alors Ji est un idéal à gauche de Mn(A).
De plus, en tant queMn(A)-module, on aMn(A) = J1 ⊕ · · · ⊕ Jn.

Preuve. On a Ji = ∑n
l=1 AEli, et la vérification est un calcul facile. �
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C Déterminant

Soit M = (aij) ∈ Mn(A), on pose

det(M) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

C’est le déterminant de M. Ceci définit une application det :Mn(A) −→ A.
On se propose de montrer le résultat suivant.

Théorème C.1 (Cramer). Soit M ∈ Mn(A). Alors

M ∈ GLn(A) ⇐⇒ det(M) ∈ U(A).

Exercice. Montrer le résultat si n = 2.

Schéma de la preuve. On verra plus loin que pour M, N ∈ Mn(A), on a det(MN) = det(M)det(N).
Puisque det(In) = 1, on en déduit aisément que M ∈ GLn(A)⇒ det(M) ∈ U(A). La réciproque sera
démontrée plus loin, avec en plus une formule pour le calcul de l’inverse de M si det(M) ∈ U(A).�

Notation-convention.
1. Soit E un A-module libre de rang n et soit e = (e1, . . . , en) une base de E. On a vu

(Proposition D.13 du chapitre II) qu’il existe une unique forme n-linéaire alternée ∆ :
En −→ A telle que ∆(e1, . . . , en) = 1. Pour (x1, . . . , xn) ∈ En, avec ∀i, xi = ∑j ajiej, on a

∆(x1, . . . , xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n = det(M), avec M = (aij)

On notera dete(x1, . . . , xn) cet élément de A.
2. Une matrice M ∈ Mn(A) est notée (C1, . . . , Cn) où C1, . . . , Cn sont les colonnes de M.

Ainsi le A-module libreMn(A) de rang n2 est vu comme le produit de n copies du A-
module libreMn,1(A) (de rang n et de base E = (E11, . . . , En1)). Avec cette convention,
det :Mn(A) −→ A est une forme n-linéaire alternée, et det(M) = detE (C1, . . . , Cn).

Proposition C.2. Pour M, N ∈ Mn(A), on a

det(tM) = det(M) et det(MN) = det(M)det(N)

Preuve. Ecrivons M = (aij). Pour σ ∈ Sn, on a

aσ(1)1 · · · aσ(n)n = a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

d’où
det(tM) = ∑

σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) · · · anσ(n) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ−1(1)1 · · · aσ−1(n)n = det(M)

car ε(σ) = ε(σ−1) pour tout σ ∈ Sn. Soient M1, . . . , Mn les colonnes de M. Si N = (bij), alors MN est
la matrice dont les colonnes sont C1, . . . , Cn où Cj = ∑n

l=1 bl j Ml . Alors on a

det(MN) = detE (C1, . . . , Cn) =

(
∑

σ∈Sn

ε(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)n

)
detE (M1, . . . , Mn) = det(N)det(M)

ce qui donne le résultat. �
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Définition C.3. Soit M = (aij) ∈ Mn(A). Pour i, j ∈ {1, . . . , n}, soit Mij ∈ Mn−1(A) la
matrice obtenue à patir de A en effaçant la ligne i et la colonne j. L’élément (−1)i+j det(Mij) est
appelé le cofacteur (i, j) de M. On note M̃ ∈ Mn(A) la matrice dont les coefficients sont les
cofacteurs de A.

Théorème C.4 (Développement d’un déterminant suivant les lignes ou les colonnes). Soit
M = (aij) ∈ Mn(A). Pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, on a

det(M) =
n

∑
k=1

(−1)i+kaik det(Mik) =
n

∑
k=1

(−1)i+kaki det(Mki)

La première formule est le développement de det(M) suivant la ligne i, la deuxième formule
est le développement de det(M) suivant la colonne i.

Preuve. Soit e = (e1, . . . , en) la base canonique de An. Notons, pour 1 ≤ i ≤ n, vi = ∑n
k=1 akiek.

On a det(M) = dete(v1, . . . , vn). Pour 1 ≤ k ≤ n, notons fk = (ek, e1, . . . , ek−1, ek+1, . . . en). Posons
également, pour 1 ≤ k, j ≤ n,

Nkj =


1 ak1 . . . ak,j−1 ak,j+1 · · · ak,n
0
... Mkj
0


On a det(Mkj) = det(Nkj). D’autre part on a det(Nkj) = detfk(ek, v1, . . . , v̂j, . . . vn). Posons

αkj = dete(v1, . . . , vj−1, ek, vj+1, . . . , vn)

= (−1)j−1dete(ek, v1, . . . , v̂j, . . . , vn) = (−1)j−1(−1)k−1detfk(ek, v1, . . . , v̂j, . . . , vn)

La dernière identité est obtenue en utilisant le fait que pour σ ∈ Sn, si on note σ.e la base (eσ(1), . . . , eσ(n)),
on a detσ.e(v1, . . . , vn) = ε(σ)dete(v1, . . . , vn). La multilinéarité du déterminant assure que

det(M) = dete(v1, . . . , vn) =
n

∑
k=1

akjαkj =
n

∑
k=1

akj(−1)k+j det(Mkj)

Ceci donne la deuxième formule, et la première est obtenue par transposition (t(Mik) = (t M)ki). �

Théorème C.5 (Formule pour l’inverse d’une matrice). Soit M = (aij) ∈ Mn(A). On a

MtM̃ = det(M)In = tM̃M

et M est inversible si et seulement si det(M) ∈ U(A).

Preuve. Soient 1 ≤ l 6= j ≤ n Soit N = (a′ki) la matrice obtenue à partir de M en remplaçant la
colonne j par la colonne l : a′ki = aki si i 6= j et a′kj = akl . Comme N a deux colonnes identiques on a
det(N) = 0. D’autre part pour tout k on a det(Mkj) = det(Nkj). Alors la formule précédente donne

0 = det(N) =
n

∑
k=1

a′kj(−1)k+j det(Nkj) =
n

∑
k=1

akl(−1)k+j det(Mkj)

Ceci, combiné avec la formule précédente pour det(M), donne det(M)In = tM̃M. L’autre partie de la
formule s’obtient par transposition. La dernière assertion est immédiate. �
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D Application aux endomorphismes d’un module libre

De même que pour les application linéaires entre espaces vectoriels, les applications li-
néaires entre modules libres sont déterminées par les matrices associées.

Définition D.1. Soient E et E′ des A-modules libres de rangs respectifs n et p et de base respectives
B = {e1, . . . , en} et B′ = {e′1, . . . , e′p}. Soit u ∈ HomA(E, E′). La matrice de u relativement
aux bases B et B′ est la matrice MB,B′(u) = (αji) ∈ Mp,n(A) définie par

u(ei) =
p

∑
j=1

αjie′j, ∀i ∈ {1, . . . , n}

Lorsque E = E′ et B = B′, on note MB,B(u) = MB(u), c’est la matrice de u relativement à la base
B (ou dans la base B).

Réciproquement, la donnée d’une matrice M ∈ Mp,n(A) détermine une unique applica-
tion linéaire E −→ E′.

Proposition D.2. Soient E et E′ des A-modules libres de rangs respectifs n et p et de bases
respectives B et B′. L’application

HomA(E, E′) −→Mp,n(A)

u 7−→ MB,B′(u)

est un isomorphisme A-linéaire.

Preuve. Exercice �

Proposition D.3. Soient E, E′ et E′′ des A-modules libres de rangs respectifs n, p et r et de
base respectives B, B′ et B′′. Pour u ∈ HomA(E, E′) et v ∈ HomA(E′, E′′), on a

MB,B′′(v ◦ u) = MB′,B′′(v)MB,B′(u)

Preuve. Exercice �

Corollaire D.4. Soient E et E′ des A-modules libres de rangs respectifs n et p et de base
respectives B et B′. Soit u ∈ HomA(E, E′). Alors u est un isomorphisme si et seulement si la
matrice MB,B′(u) est inversible (et dans ce cas nécessairement n = p).

Corollaire D.5. Soit E un A-module libre de rang n et de base B. L’application

EndA(E) −→Mn(A)

u 7−→ MB(u)

est un isomorphisme de A-algèbres. En particulier u est un isomorphisme si et seulement
si MB(u) ∈ GLn(A). Cette application induit en particulier un isomorphisme de groupes
AutA(E) ∼= GLn(A).
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Soit E un A-module libre de rang n et de bases B et B′. Soit u ∈ EndA(M). On a

MB(u) = MB′,B(idM)MB′(u)MB,B′(idM) = MB,B′(idM)−1MB′(u)MB,B′(idM)

Ainsi on a det(MB(u)) = det(MB′(u)). Ce calcul légitime la définition suivante.

Définition D.6. Soit E un A-module libre de rang fini et u ∈ EndA(E). Le déterminant de u est le
déterminant de la matrice de u (relativement à n’importe quelle base de E).

Théorème D.7. Soit E un A-module libre de rang fini et u ∈ EndA(E). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

1. u est un isomorphisme.

2. u est surjectif.

3. det(u) ∈ U(A).

Preuve. Le théorème C.5 et les considérations précédentes assurent que (1) ⇐⇒ (3) et on a bien
sûr (1) ⇒ (2). Si u est surjectif, comme E est libre, il existe par le chapitre II une application linéaire
v : E −→ E telle que u ◦ v = idE, d’où det(u) ∈ U(A). �

Corollaire D.8. Si A = K est un corps et E est un K-espace vectoriel de dimension finie,
alors pour u ∈ EndK(E), les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est un isomorphisme.

2. u est surjectif.

3. u est injectif.

4. det(u) 6= 0.

Preuve. Il reste à voir que si u est injectif alors il est surjectif. Si u est injectif, alors u(E) ⊂ E est un
sous-espace de dimension égale à celle de E, et ainsi E = u(E) (compléter une base de u(E) en une
base de E...) �

Théorème D.9. Supposons que A est un anneau intègre. Soit E un A-module libre de rang
fini et u ∈ EndA(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est injectif.

2. det(u) 6= 0.

Preuve. Soit (E1, . . . , En) une base de E et soit M = (aij) ∈ Mn(A) la matrice de u dans cette base. Soit
K = Fr(A) le corps des fractions de A et soit ũ : Kn −→ Kn l’application K-linéaire dont la matrice
dans la base canonique (e1, . . . , en) est M : ũ(ei) = ∑n

j=1 aji.ej pour tout i. On a det(u) = det(ũ).
Alors det(u) 6= 0 si et seulement si ũ est un isomorphisme. Un élément ∑n

i=1 ai.Ei du noyau de u
(a1, . . . , an ∈ A) fournit un élément ∑n

i=1 ai.ei du noyau de ũ. Donc si det(u) 6= 0, alors u est injectif.
Réciproquement si det(u) = 0 = det(ũ), soit ∑n

i=1 λi.ei ∈ Ker(ũ) (λ1, . . . , λn ∈ K non tous nuls).
Soit d ∈ A tel que ∀i, dλi ∈ A. Alors ∑n

i=1(dλi).Ei 6= 0 appartient au noyau de u, et u est non injectif.
�
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Exemple D.10. Soit u : Z2 −→ Z2 l’application Z-linéaire dont la matrice dans la base

canonique est
(

2 4
3 1

)
. Alors u est injective mais non surjective.

E Application : les entiers algébriques

Définition E.1. Soit A ⊂ B une extension d’anneaux (commutatifs), c’est-à-dire que B est un
anneau et A un sous-anneau B : A ⊂ B. On dit qu’un élément x ∈ B est entier sur A s’il existe un
polynôme unitaire P ∈ A[X] tel que P(x) = 0. On note

OB/A = {x ∈ B | x est entier sur A}

On se propose de montrer que OB/A est un sous-anneau de B.

Lorsque A et B sont des corps, un élément entier sur A est exactement un élément algé-
brique sur A. Mais si A n’est pas un corps, la notion d’entier est plus restrictive : par exemple
un élément de Q est entier sur Z si et seulement si il appartient à Z. Plus généralement, on
a le résultat suivant.

Proposition E.2. Soit A un anneau factoriel et soit K = Fr(A) le corps des fractions de A.
Alors OK/A = A.

Preuve. Soit x ∈ K entier sur A. On peut écrire x = p
q avec (p, q) ∈ A × A∗ premiers entre eux. Il

existe n ∈N∗ et a0, . . . , an−1 ∈ A tels que

pn

qn + an−1
pn−1

qn−1 + . . . + a1
p
q
+ a0 = 0

ce qui donne en multipliant par qn

pn = −(an−1 pn−1q + . . . + a1 pqn−1 + a0qn)

et donc q|pn, donc q|p (lemme de Gauss), et donc q ∈ U(A). Ainsi x ∈ A. �

Théorème E.3. Soit A ⊂ B une extension d’anneaux et soit x ∈ B. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. x est entier sur A.

2. A[x] est un A-module de type fini.

3. Il existe un sous-anneau R de B contenant x, tel que A ⊂ R ⊂ B et qui est de type fini
comme A-module.

Preuve. (1) ⇒ (2) est laissé en exercice et (2) ⇒ (3) est évident. Montrons (3) ⇒ (1). Soient
w1, . . . , wn une famille de générateurs de R comme A-module. Il existe des éléments aij, 1 ≤ i, j ≤ n,
tels que ∀i, R 3 xwi = ∑n

j=1 aijwj, c’est-à-dire que

∀i,
n

∑
j=1

(δijx− aij)wj = 0
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Posons λij = δijx − aij et considérons la matrices M = (λij) ∈ Mn(R). Les relations précédentes
donnent

M

w1
...

wn

 =

0
...
0


La relation tM̃M = det(M)In assure alors que det(M)wi = 0, ∀i. Mais w1, . . . , wn engendrent R
comme A-module, donc il existe b1, . . . , bn ∈ A tels que 1 = ∑n

i=1 biwi, et on en déduit que det(M) =

0. Ainsi si P = det(δijX− aij) ∈ A[X], on a P(x) = 0 avec P unitaire : x est entier sur A. �

Corollaire E.4. Soit A ⊂ B une extension d’anneaux. Alors OB/A est un sous-anneau de B.

Preuve. Pour x, y ∈ OB/A, il est clair que A[x, y] est un A-module de type fini, et ainsi par le théorème
précédent on a A[x, y] ⊂ OB/A et donc x− y, xy ∈ OB/A. Enfin on a A ⊂ OB/A, donc 1 ∈ OB/A, ce
qui assure que OB/A est un sous-anneau de B. �

Définition E.5. Soit R un anneau. On dit qu’un élément x ∈ R est un entier algébrique s’il existe
P ∈ Z[X] unitaire tel que P(x) = 0. On note OR l’ensemble des entiers algébriques de R.

Soit R un anneau et soit φ l’unique morphisme d’anneaux de Z dans R. Un élément x ∈ R
est entier algébrique et seulement s’il est entier sur φ(Z). Les résultats précédents donnent
donc en particulier le résultat suivant.

Théorème E.6. Soit R un anneau (commutatif) et soit x ∈ R. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. x est entier algébrique.

2. Z[x] (le sous-anneau de R engendré par x) est un Z-module de type fini.

3. Il existe un sous-anneau T de R contenant x, qui est de type fini comme Z-module.

En particulier OR est un sous anneau de R.

Exemple E.7. Soit d ∈ Z \ {0, 1} sans facteur carré. On peut montrer que

O
Q(
√

d) = Z[ω] = Z⊕ωZ

où

ω =

{√
d si d ≡ 2, 3 mod 4

1+
√

d
2 si d ≡ 1 mod 4

F Opération sur les lignes et colonnes d’une matrice

Définition F.1. Etant donnée une matrice M ∈ Ms,n(A), on considère les opérations suivantes
(dites opérations élémentaires sur les lignes de M) :

(L1) On ajoute à une ligne donnée un multiple (quelconque) d’une autre ligne de M.
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(L2) On multiplie une ligne de M par un élément inversible de A.
(L3) On permute deux lignes de M.

Remarque F.2. Considérons les matrices inversibles suivantes :
1. Pour i 6= j et λ ∈ A, on note Fij(λ) ∈ Ms,s(A) est la matrice dont les coefficients

diagonaux sont égaux à 1 et dont les autres coefficients sont nuls sauf celui de la ligne
i et de la colonne j qui est égal à λ (voir le paragraphe A).

2. Pour 1 6 i 6 s et α ∈ A avec α inversible, on note Ei(α) ∈ Ms,s(A) la matrice diagonale
dont les coefficients sont égaux à 1 sauf le i-ème qui est égal à α.

Alors (L1) revient à multiplier M à gauche par une matrice Fij(λ) et (L2) revient à multi-
plier M à gauche par une matrice Ei(α). Par ailleurs l’échange de deux lignes (L3) peut être
obtenu à partir de 4 opérations (L1) ou (L2).

Définition F.3. On considère également les opérations suivantes (dites opérations élémentaires
sur les colonnes de M) :
(C1) On ajoute à une colonne donnée un multiple (quelconque) d’une autre colonne de M.
(C2) On multiplie une colonne de M par un élément inversible de A.
(C3) On permute deux colonnes de M.

Remarque F.4. Ces opérations reviennent à multiplier M à droite par les matrices Fij(λ) et
Ei(α) de taille n× n définies comme ci-dessus.

Définition-Proposition F.5. Soient M et N dansMs,n(A). On dit que N est équivalente à M
si N peut être obtenue à partir de M en lui appliquant une succession d’opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes. On note M ∼ N. Ceci définit une relation d’équivalence
surMs,n(A).

Rappelons qu’un anneau euclidien est un anneau intègre A muni d’une application
(stathme) ν : A \ {0} −→ N telle que pour tous a, b ∈ A avec b 6= 0, il existe q, r ∈ A
tels que

a = bq + r, avec r = 0 ou ν(r) < ν(b)

Théorème F.6. Supposons que A est un anneau euclidien. Soit R ∈ Ms,n(A). Alors R est
équivalente à une matrice de la forme diag(d1, . . . , dt) avec d1 | d2 | . . . | dt dans A où
t = min(s, n).

On peut démontrer que la suite (d1, . . . , dt) du théorème est unique à multiplication près
par un élément inversible de A, ce qui justifie le terme de facteurs invariants pour la matrice.

Bien sûr, la notation diag(d1, . . . , dt) désigne la matrice s× n dont le coefficient (i, j) vaut
zéro pour i 6= j et le coefficient (i, i) vaut di, pour 1 ≤ i ≤ t = min(s, n)

Preuve. Notons ν le stathme de A. Cette démonstration permettra alors d’obtenir un algorithme pour
passer de R à la matrice des facteurs invariants.

Notons R = (aij)16i6s,16j6n.
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1. Fixons i et j tels que aij 6= 0. Montrons que l’on peut remplacer tous les coefficients de la ligne i
et de la colonne j (autres que aij lui-même) par les restes de leurs divisions euclidiennes par aij.
Soit k 6= j. On a aik = qikaij + rik avec rik = 0 ou ν(rik) < ν(aij). Si on soustrait qik fois la colonne
j à la colonne k, et le coefficient de la ligne i et de la colonne k devient rik.
On raisonne de même pour transformer la colonne j.

2. Notons C l’ensemble de tous les coefficients non nuls de toutes les matrices équivalentes à R.
Soit d1 ∈ C avec ν(d1) minimal dans {ν(x); x ∈ C} , et supposons que d1 soit l’un des coeffi-
cients de R (quitte à remplacer R par une matrice qui lui est équivalente). Quitte à permuter
des lignes et/ou les colonnes de R, on peut supposer que d1 est le coefficient de la première
ligne et de la première colonne.
On sait que l’on peut remplacer tous les coefficients de la première ligne et de la première
colonne autres que d1 par les restes de leurs divisions euclidiennes par d1. Par minimalité de
ν(d1), tous ces restes sont nuls.

On s’est donc ramenés à une matrice équivalente à R qui est de la forme
(

d1 0
0 R1

)
avec R1 ∈

Ms−1,n−1(A).
De plus, d1 divise tous les coefficients de R1. En effet, soit 2 6 i 6 s. Si on ajoute la première
ligne de R à la i-ème, on a une matrice dont la i-ème ligne est

(
d1 ai2 · · · ain

)
, et on sait

d’après l’étape précédente que l’on peut remplacer tous les aij pour j = 2, . . . , n par le reste de
la division euclidienne de aij par d1. Par minimalité de ν(d1) on en déduit que ces restes sont
nuls, c’est-à-dire que d1 | aij pour tout 2 6 j 6 n.

3. On applique les deux étapes précédentes à R1. Cela ne changera pas la première ligne et
la première colonne de R, et on en déduit que R est équivalente à une matrice de la formed1 0 0

0 d2 0
0 0 R2

 avec d1 | d2 et d2 divise tous les coefficients de R2.

4. Par récurrence, on obtient une matrice diag(d1 . . . , dt) équivalente à R avec d1 | d2 | . . . | dt et
t = min(s, n).

Remarque F.7. On obtient l’algorithme suivant :

Etape 1 Soit d1 le coefficient non nul de R avec ν(d1) minimal. Par permutation des lignes
et des colonnes on place le coefficient non nul de R dont l’image par ν est minimale
en position (1, 1).

Etape 2 On ajoute des multiples de la première colonne (resp. ligne) aux autres colonnes
(resp. lignes) afin d’obtenir des coefficients nuls ou dont l’image par ν est strictement
inférieure à a11 sur la première ligne (resp. colonne).

Etape 3 On répète les étapes 1 et 2 jusqu’à obtenir une matrice de la forme
(

a11 0
0 R1

)
.

Etape 4 Si a11 divise tous les coefficients de R1 on répète les étapes précédentes sur R1.

Etape 5 Si a11 ne divise pas aij avec i > 2 et j > 2, on ajoute la ime ligne à la première et on
reprend à l’étape 1.

Exemple F.8. A = Q[X] et R =

X 0 0
0 1− X 0
0 0 (1− X)(1 + X)

 . L’anneau A est bien eucli-

dien avec ν = deg .
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Les opérations successives suivantes : L1 → L1 + L2; C2 → C2 + C1 ; C1 ↔ C2; L2 →
L2 +(X− 1)L1; C2 → C2−XC1; L2 → L2 + L3; C3 → C3 +C2; C2 ↔ C3; L3− (1+X)L2; C3 →

C3 + XC2; C2 → −C2 et C3 → −C3 donnent la matrice D =

1 0 0
0 X− 1 0
0 0 X(X− 1)(X + 1)


donc les facteurs invariants sont 1, X− 1 et X(X− 1)(X + 1).

On sait que D = PRQ où P est donnée par les opérations sur les lignes et Q est donnée
par les opérations sur les colonnes. Pour les trouver, on applique les opérations que l’on a
faites sur les lignes de R à I3 (pour P) et les opérations que l’on a faites sur les colonnes de R
à I3 (pour Q). On obtient

P =

 1 1 0
X− 1 X 1

−(X− 1)(X + 1) −X(X + 1) −X

 et Q =

1 X− 1 (X− 1)(X + 1)
1 X X(1 + X)
0 −1 −X

 .

Exemple F.9. A = Z et R =

7 8 9
4 5 6
1 2 3

 . L’anneau Z est bien euclidien avec ν = | | .

La suite d’opérations sur les lignes et les colonnes L1 ↔ L3; L2 → L2 − 4L1; L3 →
L3 − 7L1; C2 → C2 − 2C1; C3 → C3 − 3C1; L2 → −L2; L3 → L3 + 2L2 et C3 → C3 − 2C2

donne D =

1 0 0
0 3 0
0 0 0

. On sait que D = PRQ avec P et Q obtenues comme dans l’exemple

précédent. En pratique, nous voulons souvent Q−1 plutôt que Q, et celle-ci est obtenue en
effectuant, sur I3, les opérations inverses sur les colonnes et dans l’ordre inverse. On obtient

P =

0 0 1
0 −1 4
1 −2 1

 et Q−1 =

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 .

G Applications aux groupes linéaires

Une première application directe des opérations élémentaires sur les lignes et colonnes
est de fournir des générateurs du groupe linéaire GLn(A).

Théorème G.1. Si A est un anneau euclidien, le groupe GLn(A) est engendré par les ma-
trices

{Fij(λ), 1 ≤ i 6= j ≤ n, λ ∈ A} ∪ {Ei(α), 1 ≤ i ≤ n, α ∈ U(A)}

Preuve. Notons X = {Fij(λ), 1 ≤ i 6= j ≤ n, λ ∈ k} ∪ {Ei(α), 1 ≤ i ≤ n, α ∈ U(A)}. Pour
M ∈ GLn(A), les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de M assurent l’existence de
P1, . . . Pm, Q1, . . . Qr ∈ X et d1, . . . dn ∈ U(A) tels que

P1 · · · Pm MQ1 · · ·Qr = diag(d1, . . . , dn)

et puisque diag(d1, . . . , dn) ∈ 〈X〉, on a bien M ∈ 〈X〉. �
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Exemple G.2. Le groupe GL2(Z) est engendré par les 4 matrices(
1 0
0 −1

)
,
(
−1 0
0 1

)
,
(

1 1
0 1

)
,
(

1 0
1 1

)
En fait, en utilisant les relations(

1 0
1 1

)
=

(
1 1
0 1

)(
0 −1
1 0

)(
1 1
0 1

)
et
(

0 −1
1 0

)2

=

(
1 0
0 −1

)(
−1 0
0 1

)
on voit que GL2(Z) est engendré par les 3 matrices(

1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
1 0

)
,
(

1 1
0 1

)
Le groupe SLn(A) est défini par

SLn(A) = {M ∈ Mn(A) | det(M) = 1}

C’est un sous-groupe normal de GLn(A) car det : GLn(A) −→ U(A) est un morphisme de
groupes.

Proposition G.3. On a un isomorphisme de groupes GLn(A) ∼= SLn(A)oU(A).

Preuve. Soit H le sous-groupe de GLn(A) formé par les matrices E1(a) = diag(a, 1, . . . , 1), a ∈ U(A).
On voit facilement que H ∩ SLn(A) = {1}, GLn(A) = HSLn(A), et puisque SLn(A) / GLn(A), la
caractérisation des produits semi-directs assure que GLn(A) ∼= SLn(A)o H, et on a le résultat car
H ∼= U(A). �

Théorème G.4. Si A est un anneau euclidien, le groupe SLn(A) est engendré par les matrices

{Fij(λ), 1 ≤ i 6= j ≤ n, λ ∈ A}

Preuve. Les matrices en question sont bien sûr dans SLn(A). Deux matrices M, N ∈ SLn(A) sont dites
fortement équivalentes si elles peuvent être obtenues l’une à partir de l’autre seulement à partir des
opérations (L1) et (C1). Il s’agit donc de montrer qu’une matrice quelconque de SLn(A) est fortement
équivalente à la matrice identité. Les opérations d’échange (L3) et (C3) ne sont pas autorisées en
général. Néanmoins on peut échanger deux colonnes Ci et Cj au signe près, via la suite d’opérations
(C1) suivante :

(Ci, Cj)→ (Ci + Cj, Cj)→ (Ci + Cj,−Ci)→ (Cj,−Ci)

Bien sûr on peut faire la même chose pour les lignes.
En reprenant point par point la preuve du théorème F.6, on voit alors qu’une matrice de SLn(A)

est fortement équivalente à une matrice du type diag(d1, . . . , dn) avec d1 · · · dn = 1. En effet l’étape 1
n’utilise que les opérations (L1)-(C1), alors que dans l’étape 2, on peut utiliser la remarque précédente
sur l’échange au signe près des lignes et colonnes (dans un anneau euclidien A on peut toujours
remplacer le stathme ν par un stathme ν′ tel que ν′(ua) = ν′(a), ∀u ∈ U(A), en posant ν′(a) =

min{ν(ua), u ∈ U(A)}). Finalement on voit sans difficulté qu’une matrice de SLn(A) est fortement
équivalente à In. �

Exemple G.5. Le groupe SL2(Z) est engendré par les matrices
(

1 1
0 1

)
et
(

1 0
1 1

)
.
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H Application aux modules sur un anneau euclidien

L’existence d’une base pour un espace vectoriel s’interprète comme un théorème de
structure : Si M est un K-espace vectoriel (K un corps), il existe un ensemble I tel que
M ∼= K(I). On utilise les considérations matricielles précédentes pour généraliser ce résultat
aux modules de type fini sur un anneau euclidien. Le résultat est le suivant.

Théorème H.1 (structure des modules de type fini sur un anneau euclidien, version facteurs
invariants). Soient A un anneau euclidien et M un A-module de type fini. On a un isomor-
phisme de A-modules

M ∼= An ⊕ A/(a1)⊕ · · · ⊕ A/(ar)

pour des entiers r, n ≥ 0 et des éléments non inversibles a1, . . . , ar ∈ A∗ tels que a1|a2| · · · |ar.

Remarque H.2. La donnée précédente (n, a1, . . . , ar) détermine uniquement le module M,
à multiplication près des ai par des inversibles. Nous ne le montrerons pas. Les éléments
a1, . . . , ar sont appelés les facteurs invariants de M.

Le but du paragraphe est de démontrer ce théorème de structure. On commence par
énoncer un lemme élémentaire, qui sera utilisé librement dans la suite. La preuve est laissée
en exercice.

Lemme H.3. Soient A un anneau intègre et M un A-module libre. Soit x ∈ M \ {0}. Alors
Ax ⊂ M est un A-module libre de rang 1.

On a vu au chapitre I qu’un sous-module d’un module libre n’est pas nécessairement
libre. Lorque l’anneau est principal, on a le résultat suivant.

Théorème H.4. Soient A un anneau principal et M un A-module libre de rang n. Alors tout
sous-module de M est libre de rang ≤ n.

Preuve. Soit E un sous-module de M. On peut supposer E et M non nuls. Soit {x1, . . . , xn} une base
de M. et soit f : M −→ A l’unique application linéaire telle que f (xi) = δi1. Il existe a ∈ A tel que
f (E) = Aa, car A est principal. On démontre le résultat par récurrence sur n.
 Supposons n = 1. Alors f est un isomorphisme et f induit un isomorphisme E ∼= Aa avec

a 6= 0, qui est donc libre de rang 1.
 Supposons n ≥ 2 et le résultat montré pour les modules libres de rang < n. Si a = 0, on

a E ⊂ Ker( f ) = Ax2 + · · · + Axn qui est un module libre de rang n − 1, et donc l’hypothèse de
récurrence donne le résultat. Supposons donc a 6= 0, c’est-à-dire E 6⊂ Ker( f ). Soit Q = E ∩ Ker( f ),
par hypothèse de récurrence c’est un module libre de rang ≤ n− 1, il admet donc une base e2, . . . , eq,
avec 2 ≤ q ≤ n. Soit e1 ∈ E \ {0} tel que f (e1) = a ( f (E) = Aa). Pour x ∈ E, on a f (x) = ba = f (be1),
donc x− be1 ∈ Ker( f ) ∩ E = Q, donc

E = Q + Ae1 = Ae1 + Ae2 + · · ·+ Aeq

Il reste donc à voir que la famille {e1, . . . , eq} est libre. Soient c1, . . . , cq ∈ A tels que c1e1 + · · ·+ cqeq =
0. Alors on a

−c1a = f (−c1.e1) = f (c2e2 + · · ·+ cqeq) = 0
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d’où c1 = 0, et l’indépendance linéaire de e2, . . . , eq permet de conclure. �

Le théorème de structure sera une conséquence du théorème suivant.

Théorème H.5 (de la base adaptée). Soient A un anneau euclidien, M un A-module libre de
rang fini, et N ⊂ M un sous-module. Il existe une base {e1, . . . , en} de M, un entier p ≤ n et
des élements a1, . . . , ap ∈ A tels que {a1.e1, . . . , ap.ep} soit une base de N et a1|a2| · · · |ap.

Preuve. Soit N un sous-module du A-module libre An. On sait par le théorème précédent que le
sous-module N de An est libre de rang s ≤ n, et nous voulons en fait montrer que l’on peut choisir
une base de N particulière.

Soit B = {e1, . . . , en} une base de An et soit G = {x1, . . . , xs} un système générateur de N. Pour
tout 1 6 i 6 s on peut écrire xi = ∑n

j=1 aijej avec aij ∈ A de manière unique.
Alors N est entièrement déterminé par le couple (B, R) où B est une base de An et R est la matrice

R = (aij)16i6s,16j6n.
Les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de R fournissent des matrices P ∈ GLs(A),

Q ∈ GLn(A) telles que
PRQ = diag(d1, . . . , ds)

avec d1 | . . . | ds dans A. Posons

e′j =
n

∑
k=1

(Q−1)jkek, ∀j ∈ {1, . . . , n}

x′i =
s

∑
l=1

Pilxl , ∀i ∈ {1, . . . , s}

Les matrices P et Q étant inversibles, il est clair que {e′1, . . . , e′n} est une nouvelle base de An et que
{x′1, . . . , x′s} est une nouvelle partie génératrice de N. On a, pour 1 ≤ i ≤ s,

x′i =
s

∑
l=1

Pilxl =
s

∑
l=1

n

∑
k=1

Pilalkek =
s

∑
l=1

n

∑
k=1

n

∑
j=1

PilalkQkje′j = die′i

(avec la convention di = 0 si i > n). Soit r le nombre de di non nuls : r 6 s 6 n. Dans cette nouvelle
base de An, les générateurs de N sont donnés par x′i = die′i. Donc N = 〈d1e′1, . . . , dre′r〉 (puisque les
autres générateurs sont nuls). Enfin, on voit facilement que {d1e′1, . . . , dre′r} est une famille libre (A
est intègre et les di sont non nuls pour 1 6 i 6 r) et donc une base de N comme annoncé. �

Remarque H.6. La démonstration précédente fournit non seulement l’existence de la base
adaptée, mais aussi un moyen de la construire (quand A est euclidien donc). On reprend les
données précédentes :

N est un sous-module du A-module libre An, B = {e1, . . . , en} est une base de An, G =
{x1, . . . , xs} est un système générateur de N avec xi = ∑n

j=1 aijej, R = (aij) ∈ Ms,n(A).
Les opérations sur les colonnes de R fournissent la base adaptée. Plus précisément, si

P ∈ GLs(A), Q ∈ GLn(A) sont les matrices telles que

PRQ = diag(d1, . . . , dt)

avec d1 | . . . | dt, la matrice Q est obtenue en appliquant les mêmes opérations sur les
colonnes à la matrice identité In. La base adaptée {e′1, . . . , e′n} est donnée par

e′j =
n

∑
k=1

(Q−1)jkek, ∀j ∈ {1, . . . , n}
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et pour trouver Q−1, il suffit d’appliquer en sens inverse les opérations inverses sur les
colonnes à la matrice In. Les coordonnées de la nouvelle base dans l’ancienne sont données
par les lignes de la matrice obtenue.

Exemple H.7. Soit M le groupe abélien libre Z3 de base { f1, f2, f3} et soit N le sous-module
engendré par g1, g2 et g3 avec g1 = −4 f1 − 6 f2 + 7 f3, g2 = 2 f1 + 2 f2 + 4 f3, g3 = 6 f1 + 6 f2 +
15 f3. Pour trouver une base adaptée, on étudie la matrice

R =

−4 −6 7
2 2 4
6 6 15


Grâce aux opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes suivantes : L1 ↔ L2; L2 →
L2 + 2L1; L3 → L3 − 3L1; C2 → C2 − C1; C3 → C3 − 2C1; L1 → L1 + L3; C3 → C3 − C1;
C3 ↔ C1; C3 → C3 − 2C1; L2 → L2 − 15L1; L3 → L3 − 3L1; L2 → −L2; C3 → C3 − 15C2;

L3 → −L3 (par exemple), on obtient D =

1 0 0
0 2 0
0 0 6

. Il existe donc une base B̃ = {ẽ1, ẽ2, ẽ3}

de M telle que {ẽ1, 2ẽ2, 6ẽ3} soit une base de N (et donc N est libre de rang 3).
Pour trouver la base B̃, on applique en sens inverse les opérations inverses sur les co-

lonnes à la matrice I3, pour obtenir la matrice Q−1 =

 2 2 7
15 16 45
1 1 3

, et donc ẽ1 = 2 f1 +

2 f2 + 7 f3, ẽ2 = 15 f1 + 16 f2 + 45 f3, ẽ3 = f1 + f2 + 3 f3.

Preuve du théorème de structure des modules de type fini. Soient A un anneau euclidien et M un
A-module de type fini. Montrons d’abord que M est isomorphe comme A-module à

⊕n
i=1 (A/(ai))

où les (ai) sont des idéaux de A tels que (ai) ⊃ (ai+1).
Puisque M est de type fini, on sait que c’est un quotient d’un module libre de type fini An. On a

donc un morphisme surjectif ϕ : An � M.
Ker ϕ est un sous-module de An, donc d’après le théorème de la base adaptée, il existe une base

{e1, . . . , en} de An et une base
{

a1e1, . . . , aqeq
}

de Ker ϕ avec a1 | a2 | . . . | aq. On pose ai = 0 pour
q 6 i 6 n. L’application A-linéaire surjective

An −→ A/(a1)⊕ · · · ⊕ A/(an)
n

∑
i=1

bi · ei 7−→ (b1, . . . , bn)

a alors Ker(ϕ) pour noyau, et donc M ∼= An/Ker(ϕ) ∼=
⊕n

i=1 (A/(ai)), avec les ai comme annoncé.
Soit r le nombre de ai qui sont nuls, donc (an) = . . . = (an−r+1) = {0} et donc pour n− r < i 6 n

on a A/(ai) = A. De plus, si ai est inversible, (ai) = A donc A/(ai) = {0} et on peut donc l’ignorer
dans la décomposition. Quitte à renuméroter les ai on suppose donc que a1 (et donc tous les ai non
nuls, soit jusqu’à aq) n’est pas inversible. Donc M ∼=

⊕q
i=1 A/(ai)⊕ Ar.

Notons que puisque nous avons une méthode effective pour la construction d’une base
adaptée, la démonstration du théorème de structure donne aussi une méthode effective pour
déterminer les facteurs invariants d’un module de type fini (répétons-le, nous n’avons pas
démontré que les facteurs invariants déterminent uniquement le module) :
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Méthode pour déterminer les facteurs invariants d’un A-module de type fini M

1. On fixe une application A-linéaire surjective ϕ : An → M, et on choisit une base
{e1, . . . , en} de An.

2. On détermine une famille de générateurs x1, . . . , xs de Ker(ϕ), que l’on écrit

xi =
n

∑
j=1

aijej, pour une matrice R = (aij) ∈ Ms,n(A)

et on appelle R la matrice des relations de M relativement à la base {e1, . . . , en}.
3. On détermine les facteurs invariants de la matrice R, pour obtenir P ∈ GLs(A), Q ∈

GLn(A) telles que
PRQ = diag(d1, . . . , dt)

avec d1 | . . . | dt et t = min(s, n). Les facteurs invariants de M sont alors les di non nuls
et non inversibles.

Exemple H.8. Soit G est le quotient du groupe abélien libre Z3 de base { f1, f2, f3} par le
sous-module N engendré par g1, g2 et g3 avec g1 = −4 f1 − 6 f2 + 7 f3, g2 = 2 f1 + 2 f2 + 4 f3,
g3 = 6 f1 + 6 f2 + 15 f3.

On veut décrire G comme une somme directe de groupes monogènes.
On a vu qu’il existe une base B̃ = {ẽ1, ẽ2, ẽ3} de M telle que {ẽ1, 2ẽ2, 6ẽ3} soit une base de

N. Donc
G = Z3/N ∼= Z/1Z⊕Z/2Z⊕Z/6Z ∼= Z/2Z⊕Z/6Z.

En utilisant une version évidente du théorème chinois pour les modules, on peut démon-
trer une autre forme du théorème de structure pour les modules de type fini sur un anneau
euclidien.

Théorème H.9 (structure des modules de type fini sur un anneau euclidien, version divi-
seurs élémentaires). Soient A un anneau euclidien et M un A-module de type fini. On a un
isomorphisme de A-modules

M ∼= An ⊕ A/(pm1
1 )⊕ · · · ⊕ A/(pms

s )

pour n, s ∈ N, et p1, . . . , ps des irréductibles de A (non nécessairement deux à deux dis-
tincts).

Là-aussi, la donnée précédente (n, pm1
1 , . . . , pms

s ) détermine uniquement le module M, à
multiplication par des inversibles près pour les irréductibles, et à l’ordre près. Les éléments
pm1

1 , . . . , pms
s sont appelés les diviseurs élémentaires de M.
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IV Formes sesquilinéaires hermitiennes

Dans ce chapitre, on étudie une généralisation naturelle et utile des formes bilinéaires
symétriques : les formes sesquilinéaires hermitiennes.

A Notations et conventions

Le cadre est le suivant : on se donne un corps commutatif K, de caractéristique différente
de 2, muni d’un automorphisme σ vérifiant σ2 = idK. Deux cas se présentent :

1. σ = idK ;
2. σ 6= idK. Alors k = {λ ∈ k | σ(λ) = λ} est un sous-corps de K, l’extension de corps

k ⊂ K est de degré 2, et K contient un élément α tel que α 6∈ k, α2 ∈ k et {1, α} est une
k-base de K (on a alors σ(α) = −α).

L’exemple que nous avons en vue est bien sûr K = C et σ la conjugaison complexe.
On peut également prendre K un sous-corps de C stable par conjugaison, ou un corps fini

K = Fpn avec n ≥ 2 pair. Ce corps possède un unique automorphisme d’ordre 2, x 7→ xp
n
2 ,

avec k = F
p

n
2
.

Dans la suite V est un K-espace vectoriel de dimension finie. On utilisera l’espace vecto-
riel Vσ, défini de la manière suivante.

1. En tant que groupe abélien, Vσ = V. Les éléments de Vσ sont notés [v], v ∈ V.
2. La loi externe sur Vσ est définie par λ[v] = [σ(λ)v], λ ∈ k, v ∈ V.

On vérifie sans problème que Vσ est bien un K-espace vectoriel, et que si e1, . . . , en est une
base de V, alors [e1], . . . , [en] est une base de Vσ. Pour une partie S de V, il est clair que S est
un sous-espace vectoriel de V si et seulement si S est un sous-espace vectoriel de Vσ.

B Généralités sur les formes sesquilinéaires

Définition B.1. Une forme σ-sesquilinéaire sur V est une application b : V ×V −→ K linéaire
en la première variable et σ-semi-linéaire en la deuxième variable, c’est-à-dire telle que

b(u + v, w) = b(u, w) + b(v, w), b(λu, w) = λb(u, w)

b(u, v + w) = b(u, v) + b(u, w), b(u, λw) = σ(λ)b(u, w)

∀u, v, w ∈ V, ∀λ ∈ K.

Bien sûr, lorsque σ = idK, une forme σ-sesquilinéaire sur V est une forme bilinéaire.

Définition B.2. Soit b une forme σ-sesquilinéaire sur V et soit B = {e1, . . . , en} une base de V. Po-
sons bij = b(ei, ej). La matrice MB(b) = (bij) ∈ Mn(K) est appelée la matrice de b relativement
à la base B.
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Le résultat suivant montre qu’une forme σ-sesquilinéaire est entièrement déterminée par
sa matrice dans une base. La preuve est un simple calcul laissé en exercice.

Proposition B.3. Soit b une forme σ-sesquilinéaire sur V, soit B = {e1, . . . , en} une base de
V, et soit MB(b) = (bij) la matrice de b relativement à la base B. On a

b

(
n

∑
i=1

λiei,
n

∑
i=1

µiei

)
=

n

∑
i,j=1

λiσ(µj)bij = (λ1, . . . , λn) ·MB(b) · t(σ(µ1), . . . , σ(µn))

Réciproquement, si M = (mij) ∈ Mn(K), il existe une unique forme σ-sesquilinéaire b sur V
telle que MB(b) = M, c’est-à-dire b(ei, ej) = mij, ∀i, j.

La matrice d’une forme σ-sesquilinéaire dans une base dépend du choix de la base. La
preuve du résultat suivant, est une vérification directe, laissée en exercice.

Proposition B.4. Soit b une forme σ-sesquilinéaire sur V, et soient B = {e1, . . . , en} et B′ =
{e′1, . . . , e′n} des bases de V. On a

MB′(b) = tDMB(b)Dσ

où D = (dij) ∈ GLn(K) est la matrice définie par e′i = ∑n
j=1 djiej, ∀i, et Dσ = (σ(dij)).

Définition-Proposition B.5. Soit b : V × V −→ K une forme σ-sesquilinéaire. Le rang de b
est la rang de la matrice de b relativement à une base de V. Il ne dépend pas du choix de la
base de V.
On dit que b est non dégénérée lorsque rang(b) = dim(V), c’est-à-dire lorsque la matrice
de b est inversible.

Le résultat se montre grâce la proposition B.4, mais on peut aussi le montrer grâce à la
construction importante suivante.

Proposition B.6. Soit b : V ×V −→ K une forme σ-sesquilinéaire et soit

Ψb : Vσ −→ V∗

[v] 7−→ Ψb([v]) = b(−, v), Ψb([v])(w) = B(w, v)

Alors Ψb est une application linéaire et rang(b) = dim(Im(Ψb)). En particulier b est non
dégénérée si et seulement Ψb est un isomorphisme.

Démonstration. La linéarité de Ψb est une vérification facile. Si B = {e1, . . . , en} est une base de V, de
base duale B∗ = {e∗1 , . . . , e∗n}, on a Ψb([ei]) = ∑n

j=1 bjie∗j pour tout i. La matrice de Ψb relativement aux
bases B et B∗ est donc MB(b), d’où le résultat.

On ne considère désormais que des formes sesquilinéaires hermitiennes. La définition
est la suivante.
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Proposition B.7. On dit qu’une forme σ-sesquilinéaire b : V ×V −→ K est hermitienne si

∀u, v ∈ V, b(u, v) = σ(b(v, u))

Une matrice A = (aij) ∈ Mn(K) est dite hermitienne si tAσ
= A, c’est-à-dire si aij =

σ(aji) pour tous i, j. On voit facilement qu’une forme σ-sesquilinéaire est hermitienne si et
seulement si sa matrice dans une base est hermitienne.

C Orthogonalité

Définition C.1. Soit b : V × V −→ K une forme σ-sesquilinéaire hermitienne. On dit que deux
vecteurs u, v ∈ V sont b-orthogonaux (ou simplement orthogonaux s’il n’y a pas d’ambiguïté) si
b(u, v) = 0. Une famille de vecteurs S est dite orthogonale si les vecteurs dans de S sont deux à deux
orthogonaux, elle est dite orthonormée si elle est orthogonale et si b(u, u) = 1 pour tout u ∈ S.

Proposition C.2. Soit b : V × V −→ k une forme σ-sesquilinéaire hermitienne, et soit S ⊂
V une famille orthogonale telle que b(u, u) 6= 0 pour tout u ∈ S. Alors la famille S est
linéairement indépendante.

Démonstration. Soient v1, . . . , vn ∈ S et λ1, . . . , λn ∈ K tels que ∑n
i=1 λivi = 0. Pour tout i on a

0 = b(
n

∑
j=1

λjvj, vi) =
n

∑
j=0

λjb(vj, vi) = λib(vi, vi)

d’où λi = 0 et le résultat.

Définition C.3. Soit b une forme σ-sesquilinéaire hermitienne sur V. Si S est une partie de V, le
b-orthogonal de S (ou l’orthogonal de S pour b) est le sous-ensemble

S⊥b := {u ∈ V | ∀v ∈ S, b(u, v) = 0}

On le note S⊥ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté.

Les propriétes suivantes sont des vérifications immédiates.

Proposition C.4. Soit b une forme bilinéaire σ-sesquilinéaire hermitienne sur V et soit S une
partie de V.

1. S⊥ est un sous-espace vectoriel de V, et S ⊂ (S⊥)⊥.

2. Si S ⊆ T, alors T⊥ ⊆ S⊥.

3. Si S = W un sous-espace vectoriel de V et {e1, . . . , er} est une base de W, alors

W⊥ = {u ∈ V | ∀i = 1, . . . r, b(u, ei) = 0}

Le résultat suivant est fondamental.
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Théorème C.5. Soit b : V ×V −→ K une forme σ-sesquilinéaire hermitienne, et soit W ⊂ V
un sous-espace vectoriel.

1. Si b est non dégénérée, alors dim(V) = dim(W) + dim(W⊥), et W = (W⊥)⊥.

2. Si W ∩W⊥ = (0), alors V = W ⊕W⊥.

Démonstration. On suppose d’abord b non dégénérée. L’application linéaire

Vσ −→W∗

[v] 7−→ b(−, v)|W

est surjective car b est non dégénérée (si f ∈ W∗, on peut prolonger f à V∗). Le noyau est {[w], w ∈
W⊥}, donc le théorème du rang donne dim(V) = dim(W) + dim(W⊥), comme annoncé. On a alors
aussi dim(V) = dim(W⊥) + dim((W⊥)⊥), et donc comme W ⊂ (W⊥)⊥, on a bien W = (W⊥)⊥.

L’application linéaire

Wσ −→W∗

[w] 7−→ b(−, w)|W

a pour noyau Wσ ∩ {[w], w ∈ W⊥} = (W ∩W⊥)σ. Si cet espace est nul, cette application linéaire est
injective et est donc un isomorphisme (la restriction de b à W est donc non-dégénérée). En particu-
lier la première application linéaire Vσ → W∗ est surjective, et le théorème du rang donne donc à
nouveau dim(V) = dim(W) + dim(W⊥), et ainsi dim(V) = dim(W + W⊥), d’où V = W + W⊥ et le
résultat annoncé.

Proposition C.6. Soit b : V × V −→ K une forme σ-sesquilinéaire hermitienne non nulle.
Alors il existe v ∈ V tel que b(v, v) 6= 0.

Démonstration. Supposons b(v, v) = 0 pour tout v ∈ V. Alors pour tous u, v ∈ V, on a 0 = b(u +
v, u + v) = b(u, u) + b(v, v) + b(u, v) + σ(b(u, v)) = b(u, v) + σ(b(u, v)) ⇒ σ(b(u, v)) = −b(u, v). Si
on avait b 6= 0, il existerait u, v ∈ V tels que b(u, v) = 1, contradiction.

On peut maintenant montrer l’existence d’un base orthogonale pour une forme sesquili-
néaire hermitienne quelconque.

Théorème C.7. Soit b : V × V −→ K une forme σ-sesquilinéaire hermitienne. Alors V pos-
sède une base orthogonale pour b. Il existe donc une base de V dans laquelle la matrice de b
soit diagonale 

b1 0 0

0 . . . 0
br

0 0 0n−r


où tous les bi sont non nuls et r = rang(b).

Démonstration. On procède par récurrence sur n = dim(V). Si n = 1 le résultat est évident. Suppo-
sons que n > 1 et le résultat montré pour les formes σ-sesquilinéaires hermitiennes sur les espaces
de dimension < n. Supposons b 6= 0, sinon le résultat est évident. Soit v ∈ V tel que b(v, v) 6= 0
(proposition précédente), et soit W = Kv. On a W ∩W⊥ = (0), donc V = W ⊕W⊥ par le théorème
C.5. On a dim(W⊥) = n− 1, donc par hypothèse de récurrence il existe une base b-orthogonale B de
W⊥, et ainsi {v} ∪ B est une base b-orthogonale de V. En ordonnant cette base de manière adéquate,
on obtient la forme demandée pour la matrice de b dans cette base, et il est clair que l’entier r est le
rang de b.
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Remarque C.8. Il résulte du théorème que si b : V × V −→ K est une forme sesquilinéaire
hermitienne, il existe un sous-espace E ⊂ V tel que V = V⊥ ⊕ E (cette somme directe étant
b-orthogonale) et dim(E) = rang(b).

Si on fait des hypothèses supplémentaires sur K, on peut obtenir des résultats plus précis.
On ne va poursuivre plus loin dans cette voie en général, et se concentrer sur les deux cas
suivants.

1. (K, σ) = (R, idR) ;
2. (K, σ) = (C, ·), où · est la conjugaison complexe, avec alors k = R.

Dans ces deux cas, un produit scalaire sur un K-espace vectoriel V est une application σ-
sesquilinéaire hermitienne 〈, 〉 : V ×V → K telle que ∀v ∈ V, v 6= 0, on a 〈v, v〉 > 0.

Les résultats précédents (théorèmes C.7 et C.5) permettent de montrer :

Théorème C.9. Supposons que (K, σ) = (R, idR) ou (K, σ) = (C, ·), et soit 〈, 〉 : V ×V → K
un produit scalaire.

• ll existe un base orthonormée pour 〈, 〉 .

• Pour tout sous-espace W ⊂ V, on a V = W ⊕W⊥ .

• Il existe, pour tout opérateur u ∈ EndK(V), un unique opérateur u∗ ∈ EndK(V), appelé
l’adjoint de u, satisfaisant à 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉, ∀x, y ∈ V.

Démonstration. Il existe, par le théorème C.7, une base {e1, . . . , en} de V dans laquelle la matrice de
〈, 〉 est 

b1 0 0

0
. . . 0

br
0 0 0n−r


où tous les bi sont non nuls et r = rang(b). Comme 〈, 〉 est un produit scalaire, on a r = dim(V) et les
bi sont strictement positifs. La base { 1√

b1
e1, . . . , 1√

bn
en} est alors une base orthonormée pour 〈, 〉.

Si W ⊂ V est un sous-espace, il est clair que W ∩W⊥ = {0} puisque pour v 6= 0, on a 〈v, v〉 > 0.
Donc la deuxième assertion est une conséquence du théorème C.5.

La dernière assertion se montre grâce à la proposition B.6, ou de la manière suivante. Si B =
{e1, . . . , en} est une base orthonormée, soit M = (aij) la matrice de u dans cette base. Considérons
la matrice M∗ = t(Mσ)) = (σ(aji)), et soit u∗ l’endomorphisme de V dont la matrice dans la base B
est M∗. On vérifie sans difficulté que u∗ vérifie les conditions de l’énoncé, et est le seul tel endomor-
phisme de V.

Remarque C.10. Avec les notations précédentes, on a, pour tous u, v ∈ EndK(V) et tout
λ ∈ K,

u∗∗ = u, (λu)∗ = σ(λ)u∗, (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗, (u + v)∗ = u∗ + v∗.

D Le théorème spectral complexe

Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension finie (on dit aussi que H est un
espace hermitien), c’est-à-dire que H est muni d’un produit scalaire : 〈, 〉 : H×H −→ C, (〈, 〉
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est semi-linéaire en la deuxième variable).
Rappelons qu’à tout opérateur u ∈ EndC(H), nous avons dans le paragraphe précédent

associé l’opérateur adjoint u∗.

Définition D.1. Un opérateur u ∈ EndC(H) est dit
1. normal si u ◦ u∗ = u∗ ◦ u ;
2. hermitien (ou auto-adjoint) si u∗ = u ;
3. unitaire si u∗ ◦ u = idH = u ◦ u∗. On note U(H) l’ensemble des opérateurs unitaires sur H.

C’est un sous-groupe de GL(H), appelé le groupe unitaire de H. Le groupe spécial unitaire
de H, noté SU(H), est défini par SU(H) = SL(H) ∩U(H).

Pour u ∈ EndC(H), comme H est de dimension finie, on a u ∈ U(H) ⇐⇒ u∗ ◦ u =
IdH ⇐⇒ u ◦ u∗ = IdH. On a diverses caractérisations des opérateurs unitaires.

Proposition D.2. Soit u ∈ EndC(H). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u ∈ U(H).

2. ∀x, y ∈ H, on a 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉.
3. Pour toute base orthonormée (e1, . . . , en) de H, alors (u(e1), . . . , u(en)) est une base

orthonormée de H.

4. Il existe une base orthonormée (e1, . . . , en) de H telle que (u(e1), . . . , u(en)) est une base
orthonormée de H.

Démonstration. (1)⇒ (2). Soient u ∈ U(H) et x, y ∈ H. Alors 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, u∗(u(y))〉 = 〈x, y〉.
(2)⇒ (3). On a 〈u(ei), u(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij, et ainsi (u(e1), . . . , u(en)) est une base orthonormée de H.
(3)⇒ (4) : immédiat.
(4)⇒ (2). Soient x = ∑i λiei et y = ∑i µiei ∈ H. On a 〈u(x), u(y)〉 = ∑i,j λiµj〈u(ei), u(ej)〉 = ∑i λiµi =
〈x, y〉.
(2)⇒ (1). Soient x, y ∈ H. On a 〈x, u∗ ◦ u(y)− y〉 = 〈x, u∗(u(y))〉 − 〈x, y〉 = 〈u(x), u(y)〉 − 〈x, y〉 = 0.
Donc puisque 〈, 〉 est un produit scalaire sur H, on a u∗ ◦ u = IdH.

Fixons une base orthonormée de H. Si A est la matrice d’un opérateur u dans cette base,
alors la matrice de u∗ dans cette base est la matrice adjointe A∗ = tĀ = (aji).

L’opérateur u est normal si et seulement si AA∗ = A∗A ; est hermitien si et seulement si
A∗ = A ; est unitaire si et seulement si A∗A = In = AA∗. Ce langage se transmet donc aux
matrices. On définit ainsi les groupes unitaires et spéciaux unitaires

U(n) = {A ∈ Mn(C) | A∗A = In = AA∗}, SU(n) = SLn(C) ∩U(n),

qui s’identifient aux groupes unitaires de l’espace de Hilbert Cn avec son produit scalaire
canonique (i.e. l’unique produit scalaire tel que la base canonique soit orthonormée).

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel, on note Sp(u) l’ensemble de ses va-
leurs propres.

Théorème D.3 (Théorème spectral complexe). Soit u ∈ EndC(H).

1. Si u est normal, alors u est diagonalisable dans un base orthonormée de H.

2. Si u est hermitien, alors Sp(u) ⊂ R et u est diagonalisable dans une base orthonormée
de H.

3. Si u est unitaire, alors Sp(u) ⊂ S1 et u est diagonalisable dans un base orthonormée de
H.
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On aura besoin de deux lemmes.

Lemme D.4. Soit E un espace vectoriel (sur un corps quelconque K) et soient u, v ∈
EndK(E). Soit λ ∈ K une valeur propre de u et soit Eλ = {x ∈ E | u(x) = λx} le sous-
espace propre associé. Si u ◦ v = v ◦ u, alors on a v(Eλ) ⊂ Eλ.

Preuve. Soit x ∈ Eλ. On a u(v(x)) = v(u(x)) = λv(x), donc v(x) ∈ Eλ.

Lemme D.5. Soit u ∈ EndC(H). Soit V ⊂ H un sous-espace tel que u(V) ⊂ V et u∗(V) ⊂ V.
Alors u(V⊥) ⊂ V⊥ et u∗(V⊥) ⊂ V⊥.

Preuve. Rappelons que V⊥ = {x ∈ H | 〈x, v〉 = 0 = 〈v, x〉, ∀v ∈ V} et que H = V ⊕ V⊥. Soient
x ∈ V⊥ et v ∈ V. On a 〈u(x), v〉 = 〈x, u∗(v)〉 = 0 car u∗(V) ⊂ V, donc u(V⊥) ⊂ V⊥. De même on
montre que u∗(V⊥) ⊂ V⊥.

Démonstration du théorème spectral. 1. On démontre le résultat par récurrence sur n = dim(H). Si
n = 1, le résultat est vrai, supposons donc le résultat montré pour les espaces de Hilbert de dimension
≤ n et soit H un espace de Hilbert de dimension n + 1. Soit u ∈ EndC(H) un opérateur normal. Si
u est une homothétie, le résultat est vrai. Sinon soit λ une valeur propre de H, avec Eλ $ H, donc
dim(Eλ) < n + 1 (et dim(E⊥λ ) < n + 1). Puisque u∗ commute avec u, on a u∗(Eλ) ⊂ Eλ par le premier
lemme. Par le deuxième lemme on a donc aussi u(E⊥λ ) ⊂ E⊥λ . L’hypothèse de récurrence fournit donc
des bases orthonormées de Eλ et E⊥λ dans lesquelles les restrictions de u sont diagonalisables, et la
réunion de ces bases orthonormées est une base orthonormée de H (H = Eλ ⊕ E⊥λ ) dans laquelle u
est diagonalisable.
2. Si u est hermitien, il est normal, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Si x est vecteur
propre pour une valeur propre λ de u, on a λ||x||2 = 〈u(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 = λ||x||2, donc λ ∈ R et
Sp(u) ⊂ R.
3. Si u est unitaire, il est normal, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Si x est vecteur
propre pour une valeur propre λ de u, on a ||x||2 = 〈u(x), u(x)〉 = |λ|2||x||2, donc |λ| = 1 et
Sp(u) ⊂ S1.

Au niveau matriciel, le théorème spectral se traduit ainsi :

Théorème D.6 (Théorème spectral matriciel complexe). Soit A ∈ Mn(C).

1. Si A est normale, c’est-à-dire si A∗A = A∗A, alors il existe U ∈ U(n) et λ1, . . . , λn ∈ C

tels que
A = Udiag(λ1, . . . , λn)U−1.

2. Si A est auto-adjointe, c’est-à-dire si A∗ = A, alors il existe U ∈ U(n) et λ1, . . . , λn ∈ R

tels que
A = Udiag(λ1, . . . , λn)U−1.

3. Si A est unitaire, c’est-à-dire si A∗A = In = A∗A, alors il existe U ∈ U(n) et
λ1, . . . , λn ∈ R tels que

A = Udiag(eiλ1 , . . . , eiλn)U−1.

Démonstration. On identifie Mn(C) et End(Cn), ainsi la matrice A est vue comme une application
linéaire sur l’espace de Hilbert Cn. Si A est normale, elle est diagonalisable dans une base orthonor-
mée, donc il existe U ∈ U(n) et λ1, . . . , λn ∈ C tels que A = Udiag(λ1, . . . , λn)U−1, la matrice U étant
unitaire puisque c’est la matrice de passage d’une base orthonormée (la base canonique) à une autre
base orthonormée. Les assertions 2 et 3 sont alors des conséquences de la première et du théorème
spectral.
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V Représentations linéaires des groupes
finis

A Introduction

Dans ce chapitre on étudie les représentations linéaires des groupes finis, qui sont les
modules sur l’algèbre du groupe C[G]. On n’utilisera pas (ou peu) la langage des modules,
ce qui rend ce chapitre essentiellement indépendant des précédents (à la construction de
l’algèbre du groupe près).

On a en vue deux applications. La première concerne la structure de l’algèbre d’un
groupe fini. Rappelons que si G est un groupe, l’algèbre du groupe G, notée C[G], est l’es-
pace vectoriel des fonctions à support fini G −→ C (de base {eg, g ∈ G}), muni du produit
défini par eg ∗ eh = egh, ∀g, h ∈ G.

Théorème A.1. Soit G un groupe fini. On a un isomorphisme d’algèbres

C[G] ∼=
r

∏
i=1
Mni(C)

où r est le nombre de classes de conjugaison de G et n1, . . . , nr ∈N∗.

Ce résultat, assez surprenant au premier abord, est une conséquence de la théorie des re-
présentations linéaires de G. La deuxième application est une application interne à la théorie
des groupes.

Théorème A.2 (Théorème "pq" de Burnside). Soient p et q des nombres premiers. Soit G un
groupe d’ordre pαqβ où α, β ∈N vérifient α + β ≥ 2. Alors le groupe G n’est pas simple.

B Définitions

Le corps de base est K = C. On considère un groupe G.

Définition B.1. Une représentation linéaire de G est un couple (V, πV) où V est un espace
vectoriel de dimension finie et où πV : G −→ GL(V) est un morphisme de groupes.

Remarques. 1. On peut aussi définir des représentations linéaires avec un corps de base K
quelconque, ainsi que sur des espaces vectoriels de dimension infinie. Nous limiterons au
cadre de la définition.
2. Si G est un sous-groupe de GL(V), alors (V, i), où i est l’injection G ↪→ GL(V) est une
représentation linéaire de G.

47



3. Soit π : G −→ GLn(C) un morphisme de groupes. En identifiant GLn(C) et GL(Cn), on a
une représentation linéaire (π, Cn) de G.
4. Si (V, πV) est une représentation de G, alors le morphisme de groupes πV : G −→ GL(V)
induit un morphisme d’algèbres π̃V : C[G] −→ EndC(V) et donc une structure de C[G]-
module sur V. Réciproquement un tel morphisme d’algèbres induit, par restriction à G, une
représentation linéaire de G. La théorie des représentations linéaires d’un groupe G est donc
la même que celle des C[G]-modules. Dans la suite on n’utilisera pas le langage des modules.
5. Si (V, πV) est une représentation de G et G est fini, alors pour tout g ∈ G, πV(g) est
diagonalisable. En effet, on a πV(g)|G| = idV , donc le polynôme minimal de πV(g), qui
divise X|G| − 1, est (scindé) à racines simples.

Définition B.2. Un G-espace est un espace vectoriel de dimension finie V muni d’une opération de
G sur V

G×V −→ V
(g, v) 7−→ g.v

telle que ∀g ∈ G, ∀v1, v2 ∈ V, ∀λ ∈ C,

g.(v1 + v2) = g.v1 + g.v2, g.(λv) = λ(g.v).

Proposition B.3. Les notions de G-espace et de représentation linéaire de G sont équiva-
lentes.
Si V est un G-espace, on obtient un morphisme de groupe

πV : G −→ GL(V)

g 7−→ πV(g), πV(g)(v) = g.v, ∀v ∈ V

Réciproquement si (V, πV) est une représentation linéaire de G, alors on définit sur V une
structure de G-espace en posant

G×V −→ V
(g, v) 7−→ g.v := πV(g)(v)

Preuve. Si V est un G-espace, on a en particulier une opération de G sur V, et donc le morphisme de
groupes annoncé πV : G −→ SV dans le groupe symétrique de G. Alors pour tout g ∈ G, l’application
πV est linéaire par les axiomes de G-espace, donc est un élément de GL(V).

Réciproquement si (V, πV) est une représentation linéaire de G, on vérifie sans difficulté que la
formule donnée muni V d’une structure de G-espace. �

On a donc deux notions équivalentes, que l’on utilisera de façon interchangeable suivant
les situations. Plus simplement on dira que V est une représentation de G, ce qui signifie
que V est un G-espace avec l’opération associée, et que l’on s’est donné le morphisme de
groupes correspondant πV : G −→ GL(V).

Définition B.4. Soient V et W des représentations de G. Un morphisme de représentations de
V dans W, ou un G-morphisme, est une application linéaire f : V −→W telle que

∀g ∈ G, ∀v ∈ V, f (g.v) = g. f (v).
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L’ensemble des morphismes de morphismes de représentations de V dans W est noté HomG(V, W).
C’est un sous-espace vectoriel de Hom(V, W) (exercice).

Remarque. Au niveau des morphismes de groupes πV : G −→ GL(V) et πW : G −→
GL(W), dire que f est un morphisme entre V et W signifie que ∀g ∈ G, on f ◦ πV(g) =
πW(g) ◦ f , c’est-à-dire que les diagrammes suivants sont commutatifs :

V
f−−−→ W

πV(g)
y yπW(g)

V
f−−−→ W

On vérifie sans difficulté que la composée de deux G-morphismes est encore un G-
morphisme. Un isomorphisme de représentations, ou G-isomorphisme est un morphisme
de représentations qui est bijectif. L’inverse est alors aussi un morphisme de représentations
(vérifier).

Définition B.5. La dimension d’une représentation est la dimension de l’espace vectoriel sous-
jacent.

Il est clair que deux représentations isomorphes ont même dimension.

Définition B.6. Soit (V, πV) une représentation de G. Le caractère de V est la fonction χV :
G −→ C définie par

χV(g) = Tr(πV(g)), ∀g ∈ G.

On dit qu’une fonction χ : G −→ C est un caractère si χ est le caractère d’une représentation de G.

On verra que, de manière un peu surprenante, une représentation linéaire est entière-
ment déterminée par son caractère.

Définition B.7. Soit V une représentation de G et soit W ⊂ V un sous-espace. On dit que W est
une sous-représentation de V si ∀g ∈ G, ∀w ∈W, on a g.w ∈W.

Il est clair qu’une sous-représentation est elle-même une représentation de G.

Définition B.8. Soit V une représentation de G. On dit que V est irréductible si V 6= {0} et si les
seules sous-représentations de V sont {0} et V.

On définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des représentations de G en posant
V ∼W si V et W sont isomorphes. On notera Irr(G) l’ensemble des classes d’isomorphismes
de représentations irréductibles. Pour une représentation V de G, on notera [V] sa classe
d’isomorphisme.

L’objectif des paragraphes qui suivent est de décrire la structure des représentations d’un
groupe fini.
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C Constructions et exemples de représentations

On considère toujours un groupe G.

C.1 Représentations de dimension un

Rappelons que le groupe dual de G, noté Ĝ, est l’ensemble des morphismes de groupes
G −→ C∗, muni de la loi

Ĝ× Ĝ −→ Ĝ
(φ, ψ) 7−→ φ.ψ, φ.ψ(x) = φ(x)ψ(x), ∀x ∈ G,

L’élément neutre est le morphisme trivial I : G −→ C∗, g 7−→ 1, et il est clair que le groupe
Ĝ est abélien.

Les observations suivantes sont immédiates.

• Les représentations de dimension 1 de G correspondent exactement aux morphismes de
groupes π : G −→ C∗. En effet, si V est un espace vectoriel de dimension un, le groupe
GL(V) s’identifie à C∗, ainsi un morphisme de groupes G −→ GL(V) est exactement
un morphisme de groupes G −→ C∗. Réciproquement un élément de Ĝ détermine uni-
quement une représentation de dimension 1 de G. La représentation correspondant au
morphisme trivial I est appelée la représentation triviale de G.

• Une représentation de dimension 1 est nécessairement irréductible, puisque les seuls
sous-espaces d’un espace de dimension 1 sont {0} et lui-même.

• Deux représentations de dimension 1 π, χ : G −→ C∗ sont isomorphes si et seulement si
π = χ.

Ainsi l’étude des représentations de dimension 1 de G est exactement l’étude du groupe
Ĝ, avec le résultat suivant dans le cas abélien.

Théorème C.1. Si G est un groupe fini abélien, alors les groupes G et Ĝ sont isomorphes.

Preuve. Il y a deux approches pour montrer ce théorème. La première, que nous allons suivre car
elle est plus rapide au vu des outils dont nous disposons déjà, utilise la structure des groupes finis
abéliens (un groupe abélien fini est isomorphe à un produit directe de groupes cycliques), qui est
un cas particulier du théorème H.1. La deuxième approche est plus directe, basée sur un lemme de
prolongement, et a l’avantage de pouvoir permettre de montrer en retour le théorème de structure
des groupes finis abéliens.

Etape 1. Supposons d’abord que G = Cn = 〈x〉 est cyclique d’ordre n. Pour toute racine n-ième
de l’unité ω ∈ µn, on a un unique morphisme de groupes φω : G −→ µn tel que φω(x) = ω. Cela
donne une application µn −→ Ĝ, ω 7−→ φω qui est un morphisme de groupes, injectif car x engendre
G. Réciproquement, si φ ∈ Ĝ, on a φ(x)n = φ(xn) = φ(1) = 1, donc φ(x) ∈ µn. Puisque x engendre
G, on en déduit que φ = φω pour ω = φ(x). Ainsi on a un isomorphisme µn ∼= Ĝ, et µn étant lui
même un groupe cyclique (engendré par exemple par e

2iπ
n ), on a bien l’isomorphisme annoncé.

Etape 2. Soient G et H des groupes. Alors on a Ĝ× H ∼= Ĝ× Ĥ. En effet on vérifie que l’applica-
tion

θ : Ĝ× H −→ Ĝ× Ĥ
φ 7−→ (φ ◦ i1, φ ◦ i2),
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où i1 : G → G× H, g 7→ (g, 1) et i2 : H → G× H, h 7→ (1, h), désignent les injections respectives, est
un isomorphisme de groupes.

Etape 3. On peut conclure en utilisant le théorème de structure des groupes finis abéliens : tout
groupe abélien fini est isomorphe à un produit de groupes cycliques, donc les étapes 1 et 2 donnent
le résultat. �.

Corollaire C.2. Si G est un groupe fini, alors |Ĝ| divise |G|.

Preuve. On vérifie que les groupes Ĝ et ̂G/D(G) sont isomorphes, où D(G) est le groupe dérivé de G.

Le groupe G/D(G) est abélien, donc le théorème assure que | ̂G/D(G)| = |G/D(G)|, d’où le résultat
en utilisant le théorème de Lagrange. �

Exercice. Soit n ≥ 2. Montrer que Ŝn = {I, ε}, et si n ≥ 5, alors Ân = {I}.

C.2 Représentations de permutation

Soit X un ensemble fini. On note CX le C-espace vectoriel de applications X −→ C. Pour
x ∈ X, on note ex la fonction indicatrice de l’ensemble {x} : ex(x) = 1 et ex(y) = 0 si y 6= x.
L’ensemble (ex)x∈X est une base de CX (si ϕ ∈ CX, on a ϕ = ∑x∈X ϕ(x)ex).

Proposition C.3. Supposons que G opère sur un ensemble fini X. Alors l’application sui-
vante munit CX d’une structure de G-espace

G×CX −→ CX

(g, ϕ) 7−→ g.ϕ, g.ϕ(x) = ϕ(g−1.x), ∀x ∈ X.

Pour g ∈ G et x ∈ X, on a g.ex = eg.x.

Preuve. On doit tout d’abord vérifier que l’on a bien une opération. Soit ϕ ∈ CX et x ∈ X. On a
1.ϕ(x) = ϕ(1.x) = ϕ(x), d’où 1.ϕ = ϕ. Soient g, h ∈ G. Alors

(gh).ϕ(x) = ϕ((gh)−1.x) = ϕ((h−1g−1).x) = ϕ(h−1.(g−1.x)) = h.ϕ(g−1.x) = g.(h.ϕ)(x)

donc (gh).ϕ = g.(h.ϕ) et on a bien une opération. Il reste à voir que cette opération est linéaire. Soient
ϕ, ψ ∈ CX et λ ∈ C. On a

g.(ϕ + λψ)(x) = (ϕ + λψ)(g−1.x) = ϕ(g−1.x) + λψ(g−1.x) = g.ϕ(x) + λ(g.ψ)(x),

donc g.(ϕ + λψ) = g.ϕ + λg.ψ est CX est bien un G-espace.
Pour x, y ∈ X et g ∈ G, on a g.ex(y) = ex(g−1.y) = 1 si x = g−1.y, c’est-à-dire si y = g.x, et 0

sinon. Donc g.ex = eg.x. �

On obtient ainsi un procédé général pour construire des représentations linéaires. Par
exemple pour l’opération de G sur lui-même par translations, on obtient une représentation
linéaire de G sur CG, appelée représentation régulière de G.
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C.3 Somme directe de représentations

Les constructions de ce paragraphe sont des cas particuliers de constructions pour les
modules (chapitre 1)

Commençons par quelques rappels sur les sommes directes. Soit V un espace vectoriel
et soient V1, . . . , Vn des sous-espaces de V. On dit que V est somme directe des Vi, et on écrit
V =

⊕n
i=1 Vi, si tout élément v ∈ V s’écrit de manière unique sous la forme v = ∑n

i=1 vi où
∀i, vi ∈ Vi.

Si on part maintenant d’une famille V1, . . . , Vn d’espaces vectoriels, on peut former le
produit ∏n

i=1 Vi, qui est un espace vectoriel pour les lois produit. On peut alors identifier
chaque Vi à un sous-espace de ∏n

i=1 Vi via l’application linéaire injective

Vi −→ V1 × . . .×Vi × . . .×Vn

vi 7−→ (0, . . . , 0, vi, 0, . . . , 0)

et sous cette identification, on a ∏n
i=1 Vi =

⊕n
i=1 Vi.

Soient V1, . . . , Vn des représentations de G. On munit alors
⊕n

i=1 Vi d’une structure de
G-espace grâce à l’application

G×
n⊕

i=1

Vi −→
n⊕

i=1

Vi

(g, (vi)1≤i≤n) 7−→ (g.vi)1≤i≤n

ce qui au niveau des morphisme de groupes, donne le morphisme

π =
n⊕

i=1

πVi : G −→ GL(
n⊕

i=1

Vi)

g 7−→
n⊕

i=1

πVi(g), (vi)1≤i≤n 7−→ (πVi(g)(vi))1≤i≤n

La représentation de G obtenue est la somme directe des représentations V1, . . . , Vn.
Si maintenant V est une représentation de G et si V1, . . . , Vn sont des sous-représentations

de V telles V =
⊕n

i=1 Vi en tant qu’espace vectoriel, alors V s’identifie, en tant que repésen-
tation de G, à la somme directe des représentations que l’on vient de construire.

Le résultat d’algèbre linéaire élémentaire suivant sera utile.

Lemme C.4. Soient V1, . . . , Vn, W1, . . . , Wp des représentations de G. Alors on un isomor-
phisme d’espaces vectoriels

HomG(
n⊕

i=1

Vi,
p⊕

j=1

Wj) ∼=
n⊕

i=1

p⊕
j=1

HomG(Vi, Wj).

Preuve. Posons V =
⊕n

i=1 Vi et W =
⊕p

j=1 Wj. Pour 1 ≤ i ≤ n, notons νi l’injection Vi −→ V et
pi : V −→ Vi la projection sur la i-ème composante. Pour 1 ≤ j ≤ p, notons ηj l’injection Wj −→ W
et qj : W −→Wj la projection sur la j-ième composante. Ce sont des morphismes de représentations.
On obtient donc des application linéaires

HomG(
n⊕

i=1

Vi,
p⊕

j=1

Wj) −→
n⊕

i=1

p⊕
j=1

HomG(Vi, Wj)

f 7−→ (qj ◦ f ◦ νi)1≤i≤n,1≤j≤p
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n⊕
i=1

p⊕
j=1

HomG(Vi, Wj) −→ HomG(
n⊕

i=1

Vi,
p⊕

j=1

Wj)

( fij)1≤i≤n,1≤j≤p 7−→∑
i,j

ηj ◦ fij ◦ pi

On vérifie que ce sont des isomorphismes réciproques, ce qui provient des identités

n

∑
i=1

νi ◦ pi = IdV ,
p

∑
j=1

ηj ◦ qj = IdW , pi ◦ νi′ = δii′IdVi , qj ◦ ηj′ = δjj′IdWj . �

C.4 Représentation duale

On commence par une construction un peu plus générale.

Proposition C.5. Soient V et W des représentations de G. Alors l’application

G×Hom(V, W) −→ Hom(V, W)

(g, f ) 7−→ g. f := πW(g) ◦ f ◦ πV(g−1)

munit Hom(V, W) d’une structure de G-espace.

Preuve. Vérifions d’abord que l’on a bien une opération. Il est clair que 1. f = f . Soient g, h ∈ G et
f ∈ Hom(V, W). Alors

(gh). f = πW(gh) ◦ f ◦ πV((gh)−1) = πW(g) ◦ πW(h) ◦ f ◦ πV(h−1) ◦ πV(g−1) = g.(h. f )

Enfin il est immédiat, puisque la composition des applications est bilinéaire, que l’opération est bien
linéaire. �

En prenant W = I la repésentation triviale dans la proposition précédente, on obtient
donc une structure de G-espace sur V∗ = Hom(V, C). La représentation obtenue, notée V∗

est appelée représentation duale de V. Le morphisme de groupe correspondant est

πV∗ : G −→ GL(V∗)

g 7−→ tπV(g−1)

Rappelons ici que la transposée d’une application linéaire f : V −→ W est l’application
linéaire tf : W∗ −→ V∗ définie par tf (φ) = φ ◦ f .

D Enoncé des théorèmes principaux

On peut déjà énoncer le théorème principal sur les représentations d’un groupe fini.
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Théorème D.1 (Le théorème de structure des représentations d’un groupe fini). Soit G un
groupe fini.
1. L’ensemble Irr(G) des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de G est
fini et son cardinal s est égal au nombre de classes de conjugaison de G.
Soit W1, . . . , Ws un ensemble complet de représentations irréductibles de G (c’est-à-dire que

Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}). Notons di = dim(Wi) pour 1 ≤ i ≤ s.
2. Soit V une représentation de G. Alors on a un isomorphisme de représentations

V ∼=
s⊕

i=1

Wni
i

où les entiers n1, . . . ns sont donnés par ni = dim(HomG(Wi, V)).
3. On a |G| = ∑s

i=1 d2
i .

4. Pour tout i ∈ {1, . . . , s}, on a di||G|, donc la dimension d’une représentation irréductible
de G divise l’ordre de G.
5. Le nombre de représentations irréductibles de dimension 1, égal à |Ĝ| = |Hom(G, C∗)|,
divise |G|.

Rappelons que les classes de conjugaison de G sont les classes d’équivalence pour la
relation d’équivalence sur G définie par x v y ⇐⇒ ∃g ∈ G tel que y = gxg−1. La classe
de conjugaison d’un élément g ∈ G est donc l’ensemble C = {gxg−1, g ∈ G}, c’est aussi
l’orbite de g pour l’opération de G sur lui-même par conjugaison.

Voici quelques illustrations simples de l’utilisation du théorème de structure.

• Si G est un groupe abélien fini, il y a exactement |G|-classes de conjugaison, donc |G|
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G. La formule |G| = ∑i d2

i assure
que ces représentations sont toutes de dimension 1 (ce qui peut se démontrer aussi plus
directement en utilisant le lemme de Schur à venir).

Réciproquement si G est un groupe fini dont toutes les représentations irréductibles sont
de dimension 1, alors la formule ∑s

i=1 d2
i = s = |G| assure que G possède |G| classes de

conjugaison, donc que G est abélien.
On a donc le résultat suivant.

Théorème D.2. Soit G un groupe fini. Alors G est abélien si et seulement si toutes ses repré-
sentations irréductibles sont de dimension 1.

• Le groupe symétrique S3. Si d est la dimension d’une représentation irréductible de S3, on
a d2 ≤ |S3| = 6, d’où d ≤ 2. Comme S3 est non abélien, il existe donc nécessairement une
représentation irréductible de dimension 2. En fait on peut construire cette représentation
en remarquant que S3 est le groupe des isométries d’un triangle. Un coup d’oeil à la formule
∑i d2

i = 6 assure alors qu’il y exactement deux autres représentations irréductibles de S3 non
isomorphes, qui sont de dimension 1. Il y a bien sûr la représentation triviale, ainsi que la
signature.

En résumé, il y a 3 classes de représentations irréductibles pour S3 : deux de dimension
1, et une de dimension 2.

On a aussi un critère utile pour montrer qu’une représentation est irréductible.
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Théorème D.3. Soit V une représentation d’un goupe fini G. Alors

V est irreductible ⇐⇒ EndG(V) = CIdV

Le théorème qui suit fournit un critère commode pour savoir si des représentations sont
isomorphes.

Théorème D.4. Soient V et W des représentations d’un groupe fini G. Alors

V et W sont isomorphes ⇐⇒ χV = χW

où χV et χW sont les caractères respectifs de V et W.

la preuve du sens⇒ est facile : soit f : V −→ W un isomorphisme de représentations.
On a πW(g) ◦ f = f ◦ πV(g) pour tout g ∈ G, donc πW(g) = f ◦ πV(g) ◦ f−1, et χW(g) =
Tr( f ◦πV(g) ◦ f−1) = Tr(πV(g)) = χV(g), ce qui donne le résultat. Le sens⇐ sera démontré
dans le paragraphe sur les caractères.

Le but des paragraphes qui suivent est de démontrer les trois théorèmes enoncés ici, avec
aussi des résultats intermédiaires intéressants. Le point 5 du théorème de structure a déjà
été démontré.

On travaille désormais avec un groupe fini fixé G.

E Représentations unitaires et complète réductibilité des repré-
sentations

Définition E.1. Une représentation unitaire d’un groupe fini G est la donnée d’un morphisme de
groupes π : G −→ U(H) pour un espace de Hilbert de dimension finie H.

Une représentation unitaire est donc en particulier une représentation linéaire. En fait le
résultat suivant montre que toute représentation linéaire peut être considérée comme uni-
taire.

Théorème E.2. Soit V une représentation de G. Alors il existe un produit scalaire 〈, 〉 sur V
qui est G-invariant :

〈g.v, g.w〉 = 〈v, w〉, ∀g ∈ G, ∀v, w ∈ V.

Si on note H = (V, 〈, 〉) l’espace de Hilbert correspondant, le morphisme de groupes πV :
G −→ GL(V) est alors à valeurs dans U(H).

Preuve. Soit (, ) un produit scalaire quelconque sur V. On pose alors, pour v, w ∈ V,

〈v, w〉 = 1
|G| ∑

g∈G
(g.v, g.w).
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On vérifie sans problème que 〈, 〉 est un produit scalaire sur G. Pour h ∈ G, on a

〈h.v, h.w〉 = 1
|G| ∑

g∈G
(g.(h.v), g.(h.w)) =

1
|G| ∑

g∈G
((gh).v, (gh).w) =

1
|G| ∑

g′∈G
(g′.v, g′.w) = 〈v, w〉

où on a effectué le changement de variables (bijectif) g′ = gh. La dernière assertion est alors immé-
diate. �

Le résultat précédent est important, voici les premières applications.

Théorème E.3. Soit V une représentation de G et soit W ⊂ V une sous-représentation de G.
Alors il existe une sous-représentation Z ⊂ V de G telle que V = W ⊕ Z.

Preuve. On considère un produit scalaire invariant 〈, 〉 sur V, et soit Z = W⊥. On a V = W ⊕W⊥.
Soit g ∈ G, on a πV(g)(W) ⊂ W, donc par le lemme D.5 du chapitre précédent, puisque πV(g) est
unitaire, on a πV(g)(W⊥) ⊂W⊥, ce qui montre que W⊥ est une sous-représentation de V. �

On en déduit que toute représentation est somme directe de représentations irréduc-
tibles.

Théorème E.4. Soit V une représentation de G. Alors il existe t ∈ N et des représentations
irréductibles V1, . . . , Vt de G telles que V ∼= V1 ⊕ . . .⊕Vt.

Preuve. On procède par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 0 on prend t = 0 et si dim V =

1 la représentation est irréductible. Supposons donc le résultat montré pour les représentations de
dimension ≤ n (avec n ≥ 1) et soit V une représentation de dimension n + 1. Si V est irréductible,
on a le résultat. Sinon, soit W ⊂ V une sous-représentation telle que {0} $ W $ V, avec donc
1 ≤ dim W ≤ n. On considère alors une sous-représentation Z de V telle que V = W ⊕ Z, avec
1 ≤ dim Z ≤ n. On applique l’hypothèse de récurrence à W et Z et on a le résultat. �

F Le lemme de Schur

Proposition F.1. Soient V et W des représentations de G et soit f ∈ HomG(V, W). Alors
Ker f est une sous-représentation de V et Im f est une sous-représentation de W.

La preuve est laissée en exercice.

Théorème F.2 (Lemme de Schur). Soient V1 et V2 des représentations irréductibles de G.
(i) Si V1 et V2 ne sont pas isomorphes, alors HomG(V1, V2) = {0}.
(ii) Si V1 = V2, alors HomG(V1, V1) = CIdV1 .

Preuve. Soit f ∈ HomG(V1, V2). D’après la proposition précédente Ker f est une sous-représentation
de V1 et Im f est une sous-représentation de V2. Comme V1 et V2 sont irréductibles, on a Ker f = {0}
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ou Ker f = V1, et Im f = {0} ou Im f = V2. Si f 6= 0, alors donc Ker f = {0} et Im f = V2, donc f est
un isomorphisme. Ainsi si V1 et V2 ne sont pas isomorphes, on a bien f = 0 et HomG(V1, V2) = {0}.

Supposons maintenant que V1 = V2 = V et soit f ∈ HomG(V, V). Soit λ ∈ C une valeur propre
de f . Alors f − λIdV ∈ HomG(V, V) avec Ker( f − λidV) 6= {0}. Comme V est irréductible, on a
Ker( f − λIdV) = V, d’où f = λIdV , et on a le résultat. �

On démontre maintenant sans difficulté le critère d’irréductibilité déjà annoncé.

Théorème F.3. Soit V une représentation de G. Alors

V est irreductible ⇐⇒ EndG(V) = CIdV

Preuve. Le sens ⇒ est donné par la partie ii du lemme de Schur. Réciproquement, si V n’est pas
irréductible, on a V = U ⊕W pour des sous-représentations non nulles U et W. On a alors

EndG(V, V) = HomG(U ⊕W, U ⊕W)
∼= HomG(U, U)⊕HomG(U, W)⊕HomG(W, U)⊕HomG(W, W)

et donc dim(EndG(V)) ≥ 2, ce qui donne le résultat. �

G Invariants et moyenne

Définition-Proposition G.1. Soit V une représentation de G. On considère

VG = {v ∈ V | g.v = v, ∀g ∈ G}.

Alors VG est un sous-espace de V, appellé espace des G-invariants de V.

On vérifie sans difficulté que VG est bien un sous-espace de V (c’est même une sous-
représentation). La proposition qui suit permet de construire tous les G-invariants.

Définition-Proposition G.2. Soit V une repésentation de G. On considère l’application

M : V −→ V

v 7−→ 1
|G| ∑

g∈G
g.v

Alors M est application linéaire, appelée l’opérateur de moyenne de V. L’opérateur M est
un projecteur (M ◦M = M) d’image égale à VG.

Preuve. On a M = 1
|G| ∑g∈G πV(g), donc M est linéaire. On a

M ◦M =
1
|G|2 ∑

g,h∈G
πV(g) ◦ πV(h) =

1
|G|2 ∑

g,h∈G
πV(gh)

=
1
|G|2 ∑

g,g′∈G
πV(g′) =

1
|G| ∑

g∈G

1
|G| ∑

g′∈G
πV(g′) = M,
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donc M est bien un projecteur. Pour v ∈ V et h ∈ G, on a

h.M(v) =
1
|G| ∑

g∈G
h.(g.v) =

1
|G| ∑

g∈G
(hg).v =

1
|G| ∑

g∈G
g.v = M(v)

donc M(v) ∈ VG, et Im M ⊂ VG. Réciproquement si v ∈ VG, on a M(v) = 1
|G| ∑g∈G g.v = 1

|G| ∑g∈G v =

v, donc v ∈ Im M et VG ⊂ Im M. �

On applique alors cela aux applications linéaires entre représentations.

Corollaire G.3. Soient V et W des représentations de G et soit f : V −→ W une application
linéaire. Alors l’application linéaire M( f ) : V −→W définie par

M( f ) =
1
|G| ∑

g∈G
πW(g) ◦ f ◦ πV(g−1)

appartient à HomG(V, W). De plus si V = W, on a Tr(M( f )) = Tr( f ).

Preuve. On considère la représentation de G sur Hom(V, W), donnée par g. f = πW(g) ◦ f ◦ πV(g−1)
pour g ∈ G. Alors il est immédiat que f ∈ Hom(V, W)G ⇐⇒ f ∈ HomG(V, W), donc puisque le
M( f ) décrit plus haut est l’opérateur de moyenne de la représentation Hom(V, W) appliqué à f , on
a bien M( f ) ∈ HomG(V, W) = Hom(V, W)G.

Si V = W, alors

Tr(M( f )) =
1
|G| (∑

g∈G
Tr(πW(g) ◦ f ◦ πV(g−1)) =

1
|G| ∑

g∈G
Tr( f ) = Tr( f ). �

H Relations d’orthogonalité et applications

On note L2(G) l’espace vectoriel CG des fonctions de G dans C muni du produit scalaire

〈φ, ψ〉G =
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)ψ(g).

Les relations d’orthogonalité expriment l’orthogonalité, dans L2(G), de certaines fonctions
associées à des représentations irréductibles. Elles auront en particulier comme conséquence
le fait que l’ensemble Irr(G) des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de
G est fini.

Introduisons quelques notations.
1. Soient V et W des espaces vectoriels et f ∈ V∗, x ∈W. On note x⊗ f l’application linéaire
V →W définie par (x⊗ f )(v) = f (v)x.
2. Soit V une représentation de G et notons π : G −→ GL(V) le morphisme de groupes cor-
respondant. Soit v1, . . . , vn une base de V, et notons πij, 1 ≤ i, j ≤ n = dim V, les fonctions
coordonnées sur G associées à l’identification GL(V) ∼= GLn(C) donnée par la base, de telle
sorte que

∀g ∈ G, π(g) =
n

∑
i,j=1

πij(g)vi ⊗ v∗j .
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où v∗1 , . . . , v∗n est la base duale de v1, . . . , vn.

Théorème H.1 (Relations d’orthogonalité, première version). Soient V et W des représen-
tations irréductibles de G avec n = dim V et m = dim W. Notons π : G −→ GL(V) et
ρ : G −→ GL(W) les morphismes de groupes correspondant, et (πij)1≤i,j≤n et (ρkl)1≤k,l≤m,
les fonctions coordonnées sur G associées au choix de bases de V et W.
(i) Si V et W ne sont pas isomorphes, alors on a

1
|G| ∑

g∈G
ρkl(g)πij(g−1) = 0, 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ m

(ii) Si V = W (π = ρ), alors on a

1
|G| ∑

g∈G
πkl(g)πij(g−1) =

δkjδil

n
, 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

Preuve. On va obtenir le résultat en faisant la moyenne de certains opérateurs de rang 1 et en appli-
quant le lemme de Schur. Soient donc v1, . . . , vn et w1, . . . wm des bases respectives de V et W, et soient
(πij) et (ρij) les fonctions coordonnées sur G associées. Soient i0 ∈ {1, . . . , n} et k0 ∈ {1, . . . , m}. Alors

M(wk0 ⊗ v∗i0) =
1
|G| ∑

g∈G
ρ(g) ◦ (wk0 ⊗ v∗i0) ◦ π(g−1)

=
1
|G| ∑

g∈G

n

∑
i,j=1

m

∑
k,l=1

ρkl(g)πij(g−1)(wk ⊗ w∗l ) ◦ (wk0 ⊗ v∗i0) ◦ (vi ⊗ v∗j )

=
1
|G| ∑

g∈G

n

∑
j=1

m

∑
k=1

ρkk0(g)πi0 j(g−1)(wk ⊗ v∗j )

=
n

∑
j=1

m

∑
k=1

(
1
|G| ∑

g∈G
ρkk0(g)πi0 j(g−1)

)
(wk ⊗ v∗j ) ∈ HomG(V, W).

(i) Supposons V et W non isomorphes. Alors d’après le lemme de Schur HomG(V, W) = {0},
donc l’opérateur précédent est nul, et puisque (wk ⊗ v∗j ) est une base de Hom(V, W), chaque coeffi-
cient est nul, et on a les relations recherchées.

(ii) Supposons maintenant que V = W. Toujours par le lemme de Schur, on obtient M(vk0 ⊗ v∗i0) =
λidV , pour

λ =
Tr(M(vk0 ⊗ v∗i0))

n
=

Tr(vk0 ⊗ v∗i0)
n

=
δi0k0

n
.

On a IdV = ∑j vj ⊗ v∗j , donc en identifiant on trouve bien

1
|G| ∑

g∈G
πkk0(g)πi0 j(g−1) = δkjλ =

δkjδi0k0

n
. �

On obtient maintenant les relations d’orthogonalité dans L2(G).
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Théorème H.2 (Relations d’orthogonalité dans L2(G)). Pour chaque α ∈ Irr(G), fixons Vα

une représentation de G telle que α = [Vα], avec πα : G −→ GL(Vα) le morphisme de
groupe correspondant. Notons dα = dim Vα. Fixons sur Vα un produit scalaire G-invariant
et une base orthonormée pour ce produit scalaire, et notons (πα

ij) les fonctions coordonnées
sur G associées. Alors on a

〈πα
ij, π

β
kl〉G =

δαβδikδjl

dα
, ∀α, β ∈ Irr(G), 1 ≤ i, j ≤ dα, 1 ≤ k, l ≤ dβ.

Preuve. Pour α ∈ Irr(G), on a choisi un produit scalaire invariant sur Vα, donc si on note Hα l’espace
de Hilbert associé, on a πα(G) ⊂ U(Hα), et donc πα(g−1) = πα(g)−1 = πα(g)∗, ∀g ∈ G. Au niveau
des fonctions coordonnées, cela donne πα

ij(g−1) = πα
ji(g), pour 1 ≤ i, j ≤ dα. On a alors

〈πα
ij, π

β
kl〉G =

1
|G| ∑

g∈G
πα

ij(g)πβ
kl(g) =

1
|G| ∑

g∈G
πα

ij(g)πβ
lk(g−1) =

δαβδikδjl

dα

où l’on a utilisé la première version des relations d’orthogonalité. �

Corollaire H.3. L’ensemble Irr(G) des classes de représentations irréductibles de G est fini.
On notera s = |Irr(G)|. Si W1, . . . , Ws sont des représentations de G telles que Irr(G) =
{[W1], . . . , [Ws]}, alors on a ∑s

i=1 d2
i ≤ |G|, où di = dim Wi, ∀i.

Preuve. En reprenant les notations des relations d’orthogonalité, on voit que {πα
ij, α ∈ Irr(G), 1 ≤

i, j ≤ dα} est une famille d’éléments non nuls de L2(G) qui sont deux à deux orthogonaux. C’est donc
une famille libre de L2(G), qui est de dimension finie égale à |G|. On obtient donc à la fois que Irr(G)

est fini et l’inégalité du corollaire. �

On veut en fait démontrer que l’inégalité précédente est une égalité. Pour cela il faut
démontrer que {πα

ij, α ∈ Irr(G), 1 ≤ i, j ≤ dα} est une base de L2(G) (on utilise toujours les
notations des relations d’orthogonalité). Pour cela on introduit une transformation F sur les
fonctions de L2(G), qui est un peu un analogue de la transformée de Fourier sur L2(S1).

Lemme H.4. Soit φ ∈ CG, et soit V une représentation de G. On considère l’application
linéaire FV : C[G]→ End(V) définie par

FV(φ) =
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πV(g) ∈ End(V).

1. Si v1, . . . , vn est une base de V et si (πij) sont les fonctions coordonnées sur G correspon-
dantes, on a

FV(φ) =
n

∑
i,j=1
〈πij, φ〉Gvi ⊗ v∗j .

2. Si V et W sont des représentations de G, on a FV⊕W(φ) = FV(φ)⊕FW(φ)
3. Soient V et W des représentations de G et soit f : V →W un G-isomorphisme. Alors on a
FW(φ) = f ◦ FV(φ) ◦ f−1.
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Preuve. 1. On a

FV(φ) =
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πV(g) =

1
|G| ∑

g∈G

n

∑
i,j=1

φ(g)πij(g)vi ⊗ v∗j

=
n

∑
i,j=1

(
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πij(g)

)
vi ⊗ v∗j =

n

∑
i,j=1
〈πij, φ〉Gvi ⊗ v∗j

2. On a

FV⊕W(φ) =
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πV⊕W(g) =

1
|G| ∑

g∈G
φ(g)(πV(g), πW(g))

=

(
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πV(g),

1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πW(g)

)
= FV(φ)⊕FW(φ).

3. Pour tout g ∈ G, on a πW(g) ◦ f = f ◦πV(g), c’est-à-dire πW(g) = f ◦πW(g) ◦ f−1, d’où le résultat.
�

Théorème H.5 (Théorème de Peter-Weyl pour les groupes finis). On reprend les notations
utilisées pour l’énoncé des relations d’orthogonalité. Alors{√

dαπα
ij, α ∈ Irr(G), 1 ≤ i, j ≤ dα

}
est une base orthonormée de L2(G). En particulier

∑
α∈Irr(G)

d2
α = |G|.

Preuve. On sait déjà des relations d’orthogonalité que le système donné est orthonormé, et il faut
donc voir que l’on a une base de L2(G). Soit W le sous-espace de L2(G) engendré par notre système.
Pour voir que W = L2(G), il suffit de voir que W⊥ = {0}. Soit donc φ ∈ W⊥. En utilisant le 1 du
lemme précédent on voit que ∀α ∈ Irr(G), on a

FVα(φ) =
dα

∑
i,j=1
〈πij, φ〉Gvi ⊗ v∗j = 0.

Donc si V est une représentation irréductible quelconque de G, on a FV(φ) = 0 d’après la partie
3 du lemme. Si maintenant V est une représentation quelconque de G, elle est somme directe de
représentations irréductibles, et on a FV(φ) = 0 d’après la partie 2 du lemme.

On applique maintenant ceci à la représentation régulière R = CG obtenue en utilisant l’opération
de G sur lui-même par translations. Pour g, x ∈ G, on a πR(g)(ex) = egx. Donc

FR(φ)(e1) =
1
|G| ∑

g∈G
φ(g)πR(g)(e1) =

1
|G| ∑

g∈G
φ(g)eg = 0

et puisque (eg)g∈G est une base de CG, on conclut que φ = 0. Donc W⊥ = {0} et L2(G) = W. La
dimension de L2(G) est |G|, et doit être égale au cardinal d’une base quelconque. �

Corollaire H.6. Soient W1, . . . , Ws sont des représentations irréductibles de G telles que
Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}, où s = |Irr(G)|. Alors on a

s

∑
i=1

d2
i = |G|, avec di = dim Wi, ∀i.

Preuve. Chaque Wi est isomorphe à exactement un Vα, et on applique le résultat précédent. �
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I Structure de l’algèbre du groupe

L’objectif est maintenant de montrer que s = |Irr(G)| est égal au nombre de classes de
conjugaison de G. On démontrera au passage le premier théorème de l’introduction.

Soit (V, πV) une représentation de G. On sait qu’il existe un unique morphisme d’al-
gèbres

π̃V : C[G] −→ End(V)

tel que π̃V(eg) = πV(g), ∀g ∈ G.
En fait pour φ ∈ C[G], on a π̃V(φ) = |G|FV(φ), où FV a été introduit dans le paragraphe

précédent. Cela nous permet de montrer facilement le résultat suivant.

Théorème I.1. Soient W1, . . . , Ws sont des représentations irréductibles de G telles que
Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}, où s = |Irr(G)|. Alors on a un isomorphisme d’algèbres

Ω : C[G] −→
s

∏
i=1

End(Wi)

φ 7−→ (π̃Wi(φ))1≤i≤r

Preuve. Chaque π̃Wi est un morphisme d’algèbres, donc il est facile de voir que Ω est bien un mor-
phisme d’algèbres. On a dim(C[G]) = |G| = ∑s

i=1(dim Wi)
2 = dim(∏s

i=1 End(Wi)), donc il suffit
donc de voir que Ω est injectif. Soit alors φ ∈ Ker Ω : on a π̃Wi(φ) = 0 = FWi(φ), ∀i. On peut raison-
ner de la même façon que dans la preuve du théorème de Peter-Weyl : on a FV(φ) = 0 pour toute
représentation V et on applique cela à la représentation régulière pour trouver que φ = 0 = φ. �

On va maintenant utiliser ce théorème pour déterminer s. Si A est une algèbre, on consi-
dère son centre Z(A) = {a ∈ A | ab = ba, ∀b ∈ A}. C’est une sous-algèbre de A, et
donc aussi une algèbre. Si A et B sont des algèbres, alors une vérification immédiate donne
Z(A× B) = Z(A)× Z(B). Donc en reprenant les notations précédentes, on a

Z

(
s

∏
i=1

End(Wi)

)
=

s

∏
i=1

Z (End(Wi)) ∼= Cs

puisque le centre d’une algèbre de matrices est réduit à C, et donc

dim

(
Z

(
s

∏
i=1

End(Wi)

))
= s.

Théorème I.2. Le nombre s = |Irr(G)| de classes d’isomorphisme de représentations irré-
ductibles de G est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Preuve. L’isomorphisme d’algèbres C[G] ∼= ∏s
i=1 End(Wi) induit un isomorphisme entre les centres,

qui ont donc même dimension, égale à s. On a vu au chapitre 3 que dim(Z(C[G])) est égal au nombre
de classe de conjugaison de G, d’où le résultat. �

Fin de la démonstration des points 1, 2 et 3 du théorème de structure
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des représentations d’un groupe fini.
On vient de finir la preuve de la partie 1, et la partie 3 a été démontrée au paragraphe précé-

dent. Passons au point 2. Soit V une représentation de G et soient W1, . . . , Ws des représentations
irréductibles telles que Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}. Alors V est somme directe de représentations irré-
ductibles, chacune isomorphe à l’un des Wi, donc on a un isomorphisme de représentations

V ∼=
s⊕

i=1

Wni
i

pour des entiers n1, . . . , ns ∈N. Pour j ∈ {1, . . . , s}, on a, en utilisant le lemme de Schur,

HomG(Wj, V) ∼= HomG(Wj,
s⊕

i=1

Wni
i ) ∼=

s⊕
i=1

HomG(Wj, Wi)
ni

= HomG(Wj, Wj)
nj ∼= Cnj

donc nj = dim(HomG(Wj, V)). Cela termine la démonstration du point 2.

J Caractères

Rappelons la définition du caractère d’une représentation.

Définition J.1. Soit (V, πV) une représentation de G. Le caractère de V est la fonction χV : G −→
C définie par

χV(g) = Tr(πV(g)), ∀g ∈ G.

On dit qu’une fonction χ : G −→ C est un caractère si χ est le caractère d’une représentation de G.

Voici les premières propriétés des caractères.

Proposition J.2. Soient V et W des représentations de G.
1. χV(1) = dim V.
2. Si les représentations V et W sont isomorphes, alors χV = χW .
3. On a ∀g, h ∈ G, χV(gh) = χV(hg), et ainsi χV est une fonction centrale sur G.
4. On a χV⊕W = χV + χW .

Preuve. On a χV(1) = Tr(πV(1)) = Tr(idV) = dim V. La deuxième assertion a déjà été montrée. Pour
g, h ∈ G on a χV(gh) = Tr(πV(gh)) = Tr(πV(g) ◦ πV(h)) = Tr(πV(h) ◦ πV(g)) = Tr(πV(hg)) =

χV(hg). La dernière assertion se montre sans difficulté à partir de l’écriture matricielle de πV⊕W . �

Théorème J.3 (Relations d’orthogonalité des caractères). Soient V et W des représentations
irréductibles de G. Alors dans L2(G) on a

〈χV , χW〉G =

{
0 si V et W ne sont pas isomorphes,
1 si V et W sont isomorphes.

Preuve. Notons π : G −→ GL(V) et ρ : G −→ GL(W) les morphismes de groupes correspondant.
On fixe sur V et W des produit scalaires G-invariants et soient v1, . . . , vn et w1, . . . , wm des bases
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orthonormées respectives de V et W pour ces produits scalaires. On note (πij) et (ρkl) les fonctions
coordonnées associées sur G. On a

χV =
n

∑
i=1

πii et χW =
m

∑
k=1

ρkk, et donc

〈χV , χW〉G = ∑
i,k
〈πii, ρkk〉G.

Les relations d’orthogonalité dans L2(G) assurent alors que 〈χV , χW〉G = 0 si V 6∼= W. Si V ∼= W on a
χV = χW par le 2 de la proposition précédente, on peut donc supposer que V = W, et alors, toujours
grâce aux relations d’orthogonalité dans L2(G), on a

〈χV , χV〉G =
n

∑
i=1
〈πii, πii〉G =

dim V
dim V

= 1. �

Corollaire J.4. Soient V et W des représentations de G avec V irréductible. Alors

〈χV , χW〉G = dim(HomG(V, W)).

Preuve. Soient W1, . . . , Ws des représentations irréductibles de G telles que Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]},
où s = |Irr(G)|. Alors

W ∼=
s⊕

i=1

Wni
i

pour ni = dim(HomG(Wi, W)). On a alors, en utilisant la première proposition, χW = ∑s
i=1 niχWi . Soit

i0 tel que V ∼= Wi0 : χV = χWi0
. On a donc, en utilisant les relations d’orthogonalité des caractères,

〈χV , χW〉G =
n

∑
i=1

ni〈χWi0
, χWi〉 = ni0 = dim(HomG(Wi0 , W)) = dim(HomG(V, W)). �

On arrive alors au résultat important suivant.

Théorème J.5. Soient V et W des représentations d’un groupe fini G. Alors

V et W sont isomorphes ⇐⇒ χV = χW .

Preuve. Soit W1, . . . , Ws un système complet de représentations irréductibles de G. Alors

V ∼=
s⊕

i=1

Wni
i et W ∼=

s⊕
i=1

Wmi
i

pour ni = dim(HomG(Wi, V)) et mi = dim(HomG(Wi, W)). Donc si χV = χW , on a pour tout i

ni = dim(HomG(Wi, V)) = 〈χWi , χV〉 = 〈χWi , χW〉 = dim(HomG(Wi, W)) = mi.

Il est clair alors que V et W sont isomorphes. �

Proposition J.6. Soit χ un caractère sur G. Alors ∀g ∈ G, χ(g) ∈ C est un entier algébrique.
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Preuve. Soit V une représentation de G telle que χ = χV . Pour g ∈ G, on a g|G| = 1 donc πV(g)|G| =
idV , donc les valeurs propres de πV(g) sont des racines de l’unités, donc des entiers algébriques.
Alors χ(g) qui est la trace de πV(g), est la somme des valeurs propres de πV(g), est un entier algé-
brique (voir chapitre IV). �

Proposition J.7. Soit χ le caractère d’une représentation irréductible de dimension d de G.
Soit C une classe de conjugaison de G. Alors pour tout g ∈ C, |C|χ(g)

d est un entier algébrique.

Preuve. Z[G] est un sous-anneau de C[G]. Considérons Z(Z[G]), le centre de Z[G]. Les éléments
de Z(Z[G]) sont exactement les combinaison linéaires à coefficients entiers des (xC), où C parcourt
l’ensemble des classes de conjugaison de G (chapitre III). On en déduit que Z(Z[G]) est un groupe
abélien de type fini, donc ses éléments, et en particulier xC pour chaque classe de conjugaison C, sont
des entiers algébriques.

Soit (V, πV) une représentation irréductible telle que χ = χV et soit π̃V : C[G] −→ End(V) le
morphisme d’algèbre qui prolonge πV . Soit C une classe de conjugaison de G. L’élément xC appar-
tient au centre de C[G], donc π̃V(xC) commute avec tous les πV(g), ce qui signifie que π̃V(xC) ∈
EndG(V). Par le lemme de Schur π̃V(xC) = λidV pour un λ ∈ C. Puisqu’il existe P ∈ Z[X] unitaire
tel que P(xC) = 0, on a π̃V(P(xC)) = 0 = P(π̃V(xC)) = P(λ)IdV , donc λ est entier algébrique. On
obtient

Tr(π̃V(xC)) = Tr(∑
g∈C

πV(g)) = ∑
g∈C

χV(g) = |C|χ(g) = dλ

et donc |C|χ(g)
d = λ est entier algébrique. �

On arrive au résultat suivant, qui termine la démonstration du théorème de structure des
représentations.

Théorème J.8. La dimension d’une représentation irréductible de G divise |G|.

Preuve. Soit V une représentation irréductible de dimension d de G, de caractère χ. Notons C1, . . . , Cs
les classes de conjugaison distinctes de G. Pour g ∈ Ci, on notera χ(Ci) la valeur de χ(g). On sait que
〈χ, χ〉G = 1, ce qui, explicité, donne

1 =
1
|G| ∑

g∈G
χ(g)χ(g) =

1
|G|

r

∑
i=1

∑
g∈Ci

χ(g)χ(g) =
1
|G|

r

∑
i=1
|Ci|χ(Ci)χ(Ci)

ou encore
|G|

dim V
=

r

∑
i=1

|Ci|χ(Ci)

dim V
χ(Ci)

avec pour tout i, par les deux propositions précédentes, |Ci |χ(Ci)
dim V et χ(Ci) des entiers algébriques.

Une somme d’entiers algébrique est encore un entier algébrique, donc |G|
dim V est entier algébrique et

puisque |G|
dim V ∈ Q, on a bien |G|

dim V ∈ Z. �

On termine ce paragraphe en introduisant la table des caractères du groupe G. Soient
C1, . . . , Cs les classes de conjugaison de G avec la convention C1 = {1}. Soient W1, . . . , Ws des
représentations irréductibles de G telles que Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}, avec la convention
que W1 est la représentation triviale. Notons pour tout i, χi = χWi . La table des caractère de
G est alors le tableau suivant :
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C1 = {1} C2 · · · Ci · · · Cs
χ1 1 1 · · · 1 · · · 1
χ2 d2 = χ2(1) χ2(C2) · · · χ2(Ci) · · · χ2(Cs)
...

...
...

...
...

...
...

χj dj = χj(1) χj(C2) · · · χj(Ci) · · · χj(Cs)
...

...
...

...
...

...
...

χs ds = χs(1) χs(C2) · · · χs(Ci) · · · χs(Cs)

L’usage quand on écrit la table des caractères est de remplacer les classes Ci par un re-
présentant.

On considère que l’on a décrit de façon satisfaisante les représentations de G lorsque
l’on a calculé sa table des caractères (qui bien sûr dépend de l’ordre choisi sur l’ensembles
des classes de conjugaison et sur l’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations
irréductibles).

Exemple. La table des caractères du groupe symétrique S3 est

1 (1, 2) (1, 2, 3)
χ1 1 1 1
ε 1 −1 1

χ2 2 0 −1

où χ1 est la représentation triviale, ε est la signature, et χ2 est le caractère de la représentation
irréductible de degré 2.

Pour trouver les valeurs de χ2 dans l’exemple précédent, on peut utiliser la description
suivante de la représentation régulière (qui sera aussi utilisée dans le prochain paragraphe).

Proposition J.9. Notons χreg le caractère de la représentation régulière de G. On a

χreg(g) = 0 si g 6= 1 et χreg(1) = |G|.

Soient W1, . . . , Ws un système complet de représentations irréductibles de G. Notons di =
dim Wi et χi = χWi pour tout i. Alors

χreg =
s

∑
i=1

diχi.

Preuve. Notons R = CG la représentation régulière de G. On utilise la base (eg)g∈G de R. On
a ∀g, h ∈ G, πR(g)(eh) = egh. Si g 6= 1, les termes diagonaux de la matrice de πR(g) dans
cette base sont nuls (gh 6= h), donc χreg(g) = Tr(πR(g)) = 0. Le cas g = 1 est clair.

Pour i ∈ {1, . . . , s}, on a

dim(HomG(Wi, R)) = 〈χWi , χreg〉 =
1
|G| ∑

g∈G
χWi(g)χreg(g) = χWi(1) = di.

Le théorème de structure des représentations assure alors que

R ∼=
s⊕

i=1

Wdi
i

et on a le résultat recherché en passant aux caractères. �
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Le résultat suivant est souvent utile pour construire une table de caractère, il exprime des
relations d’« orthogonalité pondérée » pour les lignes et colonnes de la table des caractères.

Proposition J.10. Soient C1, . . . , Cs les classes de conjugaison de G et soient χ1, . . . , χr les
caractères irréductibles de G. Alors la matrice

M =

√ |Cj|
|G| χi(Cj)

 ∈ Ms(C)

est unitaire, c’est-à-dire que

s

∑
k=1

χk(Ci)χk(Cj) = δij
|G|
|Ci|

et
s

∑
k=1

χi(Ck)χj(Ck)|Ck| = δij|G|

En particulier les colonnes de la table des caractères sont deux à deux orthogonales.

Preuve. On applique les relations d’orthogonalité des caractères : 〈χi, χj〉G = δij. �

K Application : le théorème “pq” de Burnside

On démontre dans ce paragraphe le théorème de Burnside annoncé au début.
On aura besoin du lemme suivant, qui concerne les entiers algébriques, et que l’on ne

montre pas.

Lemme K.1. Soient λ1, . . . , λn ∈ C des racines de l’unité. Supposons que λ1+...+λn
n est un

entier algébrique. Alors on a l’alternative suivante :
- soit λ1 + . . . + λn = 0,
- soit λ1 = . . . = λn.

Proposition K.2. Soit V une représentation irréductible de G. Soit C une classe de conjugai-
son de G et soit g ∈ C. Supposons que dim V et |C| sont premiers entre eux. Alors χV(g)

dim V est
un entier algébrique. Si de plus χV(g) 6= 0, alors πV(g) est une homothétie.

Preuve. Puisque |C| et dim V sont premiers entre eux, le théorème de Bezout fournit a, b ∈ Z tels que
a|C|+ b dim V = 1, ce qui donne

χV(g)
dim V

=
a|C|χV(g)

dim V
+ bχV(g).

Or on sait que |C|χV(g)
dim V et χV(g) sont des entiers algébriques, donc puisque les entiers algébriques sont

un sous-anneau de C, on a démontré la première assertion.
Soient λ1, . . . , λn (n = dim V) les valeurs propres de πV(g), qui sont des racines de l’unité. On a

χV(g)
n = λ1+...+λn

n qui est un entier algébrique, donc par le lemme si χV(g) 6= 0 on a λ1 = . . . = λn, et
donc πV(g) est une homothétie (πV(g) est diagonalisable). �
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Proposition K.3. Soit G un groupe tel qu’il existe une classe de conjugaison C de G satisfai-
sant à |C| = pm pour p premier et m ≥ 1. Alors G n’est pas simple.

Preuve. On va utiliser la description du caractère de la représentation régulière. Rappelons que si
W1, . . . , Ws sont des représentations irréductibles telles que Irr(G) = {[W1], . . . , [Ws]}, alors en notant
di = dim Wi et χi = χWi pour tout i, on a

χreg =
s

∑
i=1

diχi

où χ1 est le caractère de la représentation triviale. Soit g ∈ C (g 6= 1 car |C| > 1). On a

χreg(g) = 0 =
s

∑
i=1

diχ(g)⇒ −1
p

=
s

∑
i=2

diχi(g)
p

On −1
p ∈ Q \Z, donc −1

p n’est pas entier algébrique, et il existe donc i ∈ {2, . . . , s} tel que diχi(g)
p n’est

pas entier algébrique. En particulier χi(g) 6= 0 et p ne divise pas di = dim(Wi), ce qui assure que |C|
et dim Wi sont premiers entre eux. La dernière proposition assure que πWi(g) est une homothétie.

Supposons maintenant G simple. Comme πWi est irréductible non triviale, on a Ker(πWi) 6= {1}
et donc Ker(πWi) = {1} et πWi injectif. Comme πWi(g) est une homothétie, il commute avec tous les
éléments πWi(h), h ∈ G. Alors puisque πWi est injectif, on a g ∈ Z(G) et donc puisque G est simple
Z(G) = G (Z(G) / G). Alors G est abélien, donc toutes les classes de conjugaison sont réduites à un
élément, ce qui contredit notre hypothèse. On conclut donc que G n’est pas simple. �

Théorème K.4 (Théorème "pq" de Burnside). Soient p et q des nombres premiers. Soit G un
groupe d’ordre pαqβ où α, β ∈N vérifient α + β ≥ 2. Alors le groupe G n’est pas simple.

Preuve. On peut supposer que α et β sont non nuls sinon on connait le résultat. Montrons qu’il existe
une classe de conjugaison C 6= {1} telle que q ne divise pas |C|. Soient C1, . . . , Cs les classes de
conjugaison distinctes de G avec C1 = {1}. Alors comme G = C1 q . . .q Cs, on a

|G| = 1 +
s

∑
i=2
|Ci|.

Comme q divise |G|, il existe i ≥ 2 tel que q ne divise pas Ci. Puisque |Ci| divise |G| (c’est une orbite
pour l’opération de G sur lui-même par conjugaison), on a donc |Ci| = pm pour m ≥ 1 ou |Ci| = 1.
Dans le premier cas la proposition précédente assure que G n’est pas simple. Dans le deuxième soit
g 6= 1 ∈ Ci. Puisque |Ci| = 1, on a g ∈ Z(G), d’où {1} $ Z(G). Si G était simple on aurait Z(G) = G
et G serait abélien. Mais un groupe abélien simple est nécesairement cyclique d’ordre premier, ce qui
est contraire à notre hypothèse. �

L Exemples de représentations et de tables de caractères.

L.1 Groupes abéliens

On a vu que les représentations irréductibles d’un groupe fini abélien sont toutes de
dimension 1. Si ω est une racine primitive n-ième de l’unité, la table des caractères du groupe
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cyclique Cn est donc la matrice (ωij)0≤i,j≤n−1. Par exemple, les tables des caractères des
groupes cycliques C2, C3 et C4 sont (on note g un générateur de chacun de ces groupes) :

C2 1 g
χ1 1 1
χ2 1 −1

C3 1 g g2

χ1 1 1 1
χ2 1 j j2

χ3 1 j2 j

C4 1 g g2 g3

χ1 1 1 1 1
χ2 1 i −1 −i
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 −i −1 i

On a vu également, que si G et H sont des groupes, L’application

θ : Ĝ× Ĥ −→ Ĝ× H
(φ, ψ) 7−→ ((g, h) 7→ φ(g)ψ(h)) ,

est un isomorphisme de groupes. Par exemple, la table des caractères du groupe C2× C2 est
donc

C2 × C2 1 (g, 1) (1, g) (g, g)
χ1 1 1 1 1
χ2 1 −1 −1 1
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 1 −1 −1

L.2 Groupes diédraux

Soit n ≥ 3. Le groupe diédral Dn est le groupe des isométries d’un polygone régulier
à n sommets. C’est un groupe d’ordre 2n, non abélien, et engendré par des éléments r, s
satisfaisant rn = 1 = s2, sr = rn−1s, avec de plus

Dn = {risj, 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ 1}

Le groupe Dn est naturellement muni d’une représentation de dimension 2, qui est irréduc-
tible. Plus généralement, on a :

Proposition L.1. 1. On a D̂n ' C2 si n est impair et D̂n ' C2 × C2 si n est pair.

2. Notons ω = e
2iπ
n et posons l = n

2 − 1 si n est pair et l = n−1
2 si n est impair. Alors pour

tout 1 ≤ h ≤ l, il existe une représentation irréductible de dimension 2 de Dn, notée
(Vh, πh), définie par

πh : Dn 7−→ GL2(C)

r, s 7−→
(

ωh 0
0 ω−h

)
,
(

0 1
1 0

)
Les représentations Vh, 1 ≤ h ≤ l, sont deux à deux non isomorphes.

Toute représentation irréductible de Dn est isomorphe à une des représentations précé-
dentes.

En particulier, les tables des caractères des groupes diédraux D3, D4 et D5 sont :
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D3 1 r s
χ1 1 1 1
ε 1 1 −1

χ2 2 −1 0

D4 1 r r2 s rs
χ1 1 1 1 1 1
χ 1 −1 1 −1 1
φ 1 −1 1 1 −1
ψ 1 1 1 −1 −1
χ2 2 0 −2 0 0

D5 1 r r2 s
χ1 1 1 1 1
χ′1 1 1 1 −1
χ2 2 2 cos(π

5 ) 2 cos(2π
5 ) 0

χ′2 2 2 cos(2π
5 ) 2 cos(π

5 ) 0

L.3 Le groupe quaternionique d’ordre 8

Considérons les matrices

X =

(
i 0
0 −i

)
, Y =

(
0 1
−1 0

)
, Z =

(
0 i
i 0

)
et Q = {±I2,±X,±Y,±Z} ⊂ GL2(C). C’est un sous-groupe d’ordre 8 non abélien de
GL2(C), que l’on appelle le groupe quaternionique d’ordre 8. Il est non isomorphe à D4,
et un groupe non abélien d’ordre 8 est soit isomorphe à D4, soit à Q.

Q est naturellement muni d’une représentation de dimension 2, qui est irréductible, et sa
table des caractères est la suivante :

Q 1 X −I2 Y Z
χ1 1 1 1 1 1
χ 1 −1 1 −1 1
φ 1 −1 1 1 −1
ψ 1 1 1 −1 −1
χ2 2 0 −2 0 0

On constate que la table des caractères de Q est la même que celle de D4. Donc la table
des caractères ne détermine pas un groupe fini à isomorphisme près.

L.4 Groupes symétriques et alternés

On va maintenant calculer la table des caractères des groupes A4, S4 et A5 (nous avons
déjà considéré les cas S3 ' D3 et A3 ' C3).

Commençons par quelques considérations générales. Soit n ≥ 3. Il existe une bijection
naturelle entre les classes de conjugaison du groupe symétrique Sn et les partitions de l’en-
tier n (les suites d’entiers k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr ≥ 1 tels que k1 + · · ·+ kr = n), donnée par la
décomposition d’une permutation en produits de cycles à supports disjoints. Le nombre de
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de Sn est donc égal au nombre de
partitions de l’entier n.

De plus on a Ŝn = {1, ε}, où ε est la signature.
Rappelons que si G est un groupe fini opérant sur un ensemble fini X, on lui associe la

représentation de permutation CX, où CX est le C-espace vectoriel (des fonctions X → C)
de base (ex)x∈X, et où, pour g ∈ G et x ∈ X, on a g · ex = eg·x.

Proposition L.2. Notons t l’élément t = ∑x∈X ex. L’espace Ct est une sous-représentation de
CX, et il existe une sous-représentation VX ⊂ CX telle que CX = Ct⊕VX. La représentation
VX est irréductible si et seulement si G opère 2-transitivement sur X.

On dit que G opère 2-transitivement sur X si et seulement si ∀x, x′y, y′ ∈ X avec x 6= x′

et y 6= y′, il existe g ∈ G tel que y = g · x et y′ = g · x′.
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Les groupes Sn et An opèrent naturellement sur l’ensemble {1, . . . , n}, et cette opération
est 2-transitive si n ≥ 4. On obtient donc, pour n ≥ 4, une représentation irréductible de
Sn et une représentation irréductible de An. Par ailleurs, en utilisant la signature, on peut
construire une autre représentation irréductible de dimension n− 1 de Sn, non isomorphe à
la précédente. Les caractères de ces deux représentations de Sn sont donnés par les formules

∀σ ∈ Sn, χ(σ) = |Fix(σ)| − 1, χ′(σ) = ε(σ)(|Fix(σ)| − 1)

où Fix(σ) est l’ensemble des points fixes de la permutation σ.
On a alors, en utilisant les relations d’orthogonalité, assez d’informations pour écrire les

tables de caractères de A4 et S4.

S4 1 (1, 2, 3, 4) (1, 2, 3) (1, 2)(3, 4) (1, 2)
χ1 1 1 1 1 1
ε 1 −1 1 1 −1

χ2 2 0 −1 2 0
χ3 3 −1 0 −1 1
χ′3 3 1 0 −1 −1

A4 1 (1, 2, 3) (1, 3, 2) (1, 2)(3, 4)
χ1 1 1 1 1
χ′1 1 j j2 1
χ′′1 1 j2 j 1
χ3 3 0 0 −1

Pour A5, on utilise le lemme suivant.

Lemme L.3. Soit G un groupe fini simple non abélien et soit πV : G → GL(V) une repré-
sentation irréductible non triviale. Alors dim(V) ≥ 3. Supposons dim(V) = 3, et soit g ∈ G.
Si g est d’ordre 3, alors χV(g) = 0, et si g est d’ordre 2, alors χV(g) = −1.

On obtient finalement, avec un peu plus de travail, la table de caractères de A5.

A5 1 (1, 2, 3, 4, 5) (1, 2, 3, 5, 4) (1, 2, 3) (1, 2)(3, 4)
χ1 1 1 1 1 1
χ3 3 1+

√
5

2
1−
√

5
2 0 −1

χ′3 3 1−
√

5
2

1+
√

5
2 0 −1

χ4 4 −1 −1 1 0
χ′5 5 0 0 −1 1

L.5 Le groupe dicyclique d’ordre 12

Le groupe dicyclique d’ordre 12, que l’on note G12, est un groupe d’ordre 12 engendré
par des éléments a, b satisfaisant a4 = 1 = b3, ab = b2a. On peut le construire explicitement
comme un produit semi-direct C3 o C4. On a Ĝ12 ' C4, et sa table de caractères est

G12 1 a a2 a3 b a2b
χ1 1 1 1 1 1 1
φ 1 i −1 −i 1 −1
φ2 1 −1 1 −1 1 1
φ3 1 −i −1 i 1 −1
χ2 2 0 −2 0 −1 1
χ′2 2 0 2 0 −1 −1

Un groupe non abélien d’ordre 12 est isomorphe à l’un des groupes suivants : A4, D6,
G12. L’ensemble des résultats précédents nous donne donc la table des caractères de tous les
groupes d’ordre inférieur ou égal à 15.
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A Appendices

A Un anneau non commutatif ayant un module libre dont toutes
les bases n’ont pas le même cardinal.

Soit K un corps commutatif et soit V un K-espace vectoriel ayant une base (en)n∈N (par
exemple V = K(N)). Considérons l’anneau A = EndK(V) des endomorphismes K-linéaires
de V. Alors le A-module A possède une base ayant un élément, ainsi qu’une base ayant
deux éléments.

En effet : A est bien sûr un A-module libre avec une base à un élément (1A = idV). Considérons
maintenant les éléments u, v de A = EndK(V) définis par

u(ei) = e2i, v(ei) = e2i+1, ∀i ∈N

ainsi que les les éléments u′, v′ de A définis par

u′(ei) =

{
e i

2
si i est pair

0 si i impair
v′(ei) =

{
e i−1

2
si i est impair

0 si i est pair

On vérifie alors que u′ ◦ u = idV = v′ ◦ v = u ◦ u′ + v ◦ v′, et u′ ◦ v = 0 = v′ ◦ u. Montrons que
(u′, v′) est une base du A-module A. Si f ∈ A, on a f = f ◦ idV = ( f ◦ u) ◦ u′ + ( f ◦ v) ◦ v′, ce qui
montre que (u′, v′) engendre A. Si f , g ∈ A vérifient f ◦ u′ + g ◦ v′ = 0, alors f ◦ u′ ◦ u = 0 = f et
g ◦ v′ ◦ v = 0 = g (par les identités précédentes), donc (u′, v′) est une famille libre, et est donc une
base du A-module A. �

B Le théorème spectral réel

On énonce et démontre dans cet appendice le théorème spectral réel, avec les mêmes
techniques que dans le cas complexe.

Soit E un espace euclidien, c’est-à-dire une espace de Hilbert réel de dimension finie.
Notons 〈, 〉 : E× E −→ R le produite scalaire de E.

Définition B.1. Un opérateur u ∈ EndR(E) est dit

1. symétrique (ou auto-adjoint) si u∗ = u ;

2. orthogonal si u∗ ◦ u = idE = u ◦ u∗. On note O(E) l’ensemble des opérateurs orthogonaux
sur E. C’est un sous-groupe de GL(E), appelé le groupe orthogonal de E. Le groupe spécial
orthogonal de E, noté SO(E), est défini par SO(E) = SL(H) ∩O(E).

La notion d’opérateur normal n’est pas très utile dans le cas réel.
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Fixons une base orthonormée de E. Si A est la matrice d’un opérateur u dans cette base,
alors la matrice de u∗ est la matrice transposée tA = (aji).

L’opérateur u est symétrique si et seulement si tA = A ; est orthogonal si et seulement
tAA = In = AtA. Ce langage se transmet donc aux matrices. On définit ainsi les groupes
orthogonaux et spéciaux orthogonaux

O(n) = {A ∈ Mn(R) | tAA = In = AtA}, SO(n) = SLn(R) ∩O(n),

qui s’identifient aux groupes orthogonaux de l’espace euclidien Rn avec son produit scalaire
canonique (i.e. l’unique produit scalaire tel que la base canonique soit orthonormée)

On a diverses caractérisations pour les opérateurs orthogonaux, avec une preuve iden-
tique à celle pour les opérateurs unitaires.

Proposition B.2. Soit u ∈ EndR(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. u ∈ O(E).
2. ∀x, y ∈ E, on a 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉.
3. Pour toute base orthonormée e1, . . . , en de E, alors u(e1), . . . , u(en) est une base orthonor-
mée de E.
4. Il existe une base orthonormée e1, . . . , en de de E telle que u(e1), . . . , u(en) est une base
orthonormée de H.

Pour démontrer le théorème spectral réel, on utilisera le complexifié d’un espace vecto-
riel réel.

Soit E un R-espace vectoriel. On lui associe un C-espace vectoriel EC, appelé complexifié
de E, de la manière suivante. Comme groupe abélien, EC = E× E = E⊕ E. On munit EC

d’une loi externe en posant pour a, b ∈ R et x, y ∈ E, (a + ib).(x, y) = (ax − by, ay + bx),
et on vérifie sans difficulté que EC est un C-espace vectoriel. De même on vérifie que si
(e1, . . . , en) est une base de E, alors ((e1, 0), . . . , (en, 0)) est une base du C-e.v. EC, et donc on
a dimC(EC) = dimR(E).

Si u ∈ EndR(E), on lui associe uC : EC −→ EC défini par uC(x, y) = (u(x), u(y)). On
vérifie sans peine que uC ∈ EndC(EC), puis que si A ∈ Mn(R) est la matrice de u dans une
base (e1, . . . , en) de E, alors A est la matrice de uC dans la base ((e1, 0), . . . , (en, 0)) de EC.

Lemme B.3. Soit u ∈ EndR(E). Il existe un sous-espace F ⊂ E avec dim F ≤ 2 et u(F) ⊂ F.
Si de plus u est symétrique, alors u admet une valeur propre réelle.

Preuve. Considérons l’opérateur uC : EC −→ EC. Soit λ = a + ib ∈ C une valeur propre de uC avec
z = (x, y) ∈ EC pour vecteur propre. On a (u(x), u(y)) = uC(x, y) = λ(x, y) = (ax − by, ay + bx),
donc on voit que u(VectR(x, y)) ⊂ VectR(x, y) et on prend F = VectR(x, y).

Supposons que u symétrique. On peut supposer que dim(E) ≥ 2, sinon il n’y a rien à montrer. Si u
admet un sous-espace stable de dimension 1, on a le résultat. Sinon il existe F ⊂ E un sous-espace de
dimension 2 stable par u. Il est clair u|F est encore symétrique. Sa matrice dans une base orthonormée
de F est donc symétrique, et on voit facilement, en calculant son polynôme caractéristique, qu’une
telle matrice est diagonalisable sur R, donc admet bien une valeur propre réelle.

Théorème B.4 (Théorème spectral réel). Soit u ∈ EndR(E).

1. Si u est symétrique, alors u est diagonalisable dans une base orthonormée de E.

2. Si u est orthogonal, alors Sp(u) ⊂ {±1} et il existe une famille E1, . . . Er de sous-
espaces deux à deux orthogonaux de E tels que ∀i, dim Ei ≤ 2, u(Ei) ⊂ Ei et E =
E1 ⊕ . . .⊕ Er.
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Démonstration. 1. On démontre le résultat par récurrence sur n = dim(E). Pour n = 1 il est vrai,
supposons donc qu’il est vrai pour les espace euclidiens de dimension ≤ n et que dim(E) = n + 1,
n ≥ 1. Soit u ∈ EndR(E) un opérateur symétrique. Le lemme précédent assure que u a une valeur
propre réelle, de vecteur propre x ∈ E. Comme dans le lemme D.5 du chapitre V, on voit que si F ⊂ E
est un sous-espace tel que u(F) ⊂ F, alors u(F⊥) ⊂ F⊥. On applique l’hypothèse de récurrence à
F = Vect(x)⊥ (de dimension n) pour obtenir une base orthonormée de vecteurs propres pour u|F, et
puisque E = F⊕Vect( x

||x|| ), on obtient la base orthonormée désirée.
2. Supposons u ∈ O(E). Soit λ ∈ Sp(u), de vecteur propre x. Alors λ2〈x, x〉 = 〈u(x), u(x)〉 = 〈x, x〉,
donc λ2 = 1. Comme dans le lemme D.5 du chapitre V, on vérifie que si F ⊂ E est un sous-espace tel
que u(F) ⊂ F, alors u(F⊥) ⊂ F⊥.

On montre maintenant le résultat par récurrence sur n = dim(E). Pour n = 1, 2 il est vrai, sup-
posons donc qu’il est vrai pour les espace euclidiens de dimension ≤ n et que dim E = n + 1, n ≥ 2.
Soit u ∈ O(E). Soit F ⊂ E un sous-espace de dimension ≤ 2 tel que u(F) ⊂ F (lemme B.3). On a alors
u(F⊥) ⊂ F⊥, et l’hypothèse de récurrence fournit les sous-espaces de dimension ≤ 2 deux à deux
orthogonaux de F⊥ demandés, et puisque E = F⊕ F⊥ on a le résultat.

Pour θ ∈ R, notons A(θ) ∈ M2(R) la matrice

A(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
Si M1 ∈ Mp1(R), . . . , Mr ∈ Mpr(R), avec n = p1 + . . . + pr, on note diag(M1, . . . , Mr) la
matrice diagonale par blocs

diag(M1, . . . , Mr) =


M1

M2 0

0 . . .
Mr

 ∈ Mn(R).

Au niveau matriciel, le théorème spectral réel se traduit alors de la manière suivante.

Théorème B.5 (Théorème spectral matriciel réel). Soit A ∈ Mn(R).

1. Si A est symétrique, c’est-à-dire si tA = A, alors il existe O ∈ O(n) et λ1, . . . , λn ∈ R

tels que
A = Odiag(λ1, . . . , λn)O−1.

2. Si A est orthogonale, c’est-à-dire si tAA = In = AtA, alors il existe p, q, r ∈N, O ∈ O(n)
et θ1, . . . , θr ∈ R \ πZ tels que

A = Odiag(Ip,−Iq, A(θ1), . . . , A(θr))O−1.

Démonstration. Si A est symétrique, on procède de la même façon que dans le cas hermitien. Suppo-
sons A orthogonale. et écrivons Rn = E−1 ⊕ E1 ⊕⊕i≥2Ei comme une somme directe orthogonale où
E1 est l’espace propre associé à la valeur propre 1, E−1 est l’espace propre associé à la valeur propre
−1, et pour i ≥ 2 les Ei sont des sous-espaces de dimension 2 tels que u(Ei) ⊂ Ei et les u|Ei

ne sont
pas diagonalisables (u étant l’endomorphisme de Rn de matrice A). La matrice de u|Ei

dans une base
orthonormée de Ei est alors de la forme A(θi) pour θi 6∈ πZ (voir le lemme qui suit). On obtient alors
le résultat en considérant une base orthonormée associée à la décomposition précédente.

Lemme B.6. Soit A ∈ O(2) une matrice orthogonale non diagonalisable. Alors il existe θ ∈ R \ πZ

tel que A = A(θ).
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Preuve du lemme. Écrivons A =

(
a b
c d

)
. En exprimant les relations AtA = tAA = I2 et en utilisant

le fait que b 6= 0 ou c 6= 0 (A non diagonalisable), on trouve

A =

(
cos(θ) −ε sin(θ)
sin(θ) ε cos(θ)

)
avec ε = ±1 et θ ∈ R \ πZ. Quand ε = −1, le polynôme caractéristique est X2 − sin2(θ) qui est
scindé à racines simples dans R, donc dans ce cas la matrice est diagonalisable sur R. Ainsi ε = 1 et
A = A(θ).
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