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I Analyse asymptotique

Nous définissons deux notions de comparaison de fonctions, qui permettent de donner
du sens a des propositions du type "sin(x) est équivalente a x au voisinage de 0", ou encore
" e* tend plus vite vers +oco que tout polyndme ".

Nous introduisons ensuite les développements limités, qui permettent de comparer une
fonction, donnée au voisinage d"un point, a un polynome.

A Comparaison de fonctions au voisinage d’un point

A1 Négligeabilité, la notation o

On fixea € RU {—o00,+00}.

Définition A.1. Soient f et ¢ deux fonctions définies au voisinage de a. On dit que f est

négligeable devant ¢ en a si on a lim f(x) =0.
x4 g(x)
On écrit alors f = 0(g) et on dit aussi que f est négligeable devant ¢ au voisinage de a.

La négligeabilité mesure les vitesses de convergence (ou divergence) relatives de deux
fonctions en un point donné de R mais aussi en 3-co.

Exemples A.2. 1. Une fonction f est négligeable devant la fonction constante et égale a 1
en a, ce qu’on écrit f = o(1), si et seulement si hinf(x) =0.
a X—a

2. Soient a, 8 € R tels que a < B. Alors xP = o(x"). Pour le voir, il suffit d"utiliser que

pour touty > 0,on a 1irr(1)x7 = 0. En appliquant cette propriété a des entiers, on a donc
x—
3

en particulier x = o(1), x? = o(x), x = o(x?)...

3. Soient &, B € RR tels que & < B. Alors x* o(xP). Pour le voir, il suffit d"utiliser que

+oo

tout 0, li — =0.
pour touty >0, ona lim v

La proposition suivante donne les opérations autorisées sur les o :

Proposition A.3. Soienta € RU {—oo, +o0} et f, g, I, k des fonctions réelles définies au
voisinage de a.

—Sif= o(g)etg = o(h), alors f = o(h).
— Sif = o(h)etg = o(h),alors f + g = o(h).
— Sif = o(h)etg = o(k), alors fg = o(hk).
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Opération interdite : on n’a pas la propriété suivante : f = o(h)etg = o(k) alors f + g =
o(h+ k). En effet, ona x — 1 = o(x?) et = 0(1 — x?), mais x # o(1)! Un autre exemple
o0 [e9) +o0

est:1—1 = 0(%), 1 = o(1— %), alors que 1 ;(z)é 0(1)

Exemples A.4. Les exemples suivants sont fondamentaux.
Au voisinage de a = 0.
— Soient «, B € R tels que « < . Alors xP n o(x*)

1
— Soient a, f € R avec 0 < B. Alors | In(x) |*= o(—), i.e lim xP | In(x) |*= 0.
0o “xP 20
Au voisinage de a = +co.

— Soient w, B € R tels que a < B. Alors x* = o(xP).

o
— Soient a, B € R avec 0 < B. Alors (In(x))* = o(xP),ie lim (In(x))*" =0.

X— 400 x:B
o

— Soienta, 8 € Ravec 0 < B. Alors x* = o(ef*),ie lim T oo
400 x—stoo pbX

Au voisinage de a = —oo.
1
o . Bx _ . . x Bx _
Soient w, f € R avec 0 < B. Alors e = 0(| » |a), ie xl_l}l’zloo |x[*e 0.

A.2 Equivalence

On fixea € RU {—o00,+00}.

Définition A.5. Soient f et ¢ deux fonctions définies au voisinage de 2. On dit que f et g

f(x)

sont équivalentes en g si on a lim —— = 1.

x—a g(x)
On écrit alors f ~geton dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a (il est clair qu’on
a aussi lim 8(%) =1).
x—a f(x)

Exemples A.6. 1. x> +5x +4 ~ 0 X2
1 1 1

R
x  x? x2

Remarque A.7. Soient f et ¢ deux fonctions définies au voisinage de a.
— Si f ~ g, alors f et g ont le méme signe au voisinage de a.
a

f(x)

— Les assertions chlg}l 2 = 1etlimy_,(f(x) —g(x)) = 0, ne sont pas du tout équiva-

lentes. On ne peut méme pas dire que I'une implique l'autre. En effet :
-Ona x? + x ~4 e x2 mais limy_ 4 oo (x? + x — x?) = +oc0.
2

. 1 R ¢
-Ona lim (= — —)=0mais lim — = +oo.
xX—+400 X X xX——+o00 X
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Les propriétés suivantes sont des conséquences des théoremes sur les limites :

Proposition A.8. Soient f, g, I, k des fonctions réelles définies au voisinage de a.
— Sif ~g alors g ~ f (symétrie).
— Sif~getg ~ h alors f ~ h (transitivité).
a
— Sif > hetg > k, alors = o

a

— Sif ~get limy_,, g =1, alors limy_,, f = L.

Opérations interdites :
e On n’additionne pas les équivalents :

ff;h et gf;k + f—l—gf;h—Fk

Par exemple,onax +1 ~ o x+2Inxet —x ~;o —x —Inx, maison 1 %X, Inx.
e On ne compose pas a gauche :

fr~ag # @ofr~agog
X

Par exemple, ona x ~_« X +Inx;si on compose a gauche avec ¢ : x — e*,ona e* oo XX,
+ +

Exemples A.9. Les exemples suivants sont fondamentaux.
Au voisinage de a = 0.

1. Polynémes, puissance, logarithme, exponentielle
— Un polyndme est équivalent en 0 a son monéme non nul de plus bas degré.
— Pour touta € R*, ona (1+x)*—1 ~ax.

— Ona:In(1+x) .
— Ona:e¥—1~x.
0
2. Fonctions circulaires
— Ona:sinxr(\;x.
— Ona:tanxr(\;x.

2
x RN 7 . A N 2
— Ona:1-—cosx vy (cette derniere formule s’obtient grace a un développement

limité a l’ordre 2, voir le paragraphe suivant).

Au voisinage de a = *c0.
Un polynome est équivalent en +co a son mondme non nul de plus haut degré.

B Développements limités

B.1 Définition, exemples, applications

Les développements limités sont I'outil principal d’approximation des fonctions au voi-
sinage d'un point. Plus précisément, un développement limité en 0 a 1’ordre n d"une fonction
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f, nous donne un polyndme P de degré < n tel que la différence f(x) — P(x) est négligeable
devant x" en 0.

Définition B.1. Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet en 0 un
développement limité (DL) a I'ordre n s’il existe des constantes Ag, A1, -+, A, € R telles
que

f(x) =Ag+AMx+ -+ Apx" +o(x")

Le polyndéme P(x) = Ag+ Ayx + -+ - + A,x" s’appelle la partie réguliere du DL de f. La
différence f(x) — P(x) s’appelle le reste a I'ordre n du DL de f. Par définition , ce reste est
négligeable devant x", c’est-a-dire :

- P
L f PO
x—0 x"
On a les propriétés suivantes :
Proposition B.2. 1. S’il existe, le DL a 1’ordre n en 0 d"une fonction f est unique.

2. Si f est une fonction paire, alors la partie réguliere de son DL en 0 est un polyndéme
pair, ¢’est-a-dire un polyndme qui ne contient que des puissances paires (1, x?,x%, - - - ).

3. Si f est une fonction impaire, alors la partie réguliere de son DL en 0 est un poly-
ndme impair, c’est-a-dire un polyndme qui ne contient que des puissances impaires
3 x5 ...
(x,x,x°,-+ ).

Le DL des fonctions usuelles s’obtient par le résultat suivant :

Théoréme B.3 (Formule de Taylor-Young). Soit f une fonction 7 fois dérivable au voisinage
de 0. Alors f admet au voisinage de 0 le DL a 'ordre 7 :

f(x) :f(O)+f/1('0>x+f”2('0)x2+-"+%x”+o(x”)

La formule de Taylor-Young pour f al’ordre n en 0, qui permet de donner la liste suivante
de DL des fonctions usuelles :

2 n

X _ X X n
e —1+x—|—5+---+m—|—o(x)
3 5 2n+1
o X X X 2n+2
sinx = x — o+ o F +(—1) —(2n+1)!+0(x )
x2 x4 nx2n 2t
cosle—i—kz—k---—k(—l) 2n)!—ko(x )
1 1) (e — 1
(1+x)“:1+ax+%x2+~~+a(a ) n'(lx n )x”+o(x”)

1
m:1+x+x2—|—---—|—x”+o(x”)



ln(l—x):—x—%— — — +o(x")

1
i 2 _1nn n
T X+ x + (=1)"x" 4+ o(x")

ATTENTION : quand on écrit un développement limité, on ne
doit jamais oublier le 0 a la fin!!!

Exemple B.4. L'écriture d'un développement limité permet de calculer des limites non

triviales. Par exemple la limite

lim 1—cosx - 1
x—0 x2 - 2

est une conséquence immédiate du développement limité cos(x) = 1 — % + o(x?).

En pratique, le DL d’une fonction f permet d’obtenir un équivalent trés simple pour
f. Plus précisément, on a :

Proposition B.5. Si f admet un DL en 0 a l'ordre n, et que la partie réguliere P(x) = Ag +
AMx + - -+ Ay x" du DL n’est pas le polyndme nul, alors

f(x)’g’Akxk

ott A;xk est le mondme de plus bas degré non nul de P, i.e Ay # 0 et Aj = 0 pour tout
0<j<k

Comme on a vu que de fonctions équivalentes en un point ont méme signe au voisinage
de ce point, les DL permettent donc d’étudier la position relative de deux courbes, et en
particulier la position de la courbe de la fonction par rapport a la tangente en un point.

Proposition B.6. Si f admet un DL en 0 a l'ordre n > 2 de la forme
f(x) =Ag+Ax + pux" +o(x"), avec u # 0,

alors la courbe de f est au dessus de la tangente a cette courbe en (0, (0)) lorsque pux™ > 0,
et en dessous lorsque lorsque ux" < 0.

Exemple B.7. Soit f une fonction ayant le DL suivant en 0 : f(x) = x — x% + o(x?). Alors
la courbe de f est au dessus de la tangente a cette courbe en (0, f(0)) lorsque x < 0, et au
dessous lorsque x > 0.

Exemple B.8. Soient f et g des fonctions définies au voisinage de 0, vérifiant f(0) = g(0) et
f(x) — g(x) = —x% + o(x?). Alors la courbe de f est en dessous de celle de g au voisinage
de 0.



B.2 Opérations sur les DL

Proposition B.9. Si f et ¢ admettent toutes les deux un DL en 0 a 1’ordre 7, alorson a :

1. La fonction f + ¢ admet un DL en 0 a 'ordre n, dont la partie réguliere est la somme
des parties réguliéres des DL de f et g.

2. La fonction fg admet un DL en 0 a I’ordre 1, dont la partie réguliere est la somme des
monodmes de degré < n dans le produit des parties régulieres des DL de f et g.

3. Side plus f(0) = 0, alors la fonction g o f admet un DL en 0 a I'ordre 7, dont la partie
réguliére s’obtient en substituant la partie réguliere du DL de f dans la partie réguliere
du DL de g, et en ne conservant que les monémes de degré < n.

Exemples B.10. 1. Pour la fonction f(x) = sin(x) 4+ In(1 — x), on a le DL a ’'ordre 3 en 0

suivant : ) 3
_ X 3
f(x) - 2 2 + O(x )

En particulier f(x) v %2 La tangente a la courbe de f en (0,0) a pour équationy = 0,

et ainsi la courbe de f est au-dessous de la tangente en (0, 0) (car —%2 < 0 au voisinage
de 0).

2. Pour la fonction f(x) = cos(x)v/1+ x,on ale DL al’ordre 2 en 0 suivant :

flx)=1+3 = 32 +0(?)

3. Pour la fonction f(x) = cos(sin(x)), on ale DL a 'ordre 3 en 0 suivant :

__(x—%3)2 3
floy =1- S5l o)
x2
:1—?4—0(963)

Remarque B.11. Il n’est en général pas conseillé d'utiliser la formule de Taylor-Young pour
trouver le DL d’une fonction obtenue comme somme, produit ou composée de fonctions
dont on connait les DL. Les regles que nous avons données sont beaucoup plus efficaces.

B.3 Développement limité au voisinage d'un pointa € R

Définition B.12. Soit f une fonction définie au voisinage de 4. On dit que f admet un DL
en a2 a I’ordre 7 s'il existe des constantes Ag, Ay, - - - , Ay telles que

fx)=A+Mx—a)+ -+ A (x—a)" +o((x —a)")

Pour calculer un DL au voisinage de 4, on se ramene au voisinage de 0 en posant /(t) =
f(t+a).Sihadmetun DL en 0 a 'ordre n de la forme h(t) = Ao+ At + - - - + Apt" + 0 ("),
alorsona f(x) =Ag+ A (x—a)+---+ Ay (x —a)" +o((x —a)").



Exemple B.13. On a % = H(lTl) En posant t = x — 1, et en utilisant le DL a 'ordre 3 en 0

1
=1 —t+£2 -8 £3
T + +o(#)
on obtient le DL a l'ordre 3 en 1
1
;:1—(x—1)—i—(x—1)2—(x—1)3—|—0((x—1)3)

Si f est n fois dérivable au voisinage de a4, on peut aussi calculer son DL en a a ’ordre n
par la formule de Taylor-Young au voisinage de a :

"(a ar (n) (4
f = £+ LDy 1 DO gy L0 gy o ay)

De méme qu’en 0, les DL en un point quelconque a permettent de déterminer des posi-
tions relatives de courbes.

Proposition B.14. Si f admet un DL en a2 a I'ordre n > 2 de la forme
fx)=Ao+M(x—a)+u(x—a)*+o((x—a)"), avecu #0,

alors la courbe de f est au dessus de la tangente a cette courbe en (a, f(a)) lorsque p(x —
a)" > 0, et en dessous lorsque lorsque u(x — a)" < 0.

B.4 Développement limité au voisinage de +oc

Soit f une fonction définie au voisinage de +co. Dans le cas ol lirB flx) =1¢€eR,
X—> 100
posons :

Dy si
ht) = {{(t) sizg

Sih admet un DL en 0 a 'ordre n de la forme : h(t) = Ag + At + - - - + Ayt" + o(+"), alors on
a:

A Ay An

f(x) :)\0+7+p”‘+x—+0(—n)

C’est le DL de f au voisinage de +oc0 a l’ordre n.

1
Exemple B.15. Soit f :]1,+co[— R : x — f(x) = » f T Ona f(x) = T donc

x
ARS 0 =1

1
Le DL en 0 a I'ordre n de la fonction & correspondante est donc h(t) = 1= 14+t +
st 4o ().
Le DL de f au voisinage de +oo a l’'ordre n est :
X 1 1 1 1



II Algebre linéaire

Ce chapitre présente les objets de base de 1'algebre linéaire : les espaces vectoriels et les
applications linéaires.

A Espaces vectoriels : définitions et exemples

Soit n € IN*. L'ensemble R" est muni de deux lois
(x1,..,%0) + (W1, yn) = (x1+Yy1,..., Xy +yy) addition

A(x1, ..., xn) = (Axq,...,Ax,), pour A € R multiplication par un scalaire

Ces deux lois vérifient des conditions de compatibilité bien naturelles, et font de R" un IR-
espace vectoriel. La définition formelle est la suivante.

Définition A.1. Un R-espace vectoriel (ou en abrégé IR-ev) est un ensemble E muni de deux
lois

E x E — E (addition) R x E — E (produit externe)
(u,v) — u+ov (A, u) — Au

satisfaisant aux axiomes suivants (Vu,v,w € E, VA, u € R):
lL.ut+(v4+w)=(u+0)+uw,

u+v=v+u,

Il existe un élément (unique) O € E tel que u + 0 = u = u + Of,

Vu € E, il existe un (unique) élément —u € E tel que u + (—u) = O,

AMu+v) = Au+ Av,

(A+ p)u = Au+ pu,

(Ap)u = A(uu),

8. 1u = u.

Les éléments d'un espaces vectoriel sont appelés vecteurs.

NS A LN

La définition ci-dessus a pour but de formaliser les regles de calculs, nous ne l"utiliserons
pas vraiment en tant que telle, car les espaces vectoriels que nous rencontrerons (IR" est ses
sous-espaces, les matrices) seront suffisament concrets pour que les calculs se fassent de
maniere trés naturelle. Il est tout de méme tres intéressant de pouvoir raisonner dans un
cadre général tel que celui-ci, en particulier pour éviter des calculs fastidieux (méme si cela
demande un gros effort d’abstraction a la base).

Exemples A.2. o R, muni de l’addition usuelle et de la multiplication, est un R-ev (en fait
R = RY).



e R”, muni des lois
(xll---/xi’l) + (ylr---/]/n) - (xl +y1/---1xn+}/n)
Axg, .o, xn) = (Axq, ..., Axy)

estunR-ev. OnaOgr = (0,...,0) et —(x1,...,%,) = (=1)(x1,..., %) = (—x1,..., —Xp).
e SiEetFsontdesR-ev,alors E x F = {(u,v), u € E,v € F} estun R-ev pour les opérations

(w,0) + (u',?') = (u+u,o+7"), Alu,v) = (Au, Av)

Bien stir, par exemple, R x R s’identifie a R2.

Définition A.3. Soit E un R-ev. Un sous-espace vectoriel de E (sev de E) est une partie
F C E telle que

1. O € F,
2. YVu,v e F,onau+v € F.
3. VAeR,Vue F,onaAu € F.

Un sous-espace vectoriel, muni des lois induites, devient un espace vectoriel. Nous nous
intéresserons particulierement aux sous-espaces vectoriels de IR".

Exemples A4. 1. {0} et E sont des sev de E.
2. E = {(x,2x), x € R} est un sev de IR?. C’est la droite d’équation y = 2x.
3. E={(xy,2z) € R®| x+y+z =0} estunsevdeR? cest le plan d’équation x + v +
z=0.
4. E={(x1,...,xn) € R" | x1+ - -+ x, = 0} est un sev de R".
5. Si F et G sont des sev de E, alors

FNG={u€E|uecFetueG}

et
F+G={y+zyeFzeG}

sont des sev de E.

Définition A.5. Soient E un R-ev, et F, G C E des sev. On dit que E est somme directe de F
et G, etonnote E = F @ G, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. E=F+G;
2. FﬂG:{OE}.

Proposition A.6. Soient E un R-ev, et F, G C E des sev. Alors E = F & G si et seulement si
tout vecteur u € E, il existe un unique v € F et un unique w € G tels que u = v + w.

Exemple A.7. Dans IR?, soient
F={(x0), x€R}, G={(0y) yeR}
On voit facilement que F et G sont des sev de R? et que R? = F & G
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L’exemple précédent est élémentaire, mais il y a beaucoup d’autres situations o1 on ren-
contre des sommes directes. On donnera plus loin des outils pour montrer qu'un espace
vectoriel est somme directe de deux sous-espaces vectoriels.

B Parties génératrices, parties libres, bases

Définition-Proposition B.1. Soient E un R-ev et uy,..., uy € E. Alors
Vect(uy, ..., up) == {AMus+---+Apup | Ay,..., Ay ER} CE

est un sev de E, appelé le sev de E engendré par i, ..., u,. Les éléments de Vect(uy, ..., up)
sont les combinaisons linéaires des éléments uq, ..., 1.
SiF C Eestunsev tel que uy,...,u, € F,alors ona Vect(uy,...,u,) C F.

Exemples B.2. 1. DansR?,ona (2,3) = 2(1,—1) +5(0,1) : le vecteur (2,3) est une com-
binaison linéaire des vecteurs (1, —1) et (0, 1).

2. Dans R?, soit v = (1,0). Les combinaisons linéaires de v sont les vecteurs de la forme
Av = (A,0) avec A € R. Donc en particulier, le vecteur (1,1) de R?> n’est pas une
combinaison linéaire de v.

3. Toujours dans IR?, soient v; = (1,0) et v, = (2,1). Soit (x, y) un vecteur quelconque de
R2. Alors (x,y) = (x — 2y)v; + yv; est une combinaison linéaire de vy et vs.

4. Dans R", soient
e1 =(1,0,...,0), &2 =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1)
Pour (x1,...,x,) € R",ona
(x1,...,X) = X161+ -+ + Xpey

et ainsi R" = Vect(ey, ..., e,).
5. Soit E = {(x,y,z) € R®| x +y +z = 0}. Soit (x,y,z) € R>. Alors

(x,y,z) €E <= x+y+z=0 <= (x,y,2) =(x,y,—x—Y)
<~ (x,y,z) =x(1,0,—-1) +y(0,1,—-1)

Donc E = Vect((1,0,—1),(0,1, —1)) et cela montre que E est un sev de R3.

Le résultat suivant est souvent utile.

Proposition B.3. Soit E un R-ev

1. Soient uy,...,up € E.Siu, € Vect(uy,...,up_1) (up est une combinaison linéaire de
uy, .. .,up_l), alors
Vect(uq,...,up) = Vect(uy, ..., up_l)

2. Soient uy,...,up,v1,...04 € E. Alors

Vect(uy, ..., up,v1,...v45) = Vect(uy, ..., up) + Vect(vy, ..., vy)
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On en vient a trois définitions tres importantes.

Définition B.4. Soient E un R-ev et uy,...,u, € E.
1. On dit que {uy,...,up} est une partie génératrice de E si Vect(uy,...,up) = E.

2. On dit que {uy,...,up} est une partie libre de E (ou encore linéairement indépen-
dante) si

Une partie non libre est dite liée ou encore linéairement dépendante.

3. Ondit que {uy,...,u,} est une base de E si c’est a la fois une partie libre et génératrice
de E.

Exemples B.5. 1. {e1,...,en} est une base de R", olt comme dans I'exemple précédent
e1 = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., ex = (0,...,0,1)

Cette base de IR" est appelée la base canonique de IR".

2. Dans R?, soient v; = (1,0) et v; = (2,1). Si on a Ajv; + Av0 = (0,0), pour Ay, Ay €
R, alors (A1 4+ 2A2,A2) = (0,0) et donc A +2A; = 0et Ay = 0, donc Ay = 0 =
Ay est la seule solution. Donc v et v, sont linéairement indépendants. Le calcul fait
dans l’exemple précédent (3) montre que R?> = Vect(vy,v;) : {v1, 02} est une partie
génératrice de R%. Ainsi {v1,v,} est une base de R?.

3. Dans IR?, soient v; = (1,0) et v, = (2,0). Si A;v1 + A2vp = (0,0), alors (A +2A,,0) =
(0,0) et donc A; +2A; = 0. Ceci a une infinité de solutions, par exemple on peut
prendre A, = 1 et Ay = —2. Donc v; et v, sont liés, et —2v1 + v, = (0,0) (soit vy = 207).

4. Siu € E est un vecteur non nul, alors {u} est une partie libre de E.

5. Siu,v € E sont deux vecteurs, la partie {u, v} est liée si et seulement si les vecteurs u
et v sont colinéaires, et donc la partie {u, v} est libre si et seulement si les vecteurs u
et v ne sont pas colinéaires. Quand il y a au moins 3 vecteurs, on ne parle jamais de
colinéarité entre eux.

6. Soit E = {(x,y,z) € R | x+y+2z = 0}.On a vu que E = Vect((1,0,—1),(0,1,—1)),
ce qui montre que E est un sev de R?, et on vérifie ensuite que {(1,0,—1),(0,1,—1)}
est une famille libre, et donc est une base de E.

7. Si{uq,...,up} est une partie libre de E alors toute sous-partie de {u1,...,u,} est en-
core une partie libre.

En pratique

Pour déterminer si une famille vy, ...,v, de vecteurs de R" est libre ou liée, on résout
I'équationen Ay, ..., Ap:
/\101 + c +Apvp = (0,0,. . .,O).

C’est en réalité un systeme de n équations a p inconnues, en regardant les vecteurs compo-
sante a composante. On constate qu’il y a une solution évidente quiest Ay = 0,...,A, = 0.
Alors :
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— Lesvecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants si et seulementsiAy =0, ..., Ap =
0 est 'unique solution.

— Les vecteurs vy, ...,0;, sont linéairement dépendants si et seulement s’il existe une
autre solution (quin’est pas A; = 0,...,A, = 0).

Exemple B.6. Dans R3, considérons les vecteurs
v1=(1,1,0), v2 = (1,0,—-1), v3 = (4,2,-1), va = (1,1,1)
IIs ne sont pas linéairement indépendants car
v1 + 20 —v3+v4 = (0,0,0)

Par contre les parties {v1,v2,v3} et {v1,vp, v4} sont libres.

Définition B.7. Soit E un R-ev. On dit que E est de dimension finie si E admet une partie
génératrice finie.

Par exemple IR" est de dimension finie.

Théoréeme B.8. Soit E une espace vectoriel de dimension finie, avec E = Vect(uy, ..., uy).
Alors toute famille de vecteurs ayant p > n éléments est liée.

Le résultat suivant est alors le résultat fondamental sur les espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

Théoreme B.9. Soit E un R-ev de dimension finie. Alors E posséde une base, et toutes les
bases de E ont le méme nombre d’éléments. Le nombre d’éléments d’une base de E est
appelé la dimension de E, et est noté dim(E).

Exemples B.10. 1. L'espace vectoriel nul {0} est de dimension 0 (c’est essentiellement
une convention), et c’est le seul espace vectoriel de dimension 0.

2. Dans R", soient
e1 = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,...,0,1)
Alors {ey, ..., e} est une base de R", appelée la base canonique de R". On a donc
dim(R") =n

3. Soit E = {(x,y,z) € R® |x+y+z = 0}. Onavuque {(1,0,—1),(0,1,—1)} est une
base de E, et donc dim(E) = 2.

On a en fait des résultats plus précis que le théoreme d’existence d'une base.

Théoreme B.11 (Théoreme de la base incomplete). Soit E un R-ev de dimension finie et
soit {u, ..., up} une famille libre d’éléments de E. Alors il existe Upil, .-, Un € E tels que
{u, ... up, Upil, .-, Uy } soit une base de E.
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Exemple B.12. Considérons, dans IR?, les vecteurs v; = (1,1,0,1) et v, = (—1,1,1,1). On
vérifie qu’ils sont linéairement indépendants, et donc, comme R* est de dimension 4, le
théoreme de la base incompléte assure 1'existence de v3, vy € R* tels que {v1, v, 03,04} soit
une base de R%.

Théoreme B.13 (Théoréeme de la base extraite). Soit E un R-ev de dimension finie et soit
{u1,...,up} une partie génératrice de E. Alors dim(E) < p et on peut trouver une sous-
famille de {uy,...,u,} qui est une base de E.

Exemple B.14. Dans IR3, soit
E = Vect((1,1,0),(2,-1,2),(1,-2,2))
Alors dim(E) < 3 et le théoréme de la base extraite assure ’existence d’une sous-famille de
{(1,1,0),(2,-1,2),(1,-2,2)}
qui est une base de E. En fait on constate que (2, —1,2) = (1,1,0) + (1, —2,2), et donc
E = Vect((1,1,0),(1,-2,2))

On voit que la famille {(1,1,0), (1, —2,2) } est libre, et donc est une base de E.

Le prochain résultat est quant a lui tres utile pour déterminer une base d"un espace vec-
toriel dont on connait déja la dimension.

Théoréme B.15. Soient E un R-ev de dimension n et uq,...,u, € E. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. {uy,...,u,} estune base de E.
2. {uy,...,uy} estune partie génératrice de E.

3. {uy,...,uy} est une partie libre de E.

Exemple B.16. Dans IR%, on vérifie que les vecteurs
v1 =(1,1,0,0), v = (1,0,—1,1), v3 =(0,4,2,-1), v4 = (1,1,1,1)

sont linéairement indépendants, et donc, comme dim(R*) = 4, on en déduit que {v1,v2,v3,04}
est une base de R*.

Nous verrons plus loin également un critere matriciel pour déterminer si une famille de
n vecteurs de IR" est une base.

Pour les sous-espaces vectoriels, on a le résultat important suivant.
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Théoréme B.17. Soient E un R-ev de dimension finie et F C E un sev. Alors F est de dimen-
sion finie avec dim(F) < dim E. De plus F = E <= dim(F) = dim(E).

En particulier les sev de R" sont des espaces vectoriels de dimension < 7.

Exemples B.18. 1. Les sous-espaces vectoriels de R sont de dimension 0 ou 1, et donc les
seuls sous-espaces vectoriels de R sont {0} et R.

2. Les sous-espaces vectoriels de IR? sont soit
— de dimension 0 (le sous-espace vectoriel nul {Or2}),
— de dimension 1 : ce sont les droites de R?,
— de dimension 2 : il s’agit de R?.

3. Soit E = {(x,y,z) € R® | x +y — z = 0}. C’est un sev de R3, donc un espace vecto-
riel de dimension finie < 3. Comme E & R3, on a donc dim(E) < 2. Vérifions que
dim(E) = 2. Soit (x,v,z) € R3. Alors

(x,y,z) €E <= x+y—z=0 <= (x,y,2) = (x,y,x+ V)
<~ (x,y,z) =x(1,0,1) +y(0,1,1)

Donc E = Vect((1,0,1),(0,1,1)). On vérifie ensuite que {(1,1,0),(0,1,1)} est une fa-
mille libre, et donc est une base de E. On a bien dim(E) = 2.

On applique maintenant le théoreme de la base incomplete aux sommes de sous-espaces.

Théoréme B.19. Soient E un R-ev de dimension finie, et F, G C E des sev. On a

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(FN G)

Exemple B.20. Dans IR, soient
F = Vect((1,1,-2),(0,4,2)), G = Vect((1,0,1),(1,—1,2))
On a dim(F) = 2 = dim(G), donc
dim(F+G) =2+2—-dim(FNG) =4 —dim(FNG)

Comme F + G est un sev de R3, on a dim(F + G) < 3, etdonc dim(F N G) > 1.
On voit facilement que (1,0,1) € F,donc F G F + G, et ainsi 2 = dim(F) < dim(F +
G) < 3, ce qui donne dim(F + G) = 3,donc F+ G = R3, etdim(FNG) = 1.

On termine le paragraphe en appliquant le théoreme de la base incompléte a I'existence
de « supplémentaires » pour les sous-espaces vectoriels.

Théoréme B.21. Soit E un R-ev de dimension finie et F C E un sev. Alors il existe un sev
G C Etelque E = F & G, eton a alors dim(E) = dim(F) 4 dim(G).

Concretement, le résultat suivant est le plus utile pour déterminer si un espace vectoriel
est somme directe de deux sous-espaces.
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Théoréme B.22. Soient E un R-ev de dimension finie, et F,G C E des sev. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

1. E est somme directede Fet G:E=F 3 G;

2. Onadim(E) = dim(F) +dim(G) et FNG = {0¢};

3. Il existe une base {uj,...up} de F et une base {vy,...,v;,} de G telle que
{uq,...,up,v1,...,04} soit une base de E;

4. Pour toute base {uy,...,u,} de F ettoutebase {vy,...,v,} de G, {uy,...,up,v1,...,04}
est une base de E.

Exemples B.23. 1. Dans IR3, soient
F={(x,2x,x), xc R} G={(xy,2z) eR}|2x+y—z=0}

En utilisant le deuxiéme critere, on voit que R®> = F @ G.

2. Dans R%, soient
F = Vect((1,1,0,—-2),(0,4,2,0)), G = Vect((1,0,0,1),(1,—-1,2,0))
En utilisant le troisiéme critere, on voit que R* = F @ G.

Enfin, on a en général une formule reliant la dimension d"une somme de sous-espaces et
les dimensions des sous-espaces.

C Matrices

C.1 Rappels

Les principales définitions et propriétes sur les matrices sont vues dans le cours “outils
mathématiques S2”. Nous les rappelons briévement.

Rappelons tout d’abord qu’'une matrice m x n est un tableau rectangulaire de nombres,
a m lignes et n colonnes :

a1 a2 - A1

azy dxp --- d2p
A=

Aml Am2 - Amn

ou les ajj, pour 1<i<metl <j < nsontdesréels. On la note aussi A = (111-]-) 1<i<m Le€S

1<j<n
indices i et j de 4;; signifient que 4;; est situé sur la i-eme ligne et la j-éme colonne. On dit
que a;; est le coefficient (i, j) de la matrice A.
L'ensemble de toutes les matrices a m lignes et n colonnes est noté M,, ,(R).

Quelques matrices particulieres

e Matrices lignes. Ce sont les éléments de M ,(R). IIs sont de la forme (ﬂ11 e ﬂ1n) .
M ,(R) s’identifie naturellement a R".
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a1
e Matrices colonnes. Ce sont les éléments de M, 1 (R). Ils sont de la forme

Aml

e Matrices carrées. Ce sont les matrices ayant le méme nombre de lignes et le méme nombre
de colonnes. On note M, (R) = M, ,(IR) les matrices carrées n x n. Par exemple

(_12 g) € M>(R)

e Matrices triangulaires inférieures. Ce sont les matrices carrées dont tous les coefficients
strictement au dessus de la diagonale (c’est-a-dire d’indices (i,j) avec j > i) sont nuls. Par
exemple :

1 0 0 1 0 0
—2 -10|,|-2 -1 0]eMzR)
1 0 0 1 —3/2 4

e Matrices triangulaires supérieures. Ce sont les matrices carrées dont tous les coefficients
strictement en dessous de la diagonale (c’est-a-dire d’indices (i, j) avec i > j) sont nuls. Par
exemple :

1 7 0 1 -1 7

0 -1 5,0 0 6|¢ecM;3R)

0 0 6 0 0 4

e Matrices diagonales. Ce sont les matrices carrées a la fois triangulaires supérieures et
triangulaires inférieures. Les seuls coefficients pouvant étre non nuls sont donc ceux de la
diagonale. Par exemple :

100

000

0 06

e Matrices scalaires. Ce sont les matrices diagonales dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux. Par exemple :

A0 O
0 A 0)],AeR
0 0 A

e Matrice identité. C’est la matrice scalaire I, € M, (RR) dont tous les coefficientrs diago-
naux valent 1. Par exemple

1000
L0100
710010
0001

e Matrice nulle. C’est la matrice 0y, € M, (IR) dont tous les coefficients sont nuls.

Rappelons que I'on dispose de deux opérations sur les matrices :
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— l'addition de deux matrices :si A = (aij) 1<i<m €t B = (bij) 1<i<m ON poOSe

1<j<n 1<j<n

A+ B= (al-j—i—bij) 1<i<m

<j<n

soit
aj1 +byn ap+bp - a4+ by
a» +b ar» +b ce- o, + D
A+B— 21. 21 22. 22 2n. 2n
am1+bm1 ﬂm2+bm2 o A+ b

— la multiplication d’une matrice par un réel : si A = (ai]-) 1<i<m et A estréel, on pose

1<j<n

AA = (/\Ell]) 1<i<m

<jsn

soit
Aayy Aap - Adyy,
Aa Aa - Aa
AA — .21 22 2n
/\Elml )Ulmz IV -

Remarque C.1. On ne peut additionner des matrices que si elles sont du méme type (méme
nombre de lignes et méme nombre de colonnes).

Exemple C.2.

2 -1 -8\ (6 8 -9\ _(2+6 -1+8 —3-9\ (8 7 -12
4 -7 5 ~10 13 11)  \4-10 —7+13 5+11)  \-6 6 16

Proposition C.3. Muni de 1’addition et de la multiplication par une scalaire, M,, ,(R) est
un R-espace vectoriel. De plus, M, ,(R) est un R-espace vectoriel de dimension mn, dont
une base est donnée par I'ensemble

{Ej, 1<i<m, 1<j<n}

ou Ei]' est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, a I’exception de celui situé sur la
ligne i et la colonne j, qui vaut 1.

Exemples C4. 1. M;(R) est un R-ev de dimension 4 avec pour base les matrices

(o0) (00) (30)(57)

2. M33(R) est un R-ev de dimension 6 avec pour base les matrices

100 010 0 01 000 000 00
ooo/)7\ooo0o)”\000)"\100/)’\01O0/)”\00O0
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Rappelons également que 1’on peut aussi définir un produit de matrices, qui existe dans
certaines conditions, et qui est un peu plus complexe que les opérations précédentes.

Définition C.5. Etant données deux matrices A de M, n(R) et B de My ,(R) telles que
le nombre n de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B, on définit leur produit
AB, qui est une matrice de ./\/lm,p(lR), de la facon suivante : notons A = (ai]-) 1<i<m €t B =

1<j<n
(b] ) 1<i<n alors AB = (Cik) 1<i<m avecC Cjp = 2;7:1 ai]-bjk = anby + apboy + - - - + a;ubyi-

P 1<k<p

j<
k<

Les principales propriétés du produit de matrices sont résumées ci-dessous.

Propriétés C.6. @ — (AB)C = A(BC) pour toutes matrices convenables A, B, C (c’est-a-

dire telles que les produits existent). On peut donc oublier les parenthéses et écrire
ABC. On dit que le produit est associatif.

— Al, = Aet,,A = A pour toute matrice A de M, ,(R).

— (A+ A")B = AB + A’'B pour toutes matrices A, A’, B convenables. On dit que le
produit est distributif (a droite) par rapport a I’addition.

— A(B+ B’) = AB + AB’ pour toutes matrices A, B, B’ convenables. On dit que le pro-
duit est distributif (a gauche) par rapport a I’addition.

— («A)B = a(AB) = A(aB) pour toutes matrices A, B convenables et tout réel a.

Remarque C.7. Attention : Ce produit n’est pas commutatif! C’est-a-dire qu’on peut avoir
AB # BA pour certaines matrices (on peut méme avoir AB définie alors que BA n’est pas
définie).

Remarque C.8. Les matrices unité I, jouent un role semblable au “1” de R.

Définition C.9. On définit la transposée A’ d'une matrice A = (a;;) 1<i<n de My,,(R) de

1<j<n
!

/ .
) \<ic, estune matrice de M, ,(R) avec aj;

i
] 1<j<m

obtenue en écrivant en lignes les colonnes de A.

la facon suivante : A" = <a aji. Elle est

2
_21 ;L g).AlorsAt: 4 3
6 5

Exemple C.10. Soit A = (

Proposition C.11. Soient A € M, ,(R) et B € M, ,(R). Ona (AB)" = B'A".

Définition C.12. On dit qu'une matrice A de M, ,(RR) est inversible s’il existe une matrice
B de M, ,(R) telle que AB = I, et BA = I,. On dit alors que B est inverse de A et on la
note A1,

Onadonc AA l'=1,et A" 1A =1,
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Attention : On ne doit jamais diviser par une matrice, mais on peut multiplier par son
inverse si elle est inversible. (La division de matrices n’existe pas).

Remarque C.13. On peut montrer que I'une des égalités ci-dessus sulffit, c’est-a-dire que s’il
existe une matrice B telle que AB = I, (ou BA = I,;), alors A est inversible (on rappelle que
A est dans M, ,(R)).

Remarque C.14. Pour qu'une matrice soit inversible, il faut qu’elle ait le méme nombre de
lignes et de colonnes (c’est-a-dire qu’elle soit carrée). Mais attention, cela ne suffit pas :
toutes les matrices carrées ne sont pas inversibles.

Le cours “outils mathématiques S2” donne une méthode pour déterminer si une matrice
est inversible, et déterminer son inverse. Nous ne la rappelons pas ici.

Le critere matriciel suivant peut étre utile pour montrer qu'une famille d"un espace vec-
toriel de dimension finie est une base.

Théoréme C.15. Soient E un R-ev de dimension n et {ey,...,e,} une base E. Soient
u, ..., uy € E.Soit A = (a;;) € M,(R) la matrice déterminée par

n
Vi e {1,...,7’1}, u; = Za]-iej
j=1

Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. {uy,...,u,} estune base E.

2. La matrice A est inversible.

Exemple C.16. Dans IR?, soient u; = (1,1) et up = (2,3). Alors {uy,uy} est une base de R?,
pour l'une des raisons suivantes.

e {u1,uy} estune partie libre de R?, qui est de dimension 2.

e la matrice ( 13

) est inversible.

C.2 Déterminant

On étudie maintenant une application det : M,(R) — R, appelée le déterminant, qui
permet de vérifier si une matrice est inversible ou pas.

Sin = 1, une matrice A = (a) est inversible si et seulement si a # 0. Il n’y a donc rien a
faire.

Le cas n = 2 est traité par le résultat suivant.
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Théoreme C.17. Soit A = <i Z) € Mjy(R). Alors la matrice A est inversible si et seule-

ment si ad — bc # 0, et dans le cas ot A est inversible, on a

1 d —b
-1 -
A= e (—C a )

1 -3

Exemples C.18. 1. Soit A = ( y 6

) . Alors A n’est pas inversible.

1 -3

2 2

2. Soit A = ( o

) . Alors A est inversible, avec A~1 = % ( 2 3).

Définition C.19. Soit A = (a;;) € M, (R) une matrice carrée. Le déterminant de A, noté
det(A), est défini de la maniere inductive suivante.
— Sin =1, alors A = (a11) et det(A) = ay;.
aip a2
etdet(A) = ay1ax — aypan.
do1 (A) 11 12421
— Sin > 2, A= (a,-]-)lgi,jgn, alors

— Sin =2,alors A =

det(A) = a11A11 — 4018 + a31831 — -+ (=1)" lan A,

ot Ajp est le déterminant de la matrice de M,,_1(IR) obtenue a partir de A en enlevant
la ligne i et la colonne 1.

Exemple C.20. Pour n = 3,
a1p 42 a3

det [ ax1 a2 ax | = a11(axnass — axazy) — ax (a12a33 — azxaiz) + az1(a12a23 — axnais)
a3y 4aszy 4ass

Par exemple det

N =
© U1 N
O O W
I
(@)

Les principales propriétés du déterminant sont résumées dans le théoreme suivant.

Théoreme C.21. Le déterminant det : M, (R) — R satisfait les propriétés suivantes.
1. VA,B € M, (R), det(AB) = det(A) det(B).
2. VA € M, (R), A estinversible <= det(A) # 0.

3. Si A € M, (R) est triangulaire supérieure ou inférieure, alors det(A) est le produit des
coefficients diagonaux de A.

4. VA € My (R), on adet(Af) = det(A).
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Pour calculer des déterminants en pratique, on peut faire des manipulations sur les lignes
et les colonnes. Cela est résumé dans la proposition suivante.

Proposition C.22. Soit A € M,(R) une matrice carrée, donc les lignes sont notées
Ly,...,Ly, etle colonnes Cy,...,Cy. Alors les opérations suivantes sur les lignes et les co-
lonnes de A transforment le déterminant de A de la maniere indiquée dans le tableau.

Opération Déterminant

Li < Li(i # ) multiplié par -1
Ci < Ci(i #J) multiplié par -1
Li — AL; multiplié par A
C, — AC; multiplié par A
Li — Li+AL; (i #j) | inchangé

Ci — Ci+ AC; (i # j) | inchangé

En particulier si A est une matrice ayant une ligne nulle, ou une colonne nulle, ou deux
lignes égales, ou deux colonnes égales, on a det(A) = 0.

On a d’autres résultats utiles.

Proposition C.23. (calcul du déterminant suivant un développement en lignes) Si n > 2,
A= (aij)lgi,jgn/ alors

det(A) = a11811 — a12812 + a13B13 — - + (—1)" ay, Ay,

ot Ay; est le déterminant de la matrice de M,,_1(IR) obtenue a partir de A en enlevant la
ligne 1 et la colonne i.

Proposition C.24. Soit A € M, (IR) une matrice de la forme (en blocs)

B C
(o o)
ouBe M;(R),D € Ms(R) r+s =mn,C € M;s(R) 05, est la matrice nulle s x r. Alors
det(A) = det(B) det(D).

21 4 3
. 32 1 =2 .
Exemple C.25. Soit A = 47 2 3 | On trouve det(A) = 316, et A est donc inver-
56 -3 4

sible.

Exemple C.26. Dans RR3, soient u; = (1,0,1) et up = (1,—1,0). On vérifie qu’ils sont li-
néairement indépendants. Le théoréme de la base incomplete assure qu’il existe u3 tel que
{uq,up, u3} soit une base de R3. Pour trouver concrétement un u3 convenanble, on peut
procéder ainsi. Si u3 = (a,b,c), alors {uy,us, u3} sera une base de IR si et seulement si la
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matrice

1 1 a
0 -1 b
1 0 ¢

est inversible (par le théoreme C.15), si et seulement si —c 4+ b + a # 0. On peut donc prendre
par exemple uz = (1,0,0).

D Applications linéaires

Les applications linéaires sont les outils qui servent a comparer les espaces vectoriels.

D.1 Définitions et premiers exemples

Définition D.1. Soient E et F des espaces vectoriels. Une application linéaire de E dans F
est une application f : E — F telle que

— f(u+v)=f(u)+ f(v),Vu,v € E,

— f(Au) = Af(u),Yu € E, VA € R.

Exemples D.2. L'application

f:R>*—R
(x,y,z) —> x

est une application linéaire.

Remarque D.3. f : E — F est une application linéaire si et seulement si elle vérifie la
condition suivante

flu+Av) = f(u) + Af(v), Yu,v € E, VA € R.

Proposition D.4. Soit f : E — F une application linéaire. On a

1. f(0) = O,
2. f()\lul + -+ /\nun) = Alf(ul) —+ -+ Anf(un), VA1, ..., Ay € R, Yuq,...,u, € E.

Remarque D.5. On constate aisément que la composition de deux applications linéaires
est encore une application linéaire, et que l'application identité d’un espace vectoriel est
linéaire.

Définition D.6. Une application linéaire f : E — IR est appelée forme linéaire sur E.
Un endomorphisme de E est une application linéaire E — E.
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Définition D.7. Soient E et F des R-ev. Un isomorphisme de E vers F est une application
linéaire bijective f : E — F. On dit que E et F sont isomorphes s'il existe un isomorphisme
de E vers F.

Exemples D.8. Soit
fiR* — R?
(x,y) — (¥, %)

On vérifie que c’est une application linéaire, et qu’elle est bijective (en fait f o f = idRn»).

Remarque D.9. Si f : E — F est un isomorphisme, alors la bijection inverse f 1 : F — E
est aussi un isomorphisme.

D.2 Applications linéaires de R” dans R"

Théoréme D.10. Soit f : R? — RR" une application. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. f estlinéaire.
2. Il existe une matrice A € M, ,(R) telle que V(x1,...,x,) € R”,ona

X ag - alp X1
t ! azt v Ap
f(x1, -/xp) =Al:|= .
X
p i e aw) \x,

Si f est linéaire, la matrice A, appelée matrice de f, est construite de la maniere suivante.
Notons ey, . .., e, la base canonique de IRP. Pour tout 1 < i < p, la i-eme colonne de A est la
matrice colonne f(e;)".

Exemples D.11. 1. La matrice de I'application identité idr» : R" — IR" est la matrice
identité I,,.

2. Soit
R — R
(x,y,z) — (2x —z,5x +2y +z,y — z)
Alors on a
2x —z 2 0 —1 X
f(x,y,z)! = [5x+2y+z| =[5 2 1 y
y—z 01 -1 z
2 0 -1
On en déduit que f est linéaire et que sa matriceest {5 2 1
01 -1
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3. Soit f : R" — R une forme linéaire. Alorsil existeay, ..., a, € Rtelsque V(x1,...,x,) €
R",on a

f(x1,. ., xn) = a1x1+ - - + anxy

Proposition D.12 (Composition des applications linéaires). Soient f : RP — R" et
g : R" — RR™ des applications linéaires. Alors go f : RF — IR™ est linéaire, et si
A€ M;p(R) et Be M, (IR) sont les matrices respectives de f et g, alors BA € M, ,(R)
est la matrice de g o f.

Corollaire D.13. Soit f : R"” — R" une application linéaire. Alors f est un isomorphisme
si et seulement si sa matrice est inversible.

Exemples D.14. 1. Considérons les applications linéaires

fiR* — R g:RP— R
(0 y) — (x =y, 2x +y,—y) (v y,2) — (¥ —2,2y +2)
Leurs matrices respectives sont
1 -1
M=1{2 1] et N:((l) g _11>
0 -1

et ainsi les matrices respectives de f o g et g o f sont

1 -2 =2 10
MN=1[2 2 -1 et NMz(4 1)
0o -2 —1
2. L'application linéaire
fR— R

(x,y,z) — (2x — z,5x + 2y + z,y — 2)

de I’exemple précédent est un isomorphisme car sa matrice est inversible.

D.3 Etude des applications linéaires

On commence par étudier les liens entre sous-espaces vectoriels et applications linéaires.

Proposition D.15. Soit f : E — F une application linéaire.

1. Si G C E est un sev de E, alors f(G) est un sev de F. En particulier, I'image de f,
Im(f) = f(E) estunsev de F.

2. Siug,...,u, € E,ona f(Vect(uy, ..., un)) = Vect(f(uy),..., f(un)).

3.S5iG C Festunsev de F,alors f"}(G) = {u € E| f(u) € G} estun sev de E. En
particulier Ker(f) = f~1({0r}) = {u € E| f(u) = O}, le noyau de f, est un sev de E.

4. f estinjective <= Ker(f) = {O¢} et f est surjective <= Im(f) = F.

L’étude d’une application linéaire comprend la détermination de son noyau et de son
image.
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Exemples D.16. 1. Soit (ay,...,a,) € R". L'application linéaire
f:R" — R
n
(X1, %) — Y aix;
i=1
a pour noyau

n
H={(x1,...,x,) €ER"| ) a;x; =0}
i=1

qui est donc un sev de R”. Si (ay,...,a,) # (0,...,0), son image, qui est un sev non
nul de IR, est donc un sev de dimension > 0 et < 1, donc de dimension 1, et est égale a
R.

2. Soit

fiR— R
xX,Y,z)— (x —y+2z,2x+z
y y

Alors on vérifie que Ker(f) = Vect(1, —3, —2) et f n’est donc pas injective.

Théoreme D.17. Soient E et F des R-ev de dimensions respectives n et p, et f : E — F
une application linéaire. Soient B = {ey,...,e,} et B = {e], .. .,e;} des bases de E et F
respectivement.

1. f estinjective <= {f(e1),...,f(es)} est une partie libre de F.
2. festsurjective < Vje {1,...,p}, e;- € Vect(f(e1),..., f(en)).

3. f estunisomorphisme <= {f(e1),..., f(en)} est une base de F.

Corollaire D.18. Soit f : E — E une application linéaire. Si E est de dimension finie, alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est un isomorphisme.
2. f estinjective.

3. f estsurjective.

Théoreme D.19 (Théoréeme du rang). Soit f : E — F une application linéaire entre espaces
vectoriels de dimension finie. On a

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E)

Exemples D.20. 1. Soit

f:R® — R?
XY, z)— (x —y+2z,2x+z
y y

Alors on a dim(Ker(f)) =1, donc dim(Im(f)) =3 — 1 = 2, et ainsi f est surjective.
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2. Soit
f:R*— R
(x,y,z) — (x —y+2z,2x+z,x+y —z2)
Alors on montre que dim(Ker(f)) = 1, donc dim(Im(f)) = 3—1 = 2, et ainsi f

n’est pas surjective. Par ailleurs f(1,0,0) = (1,2,1) et f(0,1,0) = (—1,0,1), ces deux
vecteurs sont linéairement indépendants, et forment donc une base de Im(f).

3. Soit (ay,...,a,) € R". Lapplication linéaire
f:R" — R
n
(xl, .. .,xn) — Zaixi
i=1

est surjective si (ay,...,a,) # (0,...,0). Ainsi

n

Ker(f) = H = {(x1,...,x:) € R" | } a;x; = 0}
i=1

est un sev de dimension n — 1 de R".

Définition D.21. Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image. Le rang
d’une matrice est le rang de 1’application linéaire associée.

Si A € M, (R) est une matrice, une sous-matrice de A est une matrice obtenue a partir
de A en enlevant des lignes ou des colonnes. Le résultat suivant permet de calculer le rang
de maniére pratique.

Proposition D.22. Si A € M, ,(IR) est une matrice, alors le rang de A est la taille maximale
d’une sous-matrice carrée inversible de A. Le rang de A ne change pas si 'on
— ajoute a une ligne un multiple d"une autre ligne;
— ajoute a une colonne un multiple d"une autre colonne;
— multiplie une ligne ou une colonne par un scalaire non nul;
— échange deux lignes ou deux colonnes.
De plus, s’il existe a € R tel que

pour une matrice A1 € M,,_1,_1(R), alors sia = 0 on a rang(A) = rang(A1), etsia # 0,
onarang(A) =1+ rang(Aj).

Exemple D.23. Les rangs des matrices

1 -1 2 1 -1 2 3 1 -1 2 1
2 0 19),12 0 1 0,12 0 1 2
1 1 -1 11 -10 1 1 —-11

sont respectivement 2, 3 et 2.
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D.4 La classification des espaces vectoriels de dimension finie

Le résultat suivant permet de construire facilement des applications linéaires.

Théoréme D.24. Soient E et F des espaces vectoriels, soient {ey,...,e,} une base de E et
uy,...,uy € F.Il existe alors une unique application linéaire f : E — F telle que

Vi e {1,...,71}, f(ei) = U;

L'application linéaire f associea x = Y\ ; Aje; € E1'élément ) " ; Aju; € F.

Théoréme D.25 (Classification des espaces vectoriels de dimension finie).
1. Si E est un espace vectoriel de dimension 7, alors E est isomorphe a R".
2. Sin # p, alors les espaces vectoriels R" et R” ne sont pas isomorphes.

Ainsi, si E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors E et F sont isomorphes
si et seulement si dim(E) = dim(F)

La premiere partie du théoréme de classification est conséquence du théoreme précédent,
et la deuxiéme partie est quant a elle conséquence de 1'unicité du nombre d’éléments dans
une base et du théoreme D.17.

Le dernier résultat du chapitre est une caractérisation concrete des sev de IR".

Théoréeme D.26 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels de R"). Soit F une partie de R".
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. F est un sev de dimension p < n de R";

2. il existe une matrice A = (a;) » € Myu_pu(R) de rang n — p telle que F est

1<
1<

’ensemble des solutions (x1, ..., x,) du systeme d’équations

aj1xy +apxy + - +ayx, =0

An—p,1X1 + An—p2X2 + -+ An—pnXn = 0
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