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Résumé

In this paper, we are interested in diophantine equations of type F (x, y) = dzp where
F is a separable homogeneous form of degree ≥ 3 with integer coefficients, d a fixed
integer ≥ 1 and p a prime number ≥ 7. As a consequence of the abc conjecture, if p
is sufficiently large and (a, b, c) is a non trivial proper solution of the above equation,
we have c = ±1. In the case where F has degree 3, we associate to (a, b, c) an elliptic
curve defined over Q called the Frey curve or Hellegouarch-Frey curve. This allows
us to deduce our conjecture from another one about elliptic curves attributed to
G. Frey and B. Mazur (which is itself a consequence of the abc conjecture). We then
applied our construction to the study of an explicit form. We give some results about
the set of non trivial proper solutions of the equation considered for several values
of d.

Key words: Forms of degree higher than two ; Elliptic Curves ; Modular
Representations.

1 Introduction

On se propose de faire quelques remarques sur la conjecture suivante.

Conjecture 1.1 (A) Soient F ∈ Z [X, Y ] une forme homogène séparable de
degré ≥ 3 et d un entier ≥ 1. Il existe une constante Cd,F > 0 ne dépendant
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que de d et F telle que si p est un nombre premier > Cd,F et (a, b, c) un triplet
d’entiers non nuls premiers entre eux vérifiant l’égalité

F (a, b) = dcp,

alors on a c = ±1.

Les seuls résultats déjà connus sur cette conjecture concernent certains cas
particuliers d’équations de Fermat généralisées où d est un entier convenable-
ment choisi et où F (x, y) est l’une des formes suivantes (cf. [21,13,9,5,23]) :

x3 + y3, x4 + y4, x4 − y4, x5 + y5 et x6 + y6.

Les équations F (x, y) = ±d d’inconnues x, y dans Z sont appelées équations
de Thue. Elles ont été particulièrement étudiées. On sait par exemple qu’elles
n’ont qu’un nombre fini de solutions (cf. par exemple [15, p.363]). Par ailleurs,
si p ≥ 5 est fixé, un théorème de [11] affirme qu’il n’existe qu’un nombre fini
de triplets d’entiers non nuls (a, b, c) premiers entre eux tels que F (a, b) = dcp.
La conjecture (A) entraîne donc que l’ensemble des triplets (a, b, c) d’entiers
non nuls premiers entre eux pour lesquels il existe un nombre premier p ≥ 5
tel que F (a, b) = dcp, est fini.

On rappelle dans l’Appendice A que la conjecture (A) est une conséquence de
la conjecture abc.

Dans cet article, on s’intéresse plus spécifiquement aux équations diophan-
tiennes de la forme

F (x, y) = dzp, (1)
où F est une forme homogène séparable de degré 3 à coefficients entiers relatifs,
p un nombre premier ≥ 7 et d un entier ≥ 1.

Le cas particulier de l’équation (1)

x3 + y3 = zp, (2)

a été étudié par H. Darmon et A. Granville ([11]) et A. Kraus ([21]). Leur
approche repose sur l’étude modulaire de la représentation galoisienne des
points de p-torsion d’une certaine courbe elliptique, appelée parfois courbe de
Frey ou courbe de Hellegouarch-Frey, associée à une hypothétique solution de
l’équation (2).

Conformément à la terminologie utilisée dans [11], on dira qu’un triplet d’en-
tiers (a, b, c) ∈ Z3 est solution de l’équation (1) si F (a, b) = dcp, qu’elle est
propre si a, b et c sont premiers entre eux et qu’elle est non triviale si abc est
non nul.
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Dans la partie 2, on généralise la construction de la courbe de Frey associée à
l’équation (2) dans [11] à toutes les formes homogènes séparables de degré 3

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy2 + t3y
3,

avec t0, t1, t2 et t3 entiers relatifs. Si (a, b, c) est une solution propre et non
triviale de (1), la courbe E que l’on construit a pour équation

E : y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6,

avec


a2 = t1a− t2b,

a4 = t0t2a
2 + (3t0t3 − t1t2)ab + t1t3b

2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t

2
2 − 2t1t3)a

2b + t3(t
2
1 − 2t0t2)ab2 − t0t

2
3b

3.

On démontre au théorème 2.3 que si p est assez grand et c 6= ±1, alors E est
une courbe de Frey au sens de la définition 2.2.

Cette construction offre l’avantage de relier le problème diophantien soulevé
par l’équation (1) à des résultats ou conjectures classiques de théorie des
nombres ou, plus spécifiquement, de la théorie des courbes elliptiques. Tel est
le cas, par exemple, de la conjecture suivante, attribuée à G. Frey et B. Mazur
(cf. [10] et [22]) :

Conjecture 1.2 (Frey-Mazur) Soit A une courbe elliptique définie sur Q.
On désigne par FA l’ensemble des nombres premiers ` pour lesquels il existe
une courbe elliptique A(`) définie sur Q, non isogène à A sur Q, telle que les
modules galoisiens des points de `-torsion de A et A′ soient isomorphes. Alors,
l’ensemble FA est fini.

Cette conjecture n’a actuellement été démontrée pour aucune courbe ellip-
tique. Si A est une courbe elliptique définie sur Q, on sait que 2, 3 et 5 sont
dans FA.

En utilisant la construction de E, on montre (proposition 2.9) que la conjecture
ci-dessus implique la conjecture (A) pour les formes homogènes de degré 3.

On donne par ailleurs dans l’Appendice B une démonstration, due à Kraus,
du fait que la conjecture abc implique (via une forme faible de la conjecture
de Szpiro) la conjecture de Frey-Mazur. On a donc en résumé le diagramme
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d’implications suivant.

Conjecture de Frey-Mazur

��

Conjecture abcks

��
Conjecture (A) pour deg(F ) = 3 Conjecture (A)

Si F une forme homogène séparable de degré ≥ 3 à coefficients entiers relatifs,
on pose f(x) = F (x, 1). Lorsque d = 1 et y = 1, l’équation (1) s’écrit

f(x) = zp. (3)

En 1920, Nagell a démontré que pour le polynôme

f(x) = x3 + x2 + x + 1, (4)

l’équation (3) n’admettait pas de solution non triviale (xz 6= 0) pour p ≥ 3 et
seulement (x, z) = (7, 20) lorsque p = 2 ([27, p.73]). Outre le cas particulier de
l’équation de Catalan, x3±zp = 1, on trouvera d’autres exemples de résolution
de telles équations dans [3] et [6].

Suivant l’exemple de Nagell, nous illustrons dans la partie 3 la construction
de la courbe de Frey précédente avec l’étude de l’équation (1) lorsque F est
la forme homogène de degré 3 suivante

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3. (5)

Si (a, b, c) appartient à l’ensemble Sp(d) des solutions propres et non triviales
de l’équation (1) où F est la forme ci-dessus et d un entier ≥ 1, on lui associe
la courbe E d’équation

E : y2 = x3 + (a− b)x2 + (a + b)2x + a3 + a2b− ab2 − b3.

Pour certains entiers d libres de puissances troisièmes, on obtient plusieurs
résultats sur Sp(d). À titre d’exemple, on montre par des arguments de nature
modulaire (théorème 3.2) que si d = 2, 6, 10 ou 22, alors Sp(d) est vide pour
p ≥ 7. De même, si ` est un nombre premier vérifiant certaines conditions
explicites, alors Sp(2`) est vide lorsque p est suffisamment grand. Tel est le
cas, par exemple, lorsque ` = 19, 43, 59, 61, 67, 83 (théorème 3.3).

Bien que notre construction ne permette pas de retrouver le résultat de Nagell
(correspondant au cas où d = 1 et y = 1), on explique dans la partie 4 comment
la théorie modulaire permet d’aborder, voire de résoudre complètement, cer-
taines équations diophantiennes, certes plus artificielles mais néanmoins non
triviales, de la forme (1) ou (3) lorsque le polynôme considéré est de degré ≥ 3.
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2 La courbe elliptique E

On considère dans cette partie une forme homogène séparable de degré 3 à
coefficients entiers relatifs

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy2 + t3y
3.

Posons f(x) = F (x, 1). Le polynôme F étant séparable, il en va de même
pour f .

On considère un nombre premier p ≥ 7, un entier d ≥ 1 et (a, b, c) une solution
propre et non triviale de l’équation (1).

2.1 Équation de la courbe E

On commence par supposer t0 6= 0, i.e. deg(f) = 3. Soit K = Q(α, β, γ)
l’extension de Q dans C engendrée par les racines α, β, γ du polynôme f . On
a alors la factorisation suivante :

F (x, y) = t0(x− αy)(x− βy)(x− γy).

On associe à (a, b, c) une courbe elliptique E/Q comme suit. Posons :
A = t0(β − γ)(a− αb),

B = t0(γ − α)(a− βb),

C = t0(α− β)(a− γb).

Par construction, on a
A + B + C = 0.

Soit E la cubique d’équation :

E : Y 2 = X(X − A)(X + B). (6)

Son disciminant est

∆(E) = 16(AB)2(A + B)2 = 16D(f)F (a, b)2,
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où D(f) est le discriminant du polynôme f . L’entier c étant non nul et le
polynôme f séparable, on a ∆(E) 6= 0. L’équation (6) définit donc une courbe
elliptique sur K.

Considérons les trois éléments u1, u2 et u3 de K définis par
u1 = t0(αa + γβb),

u2 = t0(βa + γαb),

u3 = t0(γa + βαb).

Ils vérifient les égalités : A = u2 − u3, B = u3 − u1 et C = u1 − u2. Le
changement de variables

x = X + u3, y = Y, (7)

transforme alors l’équation (6) en l’équation :

E : y2 = (x− u1)(x− u2)(x− u3).

Cette courbe E a pour équation :

y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6, (8)

avec 
a2 = t1a− t2b,

a4 = t0t2a
2 + (3t0t3 − t1t2)ab + t1t3b

2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t

2
2 − 2t1t3)a

2b + t3(t
2
1 − 2t0t2)ab2 − t0t

2
3b

3.

La courbe elliptique E est donc définie sur Q et le changement de variables
(7) fournit un isomorphisme défini sur K de E sur E. De plus, les invariants
standard c4(E) et ∆(E) de (8) sont inchangés par rapport à ceux de E (cf.
[38]). On les note respectivement c4 et ∆. On a :

c4 = 16
(
(t21 − 3t0t2)a

2 + (t1t2 − 9t0t3)ab + (t22 − 3t1t3)b
2
)
,

∆ = 16D(f)F (a, b)2

où D(f) = −27t20t
2
3 + (18t1t2t3 − 4t32)t0 − 4t3t

3
1 + t21t

2
2.

(9)

Supposons t0 = 0. Dans ce cas, on associe à (a, b, c) la courbe ellipitique E/Q
d’équation

E : y2 = x3 + (t1a− t2b)x
2 + t1(t3b− t2a)bx + t21t3ab2.

Il s’agit de la courbe d’équation (8) avec t0 = 0.
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Remarque 2.1 Supposons qu’il existe x0 ∈ Q racine du polynôme f . Alors,
E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Si x0 = 0, tel est le cas du point
(t2b, 0), sinon tel est le cas de (t0x0a− t3

x0
b, 0).

2.2 La courbe de Frey E

On rappelle que p est un nombre premier ≥ 7 et que (a, b, c) est une solution
propre et non triviale de l’équation (1). Notons Q la clôture algébrique de Q
dans C et GQ = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de Q. Soit A une courbe
elliptique définie sur Q et A[p] le sous-groupe de A(Q) constitué des points
de p-torsion de A. C’est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel le
groupe GQ opère continûment. Par le choix d’une base de A[p] sur Fp, on en
déduit un homomorphisme de groupes

ρA
p : GQ −→ GL2(Fp).

On associe à cette représentation un poids k qui est un entier ≥ 2 et un
conducteur N(ρA

p ) qui est un entier ≥ 1, premier à p, qui divise le conducteur
NA de A (cf. [32, §1]). Désignons par ∆A le discriminant minimal de A. Si `
est un nombre premier, notons v` la valuation `-adique de Q.

Définition 2.2 Soit A/Q une courbe elliptique définie sur Q. On désigne par
SA l’ensemble des nombres premiers de mauvaise réduction de A. Soient S un
sous-ensemble de SA et p un nombre premier. On dira que A est une courbe de
Frey associée au couple (p, S) si les trois conditions suivantes sont satisfaites.

(1) La représentation ρA
p est irréductible.

(2) L’ensemble S est strictement inclus dans SA.

(3) Pour tout nombre premier ` ∈ SA \ S, la courbe A a réduction multipli-
cative en ` et v`(∆A) ≡ 0 (mod p).

Avec la définition ci-dessus, on a le résultat suivant.

Théorème 2.3 Il existe une constante α(d, F ) ≥ 0 ne dépendant que de d et
F telle que si c 6= ±1 et p > α(d, F ), alors la courbe E est une courbe de Frey
associée au couple (p, S) où S est l’ensemble des diviseurs premiers de 2dD(f)
de mauvaise réduction.

Démontrons à présent cet énoncé.
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2.2.1 Résultats préliminaires

On a la relation suivante :

U(a, b)F (a, b) + V (a, b)c4 = −16D(f)b4, (10)

où 
U(a, b) = 16

(
3t0(3t0t2 − t21)a + (t31 − 6t0t1t2 + 27t20t3)b

)
V (a, b) = 3t20a

2 + 2t0t1ab + (4t0t2 − t21)b
2.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soit ` un nombre premier divisant ∆ et ne divisant pas 2dD(f).
L’équation (8) est minimale en ` et la courbe E a réduction multiplicative
en `. De plus, v`(∆E) est multiple de p.

Démonstration : Soit ` un nombre premier impair ne divisant pas dD(f)
et divisant ∆ = 24D(f)d2c2p. Nécessairement, ` divise l’entier c. Supposons
par l’absurde que ` divise le coefficient c4. D’après la relation (10), l’entier `
divise alors également 16D(f)b4. Or ` ne divise pas 2D(f), donc ` divise b. De
l’expression de F (a, b), on en déduit que ` divise t0a

3. Si ` ne divise pas a, alors
` divise t0 et d’après l’expression du coefficient c4 de la courbe E ci-dessus, il
vient que ` divise également t1. Mais alors ` divise D(f) d’après l’expression
(9) ci-dessus. C’est une contradiction. Donc ` divise a. Comme ` divise aussi
b et c, c’est contraire au fait que (a, b, c) soit une solution propre de (1). On
en déduit que ` ne divise pas c4.

La congruence v`(∆E) ≡ 0 (mod p) résulte de l’égalité v`(∆) = v`(∆E) et de
l’expression (9) du coefficient ∆.

Lemme 2.5 Pour p assez grand, la représentation ρE
p est irréductible. Si E

a un point d’ordre 2 rationnel sur Q, c’est le cas pour p ≥ 11. Si l’invariant
modulaire j de E est différent de −153 et 2553, la représentation ρE

7 est irré-
ductible.

Démonstration : La représentation ρE
p est irréductible dès que p > 163

d’après [26].

Supposons que E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q (c’est par exemple le
cas si f est réductible sur Q d’après la remarque 2.1). Si ρE

p était réductible,
le groupe E(Q) possèdrait un sous-groupe d’ordre 2p stable par GQ, de sorte
que la courbe modulaire Y0(2p) aurait un point rationnel sur Q. Or, si p ≥ 11,
B. Mazur et M. Kenku ont démontré que l’ensemble Y0(2p)(Q) est vide (cf.
[17]). D’où le résultat dans ce cas.
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Le cas p = 7 se traite en remarquant que la courbe modulaire Y0(14) est la
courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de [8] et qu’elle possède exac-
tement deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux classes de
Q-isomorphisme des courbes elliptiques d’invariants j = −153 et 2553 ([25,
p.45]). D’où le lemme.

Lemme 2.6 Si p ne divise pas dD(f), alors on a k = 2.

Démonstration : On suppose que p ne divise pas dD(f). Alors, d’après le
lemme 2.4, l’équation (8) est minimale en p, la courbe E a réduction semi-
stable en p et l’exposant de p dans le discriminant minimal de E est multiple
de p. D’où k = 2 ([32, prop. 5]).

Le lemme suivant servira à plusieurs reprises (pour un résultat plus précis,
voir [36, V.§4]).

Lemme 2.7 Soit S ′ un ensemble fini de nombres premiers. Il n’existe qu’un
nombre fini de triplets d’entiers (u, v, m) vérifiant les trois conditions sui-
vantes :

(1) on a F (u, v) = m,

(2) les entiers u et v sont premiers entre eux,

(3) l’entier m a tous ses diviseurs premiers dans S ′.

Démonstration : Posons S ′ = {p1, . . . , pr}. Soit n ∈ Z \ {0}. L’ensemble(x, y) ∈ Z
[

1

S ′

]2 ∣∣∣∣ F (x, y) = n


est fini ([15, p.363]).

On en déduit que si N = {±pα1
1 · · · pαr

r , avec 0 ≤ αi ≤ 2}, alors l’ensemble

F =

(x, y) ∈ Z
[

1

S ′

]2 ∣∣∣∣ F (x, y) = n, avec n ∈ N


est encore fini.

Soit (u, v, m) un triplet d’entiers vérifiant les trois conditions du lemme. Il
existe un unique entier Z > 0 ayant tous ses diviseurs premiers dans S ′ tel
que m = Z3n avec n ∈ N . On a alors

F
(

u

Z
,
v

Z

)
= n.
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En particulier, il existe r et s tels que

(
u

Z
,
v

Z

)
= (r, s) ∈ F .

Les entiers u et v étant premiers entre eux, l’entier Z est le plus petit dénomi-
nateur commun > 0 de r et s. On en déduit qu’il n’existe qu’un nombre fini
de valeurs possibles pour u et v et, par conséquent, pour m. Cela démontre le
lemme.

Notations. Soit S ′ un ensemble fini non vide de nombres premiers. On désigne
par FF,S′ l’ensemble (fini) des triplets (u, v, m) satisfaisant aux trois conditions
du lemme 2.7. On pose alors

NF,S′ =

 max {|m|, (u, v, m) ∈ FF,S′} si FF,S′ 6= ∅

1 sinon.
(11)

L’entier NF,S′ ne dépend que de F et S ′.

Lemme 2.8 Il existe une constante β(d, F ) ≥ 0 ne dépendant que de d et F
telle que si p > β(d, F ), alors l’une des deux conditions suivantes est réalisée :

(1) on a c = ±1,

(2) il existe un nombre premier ne divisant pas 2dD(f) en lequel E a mau-
vaise réduction.

Démonstration : Supposons la seconde condition non réalisée. Alors, d’a-
près le lemme 2.4, l’entier c a tous ses diviseurs premiers dans l’ensemble S ′

des diviseurs premiers de 2dD(f). Par ailleurs, si pgcd(a, b) désigne le pgcd de
a et b, alors (pgcd(a, b))3 divise d. Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
, b′ =

b

pgcd(a, b)
et d′ =

d

(pgcd(a, b))3
.

Le triplet (a′, b′, d′cp) vérifie les trois conditions du lemme 2.7, i.e. appartient
à l’ensemble fini FF,S′ . Posons (avec les notations précédentes)

β(d, F ) =
log NF,S′

log 2
≥ 0.

L’ensemble S ′ ne dépendant que de F et d, il en va de même pour β(d, F ). Si
l’on a p > β(d, F ), alors d′2p > NF,S′ . On a donc c = ±1. Cela démontre le
lemme 2.8.
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2.2.2 Fin de la démonstration du théorème 2.3

Notons S l’ensemble des diviseurs premiers de 2dD(f) en lesquels la courbe E
a mauvaise réduction. D’après le lemme 2.5, il existe une constante γ(d, F ) ≥ 5
telle que si p > γ(d, F ), alors ρE

p est irréductible. Posons, avec les notations du
lemme 2.8, α(d, F ) = max (β(d, F ), γ(d, F )). Si c 6= ±1 et p > α(d, F ), alors
p > β(d, F ) et, d’après le lemme 2.8, il existe un nombre premier de mauvaise
réduction qui ne soit pas dans S, i.e. SE \S 6= ∅. Par ailleurs, d’après le lemme
2.4, pour tout nombre premier ` ∈ SE \ S, E a réduction multiplicative en `
et v`(∆E) ≡ 0 (mod p). D’où le théorème.

2.3 Lien avec la conjecture de Frey - Mazur

Notation. Soit A une courbe elliptique définie sur Q. On pose, avec les nota-
tions de la conjecture de Frey-Mazur,

νA = max {` | ` ∈ FA} .

D’après cette conjecture, νA ∈ N.

Proposition 2.9 La conjecture de Frey-Mazur implique la conjecture (A)
pour les formes de degré 3.

Démonstration : D’après les lemmes 2.5 et 2.6, on peut sans restriction
supposer la représentation ρE

p irréductible et de poids 2. Le conducteur N(ρE
p )

est majoré par une constante M indépendante du quadruplet (a, b, c, p). En
effet, si ` est un diviseur premier de N(ρE

p ), alors, d’après le lemme 2.4 et [19, p.
28], ` divise 2dD(f). De plus, on a v2(N(ρE

p )) ≤ 8, v3(N(ρE
p )) ≤ 5 et si ` ≥ 5,

v`(N(ρE
p )) ≤ 2 (cf. [29]). On peut donc, par exemple, choisir M = (2dD(f))8.

Par ailleurs, d’après le théorème 3 de [20], il existe une constante ηd,F ne dé-
pendant que de d et F telle que si p > ηd,F , alors il existe une courbe elliptique
A définie sur Q de conducteur NA = N(ρE

p ) telle que les représentations ρE
p et

ρA
p soient isomorphes.

Supposons l’inégalité suivante vérifiée

p > νd,F = max {ηd,F , νA′ | A′ courbe elliptique sur Q telle que NA′ ≤ M} .

L’entier M ne dépendant que de d et F , il en va de même pour νd,F . Considé-
rons alors ` un nombre premier divisant c et ne divisant pas 2dD(f)NA. En par-
ticulier, ` divise ∆ sans diviser 2dD(f), donc, d’après le lemme 2.4, la courbe
E a mauvaise réduction multiplicative en `. De plus, comme p > νd,F ≥ νA,
les courbes E et A sont Q-isogènes d’après la conjecture de Frey-Mazur et on
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a
1 = v`(NE) = v`(NA) = 0, car ` ne divise pas NA.

C’est une contradiction. On en déduit que c a tous ses diviseurs premiers inclus
dans l’ensemble S ′ des diviseurs premiers de 2dD(f)

∏
NA′ où le produit porte

sur l’ensemble fini (cf. [35, IX §6]) des classes de Q-isomorphisme de courbes
elliptiques A′ définies sur Q de conducteur ≤ M .

Si pgcd(a, b) désigne le pgcd de a et b, alors (pgcd(a, b))3 divise d. Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
, b′ =

b

pgcd(a, b)
et d′ =

d

(pgcd(a, b))3
.

Le triplet (a′, b′, d′cp) vérifie les trois conditions du lemme 2.7, i.e. appartient
à l’ensemble fini FF,S′ . Posons (avec les notations (11))

Cd,F =
log NF,S′

log 2
≥ 0.

L’ensemble S ′ ne dépendant que de F et d, il en va de même pour Cd,F . Et,
si p > Cd,F , alors d′2p > NF,S′ . On a donc c = ±1. C’est l’énoncé de la
conjecture (A) .

3 Étude d’un exemple

À titre d’exemple, on applique, dans cette partie, la construction précédente
au cas particulier de la forme homogène

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3.

Soient p un nombre premier ≥ 7 et d un entier ≥ 1. Rappelons que Sp(d)
désigne l’ensemble des solutions propres et non triviales de l’équation

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3 = dzp. (12)

Dans toute cette partie, on fait l’hypothèse suivante :

l’entier d libre de puissance troisième.

Sous cette hypothèse, si (a, b, c) appartient à Sp(d), alors les entiers a, b et c
sont premiers entre eux deux-à-deux.

En utilisant la courbe E d’équation (8) associée un élément de Sp(d), et la
méthode modulaire (dont le principe est résumé au début du paragraphe 3.3),
on démontre plusieurs résulats sur l’équation (12).

Le premier concerne le cas d = 1.

12



Théorème 3.1 Soit (a, b, c) un élément de Sp(1). Alors, l’entier c est impair.

Pour certaines valeurs de l’entier d, on a un résultat complet.

Théorème 3.2 Les ensembles Sp(2), Sp(6), Sp(10) et Sp(22) sont vides.

Soit ` est un nombre premier ≥ 13. On souhaite montrer, comme au théorème
précédent pour ` = 3, 5 et 11, la vacuité de l’ensemble Sp(2`) (au-moins lorsque
p est grand). Cela sera le cas si ` vérifie certaines conditions. Plus précisément,
on désigne par g la fonction définie sur N∗ par

g(n) =


50
13
· log(n)

log(2)
si n < 29,

18 + 2 log n
log 2

si 29 ≤ n < 2362

50
13
· log(n)

log(2)
si n ≥ 2362.

On dira que ` satisfait à la propriété (P) si pour tout entier k vérifiant l’in-
égalité

2 ≤ k < g(`),

aucun des entiers `− 1, `− 2k, ` + 2k et 2k − ` n’est un carré.

On a alors le résultat suivant.

Théorème 3.3 On suppose que ` vérifie la propriété (P). Il existe une cons-
tante κ(`) ne dépendant que de ` telle que si p > κ(`), alors l’ensemble Sp(2`)
est vide.

Remarque 3.4 On peut par exemple prendre κ(`) =
(
4
√

` + 1 + 1
)4(`−1)

.
L’amélioration de cette borne est, dans la pratique, limitée par la connaissance
des newform (au sens de [1]) de poids 2 et de niveau 64`. Par exemple, pour
` = 11, on a κ(11) ≈ 7 · 1046, alors que Sp(22) est vide pour p ≥ 7 d’après le
théorème 3.2. Les nombres premiers 13 ≤ ` ≤ 200 satisfaisant à la condition
(P) sont

` = 19, 43, 59, 61, 67, 83, 107, 109, 131, 139, 149, 157, 163, 167, 179, 181 et 191.

La suite de la partie 3 est consacrée à la démonstration des théorèmes 3.1, 3.2
et 3.3.
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3.1 La courbe elliptique E

Soit (a, b, c) un élément de Sp(d). À un tel triplet on associe la courbe elliptique
E/Q définie par l’équation (8) avec t0 = t1 = t2 = t3 = 1 :

y2 = x3 + (a− b)x2 + (a + b)2x + a3 + a2b− ab2 − b3. (13)

La courbe E possède un unique point d’ordre 2 rationnel sur Q, à savoir
(b− a, 0).

On a D(f) = −16 et les invariants standard (c4, c6, ∆) associés à E sont les
suivants (cf. (9) et [38]) :

c4 = −32(a2 + 4ab + b2),

c6 = −128(5a3 + 3a2b− 3ab2 − 5b3),

∆ = −28F (a, b)2 = −28c2pd2.

(14)

Rappelons que NE désigne le conducteur de E et ∆E son discrimant minimal.
Posons

r =
∏

`|cd,` 6=2

`.

Lemme 3.5 La courbe E est semi-stable en dehors de 2. Elle a réduction
additive en 2. L’équation (13) est globalement minimale.
(1) Supposons d impair. Alors, ab 6≡ 1 (mod 4) et on a

NE =

 26r si ab ≡ −1 (mod 4),

27r si ab est pair.

L’invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab est
pair.

(2) Supposons v2(d) = 1. Alors on a

ab ≡ −1 (mod 4) et NE = 26r.

L’invariant modulaire j de E n’est pas entier en 2.
(3) Supposons v2(d) = 2. Alors ab est impair et on a

NE =

 25r si ab ≡ 1 (mod 4),

26r si ab ≡ −1 (mod 4).

L’invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab ≡ 1
(mod 4).
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De plus, si ` est un nombre premier impair, alors p divise v`(∆E) si et seule-
ment si ` ne divise pas d.

Démonstration : Soit ` un nombre premier impair. Supposons tout d’abord
que l’entier ` divise ∆. D’après l’expression (14) ci-dessus, l’entier ` divise alors

F (a, b) = (a + b)(a2 + b2) = dcp. (15)

Remarquons que ` ne divise pas ab. Dans le cas contraire, l’entier a, par
exemple, serait divisible par `. Cela entrainerait que ` divise b (car ` divise
F (a, b)) ce qui est contraire au fait que les entiers a et b sont premiers entre
eux.

On en déduit que ` ne divise pas c4. En effet, on a

c4 ≡

−26ab (mod `) si ` divise a + b,

−27ab (mod `) si ` divise a2 + b2.

L’équation (13) est donc minimale en ` et la courbe E a mauvaise réduction
de type multiplicatif en `. On a v`(∆) = v`(∆E).

D’autre part, si ` ne divise pas ∆, la courbe E a bonne réduction en ` et
l’équation (13) est minimale en `.

Par ailleurs, on a dans les deux cas,

v`(∆E) = v`(∆) ≡ 2v`(d) (mod p).

En particulier, p divise v`(∆E) si et seulement si ` ne divise pas d.

Étudions à présent la minimalité de (13) et le type de réduction de E en 2.
(1) Supposons ab impair. Alors,

F (a, b) ≡ 2(a + b) (mod 8) et v2(c4) = 6.

(a) Si ab ≡ 1 (mod 4), alors v2(F (a, b)) = 2 donc nécessairement v2(d) =
2 et c est impair. On vérifie que l’on a

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6,≥ 9, 12). (16)

D’après le tableau II de [29], l’équation (13) est minimale en 2 et on
est dans le cas I∗ν avec ν = 2 ou ν = 3. Avec l’algorithme de Tate
([38, p.50]) on trouve ν = 3 et on a v2(NE) = 5. De plus, l’invariant
j est entier en 2 dans ce cas.

(b) Si ab ≡ −1 (mod 4), alors v2(F (a, b)) ≥ 3, donc c est pair. De plus,

v2(∆) = 8 + 2v2(d) + 2pv2(c) ≥ 22.
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Par ailleurs, on a

− c6

128
≡ 5a + 3b− 3a− 5b ≡ 4a (mod 8).

On en déduit

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6, 9,≥ 22).

D’après [29], l’équation (13) est minimale en 2 et on a v2(NE) = 6.
L’invariant j n’est pas entier en 2.

(2) Supposons ab pair. La solution (a, b, c) étant propre, a est pair et b impair
(ou a est impair et b pair). On en déduit que c et d sont nécessairement
impairs. D’où

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (5, 7, 8). (17)
D’après [29], l’équation (13) est minimale en 2 et on a v2(NE) = 7.
L’invariant j de E est entier en 2.

D’où le résultat.

3.2 La représentation ρE
p

Lemme 3.6 La représentation ρE
p est (absolument) irréductible.

Démonstration : La courbe E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q, donc
d’après le lemme 2.5, la représentation ρE

p est irréductible pour p ≥ 11. Posons
t = a/b. Alors, l’égalité j = −153 ou 2553 (où j est l’invariant modulaire de
E) conduit à

27 (t2 + 4t + 1)3

t3 + t2 + t + 1
= −153 ou 2553.

Or ces équations n’ont pas de solution rationnelle comme on le vérifie facile-
ment. Cela démontre l’irréductibilité de ρE

7 et le lemme.

Lemme 3.7 On a k = 2 si p ne divise pas d et k = p + 1 sinon.

Démonstration : Supposons que p ne divise pas d. Alors d’après les lemmes
2.6 et 3.5, on a k = 2.

Supposons que p divise d. D’après le lemme 3.5, la courbe E a alors réduction
de type multiplicatif en p et p ne divise pas vp(∆E). Cela conduit à k = p + 1,
d’où le résultat.

Posons
r′ =

∏
`|d, 6̀=2,p

`.
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Lemme 3.8 (1) On suppose que d est impair. Alors, ab 6≡ 1 (mod 4) et on a

N(ρE
p ) =

 26r′ si ab ≡ −1 (mod 4),

27r′ si ab est pair.

(2) On suppose que v2(d) = 1. Alors on a

ab ≡ −1 (mod 4) et N(ρE
p ) = 26r′.

(3) On suppose que v2(d) = 2. Alors ab est impair et on a

N(ρE
p ) =

 25r′ si ab ≡ 1 (mod 4),

26r′ si ab ≡ −1 (mod 4).

Démonstration : Soit ` 6= p un nombre premier impair de mauvaise réduc-
tion. D’après le lemme 3.5, ` divise cd, l’équation (13) est minimale en ` et E
a mauvaise réduction de type multiplicatif en `.

Supposons que ` ne divise pas d. Alors, v`(∆E) est multiple de p (loc. cit.).
On en déduit que v`(N(ρE

p )) = 0 ([19, p.28]).

Supposons que ` divise d. Alors, v`(∆E) n’est pas multiple de p (lemme 3.5)
et on a v`(N(ρE

p )) = 1 ([19, p.28]).

D’après le lemme 3.5, la courbe E a donc réduction additive en 2 et on a
v2(N(ρE

p )) = v2(NE) (loc. cit.). D’où le lemme.

3.3 Démonstrations des théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3

On suppose dans tout ce paragraphe qu’il existe (a, b, c) ∈ Sp(d) où p est
un nombre premier ≥ 7 et d l’un des entiers considérés dans les énoncés des
théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3.

Notations et rappels. Soit n ∈ N∗. On désigne par S+
2 (n) l’espace des newform

(au sens de [1]) de poids 2 pour le sous-groupe Γ0(n) de SL2(Z). On dit que
f ∈ S+

2 (n) est normalisée si son développement de Fourier à l’infini s’écrit

f = q +
∑
m≥2

am(f)qm, avec q = e2iπτ .

Il y a exactement dimC(S+
2 (n)) formes normalisées dans S+

2 (n). Pour une telle
forme, notons Kf le corps de rationalité des coefficients am(f), m ≥ 2 et NKf /Q
la norme de l’extension Kf/Q.
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Si A/Q est une courbe elliptique, on note

LA(s) =
∑
m≥0

am(A)m−s

sa fonction L de Hasse-Weil.

Rappelons le résultat bien connu suivant (cf. par exemple [33]).

Proposition 3.9 Il existe f ∈ S+
k (N(ρE

p )) normalisée telle que pour tout
nombre premier `, les conditions suivantes soient réalisées.
(1) Si ` divise NE et ne divise pas pN(ρE

p ), alors

p divise NKf /Q(a`(f)± (` + 1)).

(2) Si ` ne divise pas pNE, alors il existe un entier r ≤
√

l tel que

p divise NKf /Q(a`(f)± 2r).

Pour l’assertion (2), on utilise le fait que, comme E a un point d’ordre 2
rationnel sur Q, le coefficient a`(E) est pair. On a de plus |a`(E)| ≤ 2

√
`

d’après les bornes de Weil.

Si f , vérifiant les conditions de la proposition 3.9, a ses coefficients am(f)
dans Z, alors elle correspond à une courbe elliptique Ef de conducteur N(ρE

p )

définie sur Q et les représentations ρE
p et ρ

Ef
p sont isomorphes.

Soit Q(E[p])/Q l’extension de Q engendrée par les coordonnées des points
de p-torsion de E. C’est une extension galoisienne de Q. Soit e son indice de
ramification en 2.

Lemme 3.10 Supposons ab ≡ −1 (mod 4). On a e = 2p.

Démonstration : Supposons ab ≡ −1 (mod 4). D’après lemme 3.5, l’inva-
riant modulaire j de E n’est pas entier en 2. De plus, on a

v2(j) = 18− (8 + 2v2(d) + 2pv2(c)) ≡ 10− 2v2(d) 6≡ 0 (mod p)

car v2(d) = 0 ou 1 par hypothèse. On en déduit e = 2p ([7, cor. 1]).

3.3.1 Démonstration du théorème 3.1

Supposons d = 1. D’après le lemme 3.8, on a

N(ρE
p ) =

 26 si ab ≡ −1 (mod 4),

27 si ab est pair.
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Supposons ab ≡ −1 (mod 4). L’espace S+
2 (64) n’est constitué que d’une seule

classe de Q-isogénie de courbe elliptique de conducteur 64. Par ailleurs, la
courbe E a potentiellement réduction multiplicative en 2 et son défaut de
semi-stabilité en 2 est d’ordre 2p (lemme 3.10). Or, les courbes de conducteur
64 ont réduction additive en 2 et leur invariant modulaire est entier. Si A est
une telle courbe, l’indice de ramification en 2 de l’extension Q(A[p])/Q est 8
(cf. [8] et [18]). Les représentations ρE

p et ρA
p ne sont donc pas isomorphes. On

en déduit que ab est pair. D’où le théorème 3.1.

3.3.2 Démonstration du théorème 3.2

Supposons que d ∈ {2, 6, 10, 22}. D’après le lemme 3.8, on a ab ≡ −1 (mod 4)
et

N(ρE
p ) =



26 si d = 2,

26 · 3 si d = 6,

26 · 5 si d = 10,

26 · 11 si d = 22 et p 6= 11,

26 si d = 22 et p = 11.

De plus, d’après le lemme 3.10, on a e = 2p.

3.3.2.1 Supposons d = 2. On a alors N(ρE
p ) = 64. On montre, avec le

même argument qu’au paragraphe 3.3.1, que l’ensemble Sp(2) est vide.

3.3.2.2 Supposons d = 6. L’espace S+
2 (192) est de dimension 4 et en-

gendré par quatre classes de Q-isogénie de courbes elliptiques définies sur Q
(cf. [37]). Toutes ont réduction additive en 2 et un invariant modulaire entier
en 2. Leur défaut de semi-stabilité en 2 est d’ordre 8 ou 24 (cf. [8] et [18]). En
particulier, il est différent de 2p. On en déduit que l’ensemble Sp(6) est vide.

3.3.2.3 Supposons d = 10. L’espace S+
2 (320) est engendré par six classes

de Q-isogénie de courbes elliptiques de conducteur 320 et deux formes modu-
laires f1 et f2 dont les coefficients de Fourier sont conjugués sur Q(

√
2) (cf.

[37]). La forme f = f1 ou f2 est à coefficients dans l’anneau d’entiers du corps
Kf engendré sur Q par une racine α du polynôme X2 − 8 (loc. cit.). Avec les
notations de la proposition 3.9, on a pour ` = 3, le tableau suivant.

a3(f) NKf /Q(a3(f)± 4) NKf /Q(a3(f)) NKf /Q(a3(f)± 2)

α 8 −8 −4
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La forme f ne vérifie donc pas les conditions de la proposition 3.9. On en
déduit que ρE

p est isomorphe à la représentation ρA
p d’une courbe elliptique

A/Q de conducteur 320. C’est absurde car elles ont toutes réduction additive
en 2 et un invariant modulaire entier en 2 (leur défaut de semi-stabilité en 2
divise 24 d’après [31, p.386], en particulier il est différent de 2p). L’ensemble
Sp(10) est donc vide.

3.3.2.4 Supposons d = 22 et p 6= 11. L’espace S+
2 (704) est constitué de

douze classes de Q-isogénie de courbes elliptiques de conducteur 704 et de huit
formes modulaires. Chacune de ces huit formes est conjuguée par l’action de
GQ à l’une des quatre formes notées 704M1, 704N1, 704O1 et 704P1 dans [37].
Avec les notations de la proposition 3.9, on a le tableau suivant pour ` = 3.

Newform f 704M1 704N1 704O1 704P1

Polynôme Pf tel que

Kf = Q(α) et Pf (α) = 0 X2 + X − 4 X2 −X − 4 X2 + X − 4 X2 −X − 4

a3(f) α α α α

NKf /Q(a3(f) + 4) 8 16 8 16

NKf /Q(a3(f)− 4) 16 8 16 8

NKf /Q(a3(f)) −4 −4 −4 −4

NKf /Q(a3(f) + 2) −2 2 −2 2

NKf /Q(a3(f)− 2) 2 −2 2 −2

Aucune de ces formes ne vérifiant les conditions de la proposition 3.9, on en
déduit que ρE

p est isomorphe à la représentation ρA
p d’une courbe elliptique

A/Q de conducteur 704. C’est absurde car elles ont toutes réduction additive
en 2 et un invariant modulaire entier en 2. L’ensemble Sp(22) est donc vide
dans ce cas.

3.3.2.5 Supposons d = 22 et p = 11. La représentation ρE
11 est irré-

ductible, de poids 12 (lemme 3.7) et de conducteur 64. Je remercie le refe-
ree de m’avoir signalé qu’il existe alors, d’après [30, (2.2)] et [12, lem. 2.1],
f ∈ S+

2 (12 · 64) normalisée telle pour tout nombre premier ` 6= 2, 11, les
conditions suivantes sont réalisées :

(1) Si ` divise NE, alors 11 divise NKf /Q(a`(f)± (` + 1)).

(2) Il existe un entier r ≤
√

l tel que 11 divise NKf /Q(a`(f)± 2r).
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Le tableau précédent montre alors que ces conditions ne sont pas vérifiées
pour ` = 3 et f l’une des formes conjuguée par l’action de GQ à celles notées
704M1, 704N1, 704O1 et 704P1 dans [37]. Par ailleurs, on a vu que ρE

11 n’est pas
isomorphe à la représentation ρA

11 d’une courbe elliptique A/Q de conducteur
704. On en déduit que l’ensemble S11(22) est vide. D’où le théorème 3.2.

Cela démontre le théorème 3.2.

3.3.3 Démonstration du théorème 3.3

Supposons d = 2`, où ` est un nombre premier ≥ 13 satisfaisant à la propriété
(P). La représentation ρE

p est alors irréductible pour p ≥ 7 et de poids 2 dès
que p 6= ` (lemmes 3.6 et 3.7). On a alors ab ≡ −1 (mod 4) et N(ρE

p ) = 26`.

D’après [20, th.3], il existe une constante κ(`) > ` ne dépendant que de `
vérifiant la condition suivante : si p > κ(`), alors il existe une courbe elliptique
E ′ définie sur Q, de conducteur N(ρE

p ) = 26`, telle que les représentations ρE
p

et ρE′
p soient isomorphes.

Quitte à augmenter κ(`), on peut de plus supposer que E ′ a un point d’ordre
2 rationnel sur Q (cf. démonstration du th. 4 de [20] et [34, IV-6]).

Lorsqu’il n’existe pas de courbe elliptique sur Q de conducteur 64` ayant au-
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, on a une contradiction. Or c’est
précisément le cas lorsque ` vérifie la propriété (P) d’après un théorème de
W. Ivorra (cf. [16]). D’après [20], on peut prendre κ(`) =

(
4
√

` + 1 + 1
)4(`−1)

.
On en déduit le théorème 3.3.

Remarque 3.11 Pour caractériser l’existence de courbe elliptique sur Q ayant
un point d’ordre deux rationnel sur Q et un conducteur 64`, Ivorra ([16]) uti-
lise les bornes données par Beukers (corollaires 1 et 2 de [4]) sur les solutions
de l’équation de Ramanujan-Nagell. Ces bornes ont depuis été améliorées par
Bauer et Bennett ([2]). Notre définition de la fonction g prend en compte
ces améliorations (lorsque 29 ≤ n < 2362 on a adapté la démonstration du
corollaire 2 de [4] aux nouvelles bornes).

21



4 Remarques en degré ≥ 3

4.1 Courbe de Frey en degré 6

Soit F un polynôme homogène de degré 6 séparable à coefficients entiers. Sous
certaines conditions portant sur F , on peut, comme à la partie 2, construire
une courbe elliptique ayant de bonnes propriétés de réduction, associée à
l’équation (1).

Par exemple, pour F (x, y) = Φ9(x, y) = x6 + x3y3 + y6, on obtient la courbe
elliptique suivante :

y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6,

avec 
a2 = 3ab,

a4 = −3(a4 − a3b + 2a2b2 − ab3 + b4),

a6 = a6 − 9a5b + 9a4b2 − 19a3b3 + 9a2b4 − 9ab5 + b6.

Son discriminant est ∆ = 24 · 34 · Φ9(a, b)2. Elle est semi-stable en dehors de
2 et 3. Une telle courbe devrait permettre d’obtenir des résultats analogues à
ceux de la partie 3 pour la forme F = Φ9.

4.2 Détermination des solutions entières de certaines équations superellip-
tiques

Dans les parties 2 et 3, on a associé une courbe de Frey à une équation dio-
phantienne donnée. On illustre ici sur un exemple la possibilité de montrer
la vacuité de l’ensemble des solutions d’une équation en partant de la donnée
d’une courbe elliptique bien choisie.

Soit t une indéterminée. On considère la courbe E/Q[t] d’équation :

E : y2 + txy = x3 + (1 + t)x.

Ses coefficients ∆(t) et c4(t) sont les éléments suivants de Q[t] :

∆(t) = t6 + 2t5 + t4 − 64t3 − 192t2 − 192t− 64,

c4(t) = t4 − 48t− 48.

De plus, si R désigne leur résultant, on a :

R = 216.
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Autrement dit, la courbe E est semi-stable en dehors de 2. On spécialise en
t entier. Si t est divisible par 4, la valuation en 2 de ∆(t) est 6. De même,
si v2(t) = 1, alors v2(∆(t)) = 4. Enfin, si t est impair, ∆(t) est pair et c4(t)
impair.

Par ailleurs, (0, 0) est un point d’ordre 2 de E rationnel sur Q. La représen-
tation ρE

p est donc irréductible pour p ≥ 11 (lemme 2.5). De plus, l’invariant
modulaire j de E est différent de −153 et 2553. On en déduit que ρE

7 est
également irréductible (loc. cit.).

On suppose à présent qu’il existe un entier c tel que t vérifie l’équation super-
elliptique :

∆(t) = cp,

où p est un nombre premier ≥ 7. D’après les remarques ci-dessus, t est impair.
Dans ce cas, la courbe E est semi-stable et la représentation ρE

p est de poids
2 et de conducteur 1. C’est absurde. Cela contredit l’existence de c.

A La conjecture abc implique la conjecture (A)

Dans [24], M. Langevin montre que la conjecture abc est équivalente à la
conjecture suivante.

Conjecture A.1 Soient F ∈ Z [X, Y ] une forme homogène séparable de degré
≥ 3 et ε un réel > 0. Il existe une constante Cε,F > 0 ne dépendant que de
ε et F telle que pour tout couple (a, b) d’entiers non nuls premiers entre eux,
on a :

rad(F (a, b)) ≥ Cε,F max(|a|, |b|)deg(F )−2−ε,

où rad(n), n ∈ N∗, désigne le produit de tous les nombres premiers divisant n.

Déduisons la conjecture (A) de cet énoncé.

Proposition A.2 La conjecture abc implique la conjecture (A).

Démonstration : Soient F une forme homogène séparable de degré ≥ 3 à
coefficients entiers relatifs et d un entier ≥ 1. On considère (a, b, c) une solution
propre et non triviale de (1). Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
et b′ =

b

pgcd(a, b)
,
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où pgcd(a, b) désigne le pgcd de a et b. Les entiers a, b et c étant premiers
entre eux, on en déduit que (pgcd(a, b))deg(F ) divise d. On a alors

F (a′, b′) = d′cp, où d′ =
d

(pgcd(a, b))deg(F )
. (A.1)

Les entiers a′ et b′ étant premiers entre eux, on déduit de la conjecture ci-
dessus que pour tout ε > 0, il existe une constante Cε,F > 0 ne dépendant que
de ε et F telle que

rad(F (a′, b′)) ≥ Cε,F max(|a′|, |b′|)deg(F )−2−ε. (A.2)

Or, d’après (A.1), on a rad(F (a′, b′)) ≤ |d′c|. Par ailleurs, il existe une cons-
tante MF ne dépendant que de F telle que

max(|a′|, |b′|)deg(F ) ≥ MF |d′cp|.

On déduit alors de (A.2) l’inégalité suivante

|d′c| ≥ Cε,F (MF |d′cp|)α
, où α = 1− 2 + ε

deg(F )
.

Supposons ε < 1. On a alors 0 < α < 1 et

|c|αp−1 ≤ |d′|1−α

Cε,F Mα
F

.

Pour p suffisamment grand, cela implique c = ±1. C’est le résultat voulu.

B La conjecture abc implique la conjecture de Frey-Mazur

La conjecture de Szpiro (forme faible) affirme l’existence de constantes abso-
lues α et β telles que pour toute courbe elliptique A définie sur Q, on ait

|∆A| < αNβ
A, (B.1)

où ∆A désigne le discriminant minimal de A et NA son conducteur. Cet énoncé
est une conséquence de la conjecture abc (cf. [28]). Nous allons montrer qu’il
implique la conjecture de Frey-Mazur.

Proposition B.1 La conjecture abc implique la conjecture de Frey-Mazur.

Ce résultat m’a été communiqué par A. Kraus. Il figure, sous forme de notes
non publiées, dans les Comptes - Rendus du Séminaire de Théorie des Nombres
de Caen (exposé XVIII, année 1989 - 1990).
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Démonstration : Rappelons le résultat suivant.

Lemme B.2 Soient A et A′ deux courbes elliptiques définies sur Q telles que
pour une infinité de nombres premiers p, les modules galoisiens des points
de p-torsion de A et A′ soient isomorphes. Alors, les courbes A et A′ sont
isogènes.

Démonstration (lemme B.2) : Notons S la réunion des places de mauvaise
réduction de A et A′. Si en un nombre premier p les modules galoisiens des
points de p-torsion de A et A′ sont isomorphes, on a

a`(A) ≡ a`(A
′) (mod p) pour ` 6∈ S ∪ {p} (cf. [31, 5.2]).

Par hypothèse, ces congruences sont satisfaites pour une infinité de nombres
premiers p. On en déduit les égalités

a`(A) = a`(A
′) pour ` 6∈ S.

D’après un théorème de G. Faltings, cela implique que les courbes A et A′

sont isogènes ([14, §5, cor. 2]). D’où le lemme.

Soit A une courbe elliptique définie sur Q. Si ` est un nombre premier, on
rappelle que v` désigne la valuation `-adique de Q. Considérons un nombre
premier p ∈ FA, c’est-à-dire pour lequel il existe une courbe elliptique A(p)

définie sur Q telle que les représentations ρA
p et ρA(p)

p soient isomorphes. D’après
[19, p.28], il existe une constante c(A) > 7 ne dépendant que de A telle que si
p > c(A) alors

N
(
ρA

p

)
= NA. (B.2)

Les représentations ρA
p et ρA(p)

p étant isomorphes, on a, en particulier,

N
(
ρA

p

)
= N

(
ρA(p)

p

)
. (B.3)

On en déduit que NA divise NA(p) . On écrit

NA(p) = NA · up. (B.4)

Montrons alors que up
p divise le discriminant minimal ∆A(p) de A(p).

On considère pour cela un nombre premier ` 6= p. Alors

v`

(
N

(
ρA(p)

p

))
= v` (NA(p))

sauf si A(p) a en ` réduction multiplicative et p divise v`(∆A(p)) ([19, p.28]).
Autrement dit, si ` divise up, alors, d’après les égalités (B.2) et (B.3) et la
remarque ci-dessus, A(p) a en ` réduction multiplicative et p divise v`(∆A(p)).
En particulier, v`(up) = 1.
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L’entier N
(
ρA

p

)
est, par définition, premier à p. D’après l’égalité (B.2), la

courbe A a donc bonne réduction en p et le poids de ρA
p est 2 (cf. [32]). On

en déduit que la représentation ρA(p)

p est également de poids 2 et que l’on est
dans l’un des cas suivants :
(1) la courbe A(p) a bonne réduction en p ;
(2) la courbe A(p) a mauvaise réduction multiplicative en p et l’exposant de

p dans ∆A(p) est multiple de p ;
(3) la courbe A(p) a mauvaise réduction additive en p·

Or d’après [19, p.6], si A(p) a mauvaise réduction additive en p et si ρA(p)

p est
de poids 2, alors, p ≤ 7. C’est absurde car on a supposé p > c(A) > 7. Le
cas (3) ne peut donc pas se produire.

On en déduit donc, comme annoncé, que up
p divise ∆A(p) . On applique à présent

l’inégalité (B.1) à la courbe A(p). On a :

|∆A(p) | < αNβ

A(p) .

Or d’après l’égalité (B.4) et le fait que up
p divise ∆A(p) , on a

|up|p−β < αNβ
A.

Il existe donc une constante p(A) ne dépendant que de A telle que si p > p(A),
alors up = 1. On en déduit

NA(p) = NA.

Or, à Q-isomorphisme près, il n’y a qu’un nombre fini de courbes elliptiques
de conducteur donné. Le lemme B.2 entraîne alors le résultat.
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