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Chapitre 1

Groupes abéliens finis

1.1 Rappels sur les groupes cycliques

1.1.1 Ordre d’un sous-groupe, ordre d’un élément

DEFINITIONS. Un groupe G est dit fini lorsqu’il n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans ce cas,
le nombre d’éléments de G est appelé 'ordre de G. On le note o(G), ou encore |G|. C’est un
entier naturel non-nul.

THEOREME DE LAGRANGE. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors H est fini, et
Pordre de H divise I'ordre de G.

Preuve. Notons |G| = n. Il est clair que H est fini. Notons |H| = m. Pour tout x € G, notons
xH = {zy; y € H} la classe de = & gauche modulo H. Il est facile de vérifier que 'ensemble
des classes *H lorsque x décrit G est une partition de G. Comme chaque classe *H est
d’ordre m, on conclut que n est égal au produit de m par le nombre de classes distinctes. [

PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe fini. Pour tout x € G distinct du neutre e, il
existe un entier n > 2 unique tel que :
" =e et xF+#e pourtoutl <k<n.
Le sous-groupe de G engendré par x est alors :
(x) = {e,z, 2%, 23, ... 2" 1}
L’entier n est I'ordre du sous-groupe (x) et est appelé l'ordre de I’élément = de G. On le note
|z|. C’est un diviseur de I'ordre de G. Dans le cas ou x = e, on a (e) = {e}, et |e|] = 1.

Preuve. Evidente, laissée au lecteur (voir le cours de L3). O

1.1.2 Groupes isomorphes

DEFINITION. Deux groupes G et G sont dits isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de
groupes de I'un sur 'autre.

e Remarques. Lorsque deux groupes sont isomorphes : si I'un est abélien, alors 'autre I'est
aussi; si 'un est fini, 'autre ’est aussi et ils sont de méme ordre; ils ont le méme nombre
de sous-groupes d’ordre donné; leurs centres, leurs groupes dérivés, leurs groupes d’auto-
morphismes,... sont isomorphes. Deux groupes finis de méme ordre sont isomorphes si et
seulement si leur tables sont identiques & une permutation pres des éléments.
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e FExemple. Soit Gy le groupe des racines quatriemes de 'unité dans C. On a : G; =
{1,i,—1,—14}. La loi de groupe est ici la multiplication des complexes.

Soit G2 le groupe des rotations affines du plan euclidien conservant un carré. Il est constitué
de la rotation r de centre le centre O du carré et d’angle 7, de la symétrie centrale s de centre
0O, de la rotation 7" de centre O et d’angle —7, et de I'identité id. On a : G = {id,r,s,7"}.
La loi de groupe est ici la loi o de composition des applications.

Soit G3 le groupe Z/47Z des classes de congruences modulo 4. On a : G3 = {0,1,2,3}. La loi
de groupe est ici I’addition des classes de congruence.

G1 1 ) -1 —1 G2 id r S ’I“/ G3 6 T 5 g
1|1 i | =1 —i id [id | r ! 0[0[1]2]3
) ) -1 —2 1 s | r|id 1 11(2[3]|0
-1 -1] -] 1 i rlid | r 2 21301
—i | =i | 1 i | —1 vl id | r | s 3 (3[0]1]2
Il est clair qu’ils sont isomorphes, via les isomorphismes :
1+ id— 0, i 1, —1 5+ 2, —i 7' 3.

e Ezxemple. 11 est bien connu (voir cours de L3) qu’il n’existe & isomorphisme pres que deux
groupes d’ordre 4. L’un est le groupe cyclique d’ordre 4, noté Cy (voir ci-dessous), 'autre
est appelé groupe de Klein, noté V. Les deux sont abéliens.

Cylelaldb|c Vielalb]|ec
e |elal|b]|c elelal|b|c
a |la|b|c|e alale|c|b
b |blclela b|lblclel|a
c |clelalhbd clc|blale

D'une part Cy = {e,a,b,c} avec b = a? et ¢ = a® = a~!; il contient, outre le neutre d’ordre

1, deux éléments d’ordre 4 et un élément d’ordre 2. D’autre part V = {e,a,b,c} avec b = ac
et ¢ = ab; il contient, outre le neutre d’ordre 1, trois éléments d’ordre 2.

1.1.3 Groupe cyclique
DEFINITION. Un groupe fini est dit cyclique lorsqu’il est engendré par un élément.

REMARQUES.

1. Dire qu'un groupe fini G d’ordre n est cyclique signifie qu’il existe dans G un élément a
qui est d’ordre n, de sorte que G = (a) = {e,a,a?,...,a" "'}

2. Un groupe cyclique est nécessairement abélien.

3. Pour tout entier n > 1, il existe a isomorphisme pres un unique groupe cyclique d’ordre n,
noté C,,. Ce groupe C,, est isomorphe par exemple au groupe multiplicatif U,, des racines
n-iemes de I'unité dans C, ou encore au groupe additif Z/nZ des classes de congruences
modulo n, ou encore a beaucoup d’autres groupes que 1’on rencontre dans divers domaines
des mathématiques.

Pour certaines valeurs de n, il existe des groupes abéliens non cycliques. On a vu par exemple
ci-dessus que pour n = 4, le groupe de Klein V n’est pas cyclique puisqu’il ne contient pas
d’éléments d’ordre 4. Le théoréeme suivant montre au contraire que, pour certaines valeurs de n,
le groupe C,, est a isomorphisme prés le seul groupe d’ordre n.
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THEOREME. Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique.

En d’autres termes, pour tout nombre premier p, il existe a isomorphisme prés un et un seul
groupe d’ordre p, qui est le groupe cyclique (donc abélien) C,,.

Preuve. Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre p. Soit a un élément de G distinct
du neutre e. Considérons dans G le sous-groupe (a) engendré par a. D’aprés le théoréme de
Lagrange, son ordre |a| divise p. Comme p est premier, on ne peut avoir que deux cas : ou
bien |a| = 1, mais alors a = e, ce qui est exclu; ou bien |a| = p, mais alors (a) est inclus dans
G et de méme ordre que G, donc il est égal & G. On conclut que G = (a) est cyclique. O

Questions. Soit C,, = {e,a,a?,...,a" 1} le groupe cyclique d’ordre n. Peut-on déterminer
parmi ses éléments ceux qui engendrent C,, (outre a bien entendu) ? Peut-on déterminer tous
ses sous-groupes ? Prenons par exemple n = 6. Dans Cs = {e,a,a?,a®,a*,a’}, les différents
éléments engendrent les sous-groupes suivants : (€) = {e} d’ordre 1, (a®) = {e,a®} d’ordre 2,
(a?) = (a*) = {e,a? a*} d’ordre 3, et (a) = (a®) = {e,a,a? a®, a*,a®} d’ordre 6. La derniere
égalité provient du fait que (a®)? = a?, (a°)% = a3, (a®)* = a2, et (a®)6 =e.

Le résultat général est le suivant :

PROPOSITION. Soit n un entier naturel non-nul. Soit C,, = (a) = {e,a,a?,...,a" '} le groupe
cyclique d’ordre n.
(i) Pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d de C,, ; il est
cyclique, engendré par a* pour k = 7.
(ii) Les générateurs de C,, sont tous les éléments a* tels que k et n sont premiers entre eux.

Preuve. Repose sur des considérations simples d’arithmétique élémentaire, en particulier le
théoréme de Bézout pour le point (ii). Laissée au lecteur (voir le cours de L3). O

1.1.4 Produit direct de groupes

PROPOSITION ET DEFINITION. Soit r un entier naturel non-nul. Soient G1,G>,...,G, des
groupes, d’éléments neutres respectifs ey, eo, . .., e,.. Le produit cartésien :

T
[[ Gi=G1x Gy x - x G ={(w1,22,...,7;), 21 € G1, 12 € Ga,...,2, € G, }
i=1
est un groupe pour la loi définie par :
(1,2, .. ) (Y1, Y25 - - -5 Yr) = (T1Y1, T2Y2, - - ., xpYy,)  pour tous x;, y; € Gy, 1 < i <.
Ce groupe est appelé le produit direct des groupes G;. Son élément neutre est (e1, ez, ..., ey).

Preuve. Simple vérification, vue en L3 et laissée au lecteur. O

REMARQUES. Il est clair que :

1. le produit direct H:Zl G; est fini si et seulement si G; est fini pour tout 1 <4 <r, et I'on
a alors |H;:1 Gi| = ngl Gl ;

2. le produit direct [[;_; G; est abélien si et seulement si G; est abélien pour tout 1 < i < r;

3. le produit direct [];_; Gj est isomorphe au produit direct [];_, G (;) pour tout permutation
o des indices {1,2,...,r}.
3



Rappelons (en I’énongant seulement dans le cas abélien) le résultat suivant, qui sera utile un
peu plus loin.

LEMME. Soient G1 et G2 deux groupes abéliens et G = G1 x Go leur produit direct. Soient
H =Gy x{es} et K ={e1} x Go. Alors :

(i) H et K sont deux sous-groupes de G, avec H ~ G1, K ~ Gy, et HN K = {(e1,e2)};
(ii) tout élément g € G s’écrit de fagon unique g = hk avec h € H et k € K ;
(iii) G/H ~ K ~ Gj.

Preuve. Simple vérification, vue en L3 et laissée au lecteur. O

1.1.5 Produit direct de groupes cycliques

La question étudiée ici est celle de savoir a quelles conditions un produit de groupes cycliques
est cyclique.

THEOREME (dit théoréme des restes chinois). Soient G1, Gs, . . ., G, des groupes cycliques d’ordres
respectifs ny,na, ..., n,. Alors, le produit direct [[;_; G; est cyclique si et seulement si les entiers
n; sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve. Pour tout 1 < ¢ < r, notons G; = (a;) ~ C,,, avec a; d’ordre n;. Posons G := [[\_; G;

et e = (e1,ea,...,6e,) son élément neutre. Supposons que les n; sont deux & deux premiers
entre eux. Considérons dans G 1'élément = = (a1, as,...,a,). Quel que soit k € Z, on a
¥ = e si et seulement si af = ¢; pour tout 1 < i < r, ce qui équivaut a dire que k est

multiple de chaque n;, et donc de leur ppcm. Or ce ppcm est ici le produit NV :=nins...n,.
Donc 2V = e et zF = e pour tout 1 < k < N. On conclut que ’élément z est d’ordre N dans
G. Or on sait que G est formé de N éléments; on conclut que G = (z) ~ C. La réciproque
est laissée au lecteur (voir cours de L3). O

REMARQUE. Avec les notations multiplicatives utilisées ici, le théoreme s’énonce sous la forme :
Cpy X Cpy X -+ x Cy. >~ Ching..n, <= les n; sont deux a deux premiers entre eux.

Avec les notations additives usuelles en arithmétique, le théoreme s’énonce sous la forme :
T
[1(Z/nZ) ~ Z]/(nina...n.)Z <= les n; sont deux a deux premiers entre eux.
i=1

LEMME (théoreme de Cauchy dans le cas abélien). Soit G est un groupe fini abélien. Alors, pour
tout diviseur premier p de 'ordre de G, il existe un élément de GG d’ordre p.

Preuve. Considérons x1, ..., x, une famille finie de générateurs de G. Notons G; le groupe
cyclique engendré par x; pour tout 1 < ¢ < r. Parce que G est abélien, I'application ¢ :
II7_,G; — G qui a tout r-uplet (y1,ya, - - , yr) associe le produit y1ys - - - y, est un morphisme
de groupes surjectif. Donc en utilisant le premier théoreme d’isomorphisme sur les groupes
(voir cours de L3), 'ordre de G divise 'ordre du groupe produit II}_, G;. Donc tout diviseur
premier p de |G| divise |G;| pour un indice 1 < ¢ < r au moins, ce qui implique qu’une
puissance de z; est d’ordre p dans G. O

On verra plus tard au corollaire 4.1.1 que ce résultat reste vrai pour tout groupe fini méme non
abélien.
4



1.2 Structure des groupes abéliens finis

1.2.1 Exposant d’un groupe abélien

e Remarque préliminaire. On sait d’apres le théoreme de Lagrange que, dans un groupe fini
G, lordre de tout élément g (c’est-a-dire 'ordre du groupe cyclique engendré par g) est un
diviseur de 'ordre de G. On sait aussi que réciproquement, si d est un diviseur donné de
Pordre de G, il n’existe pas forcément dans G d’élément d’ordre d (par exemple, voir plus
loin en 2.1.1, le groupe alterné A, d’ordre 12 contient le neutre e qui est d’ordre 1, trois
éléments d’ordre 2 qui sont les produits de deux transpositions disjointes, et huit 3-cycles : il
ne contient donc pas d’élément d’ordre 4 ni d’ordre 6). D’ou le sens de la définition suivante.

DEFINITION. Soit G un groupe fini. On appelle exposant de G le plus petit entier strictement
positif n tel que ¢g" = e pour tout g € G.

PROPRIETES IMMEDIATES. Il est clair que :
v Pexposant de G est le ppcm des ordres des éléments de G,
v' Uordre de tout élément de G divise ’exposant de G,
v  Pexposant de G est un diviseur de l'ordre de G.

Le groupe alterné A, d’ordre 12 est d’exposant 6 et ne contient pas d’élément d’ordre 6; c’est
un fait qui ne peut pas se produire pour un groupe fini abélien d’apres la proposition suivante.

PROPOSITION. Si G est un groupe fini abélien, alors 'exposant de G est le maximum des ordres
des éléments de G ; en particulier, il existe alors au moins un élément de G dont 'ordre est égal
a lexposant de G.

Preuve. Supposons G abélien fini. Soient g et h deux éléments de G d’ordres respectifs ¢ et
m premiers entre eux. D’une part (gh)‘™ = (¢°)"(h™)* = e, donc l'ordre de gh divise £m.
D’autre part, si k est un entier tel que (gh)¥ = e, alors I'dlément g* = h~* appartient & la
fois au groupe cyclique (g) d’ordre ¢ et au groupe cyclique (h) d’ordre m, et donc vaut e
puisque £ et m sont premier entre eux ; il en résulte que k est un multiple de £ et un multiple
de m, donc un multiple de leur ppcm ¢m. On conclut que 'ordre de gh est égal a ¢m.

Ceci étant, appelons n le maximum des ordres des éléments de G, et g un élément de G
dont I'ordre vaut n. Notons par ailleurs N le ppcm des ordres des éléments de G, c¢’est-a-dire
I’exposant de G. Puisque g est d’ordre n, il est clair que n divise N.

Par I’absurde, supposons qu’il existe un élément h € G dont 'ordre ¢ ne soit pas un diviseur
de n. Il existerait alors un nombre premier p et des entiers n’,q’, «, 8 tels que n = p*n’ et
q = p?¢ avec p qui ne divise ni n’ ni ¢, et 3 > a. Les élements ¢gP* et h? seraient d’ordres
respectifs n’ et p®, qui sont premiers entre eux. En appliquant la premiére étape de la preuve,
I’élément gP” h? serait dordre pPn’ > n, ce qui serait contradictoire avec la définition de n.
Ainsi 'ordre de tout élément de G divise n, donc n est un multiple du ppecm N. On conclut
que n = N, ce qui acheve la preuve. O

REMARQUE. Si G est un groupe fini abélien, alors I'exposant de G a exactement les mémes
diviseurs premiers que l'ordre de G.

En effet, cela résulte directement du lemme final de 1.1.5 et des propriétés immédiates de
I’exposant. O
En d’autres termes, si |G| = p{'---p$* est la décompositon de |G| en produit de facteurs

premiers, avec o; > 1 pour tout 1 < i < s, alors 'exposant de G est de la forme = p* - - ps®
avec 1 < 3; < o pour tout 1 <4 < s.



1.2.2 Dual d’un groupe abélien fini

DEFINITION ET PROPOSITION. Pour tout groupe fini G (abélien ou non), on appelle caractére de
G tout morphisme de groupes de G dans le groupe multiplicatif C*. Les caractéres de G forment
un groupe abélien fini appelé le dual de G et noté G.

Preuve. Notons n 'ordre de G. Soit x un caractére de G. Pour tout g € G, on a x(g)" =
x(¢g") = x(e) = 1, ce qui prouve que I'image de x est un sous-groupe du groupe U, des
racines n-iemes de 1'unité dans C. L’ensemble G des caractéres de G est donc inclus dans
'ensemble US des applications de G dans U,.

Une conséquence de cette observation est que, pour tout ¢ € G, on a |x(g)] = 1 donc
x(g9)™! = x(g). En définissant naturellement le produit de deux caracteres x et x’ par
xx'(9) = x(9)x’'(g) pour tout g € G, on obtient sur G une structure de groupe abélien, dont
le neutre est le caractere xo qui & tout g € G associe 1, et tel que I'inverse xy~! d’un caractere
X associe & tout g € G le complexe x~*(g) = x(g)-

Enfin, en rappelant que l’ensemble F'¥ des applications d’un ensemble fini £ dans un en-
semble fini F' est fini de cardinal (card F )cardE , il est clair que G est fini d’ordre < n™. O

LEMME. Si G est un groupe cyclique, ou plus généralement un produit direct de groupes cy-
cliques, alors le groupe dual G est isomorphe a G.

Preuve. Supposons que G ~ C,, est cyclique d’ordre n. Notons G = (a) = {e,a,a?,...,a" 1}
ol a est un générateur de G. Il est clair qu'un caractere y de G est entierement déterminé
par la donnée de la valeur x(a), puisqu’alors x(a*) = x(a)* pour tout élément a* € G avec
0 < k < n—1. Le morphisme d’évaluation G- U,, x — x(a) est donc bijectif, et détermine
un isomorphisme entre G et U,.

Considérons maintenant deux groupes abéliens finis G et H, et leur produit direct G x H. Il
est facile de vérifier directement que I'application ¢ : G x H — G x H définie par :

$(x)(g:h) = (x(g. em). x(ec. b)) pour tout x € G x H et tout (g,h) € G x H
est un morphisme de groupes, et qu’il est bijectif de bijection réciproque ¢! définie par :
d1(x1,x2)(g,h) = (x1(g9), x2(h)) pour tous (x1,x2) € G x H et tout (g,h) € G x H.

—

On a donc un isomorphisme G x H =~ Gx H , ce qui acheve la preuve en appliquant la
premiere étape. O

Ce lemme est en fait une étape vers le résultat plus général que ’'on montrera plus loin en 1.2.3
suivant lequel 'isomorphisme entre G et G est vrai pour tout groupe abélien fini. On a pour
cela besoin d’un autre résultat intermédiaire non trivial, qui est le lemme suivant.

LEMME (dit lemme de prolongement des caracteres). Soient G un groupe abélien fini, et H un
sous-groupe de G. Alors tout caractére de H se prolonge en un caractére de G. En d’autres
termes, ’application canonique de restriction G — H est surjective.

Preuve. On procéde par récurrence sur l'indice r = [G : H| de H dans G. Rappelons que r
est Pordre du groupe quotient G/H. Sir = 1, alors H = G et le résultat est clair. Supposons
r > 2 et supposons le résultat du lemme vrai pour tous les sous-groupes d’indice strictement
inférieur & r. Comme H # G, on peut choisir un élément g € G tel que g ¢ H. Soit K le
sous-groupe de G engendré par H et par g. Le principe de la preuve consiste a construire pour
tout caractere x de H un caractére X’ de K prolongeant y. Puisque [G : K] < [G : H] = r,

6



on peut alors appliquer & K ’hypothese de récurrence pour prolonger x’ en un caractére
de G.

Comme G/H est d’ordre r, on a g" € H ; notons m le plus petit entier strictement positif
tel que g™ € H, c’est-a-dire 'ordre de g dans G/H, qui divise donc r. Puisque ¢™ € H, on
peut considérer w = x(g™) € C*. Tout élément de k € K peut s’écrire sous la forme k = hg’
avec h € H et £ entier tel que 0 < £ < m. Cette écriture est unique car si hg* = h’gel, alors
¢"¢ = hW'ht € H, dou £ — ¢ = 0 par minimalité de m, et finalement ¢ = ¢ et h = K'.
On pose alors X' (k) = x'(hg?) = x(h)¢* ol ¢ désigne une racine m-ieme de w arbitrairement
choisie, ce qui définit bien une application x’ : K — C* dont la restriction & H est x.

Pour montrer que Y’ un morphisme de groupes, considérons deux éléments quelconques
k,k' € K.l existe h,h' € H et £,0' € {0,1,...,m — 1} tels que k = hg’ et k' = h'g" . Parce
que G est abélien, on a kk’ = hh/g*t* . Deux cas sont possibles. Si 0 < £+ ¢’ < m, on calcule
directement :

X' (kK) = X' (hh'g"™H) = x (/)¢ = x(h)x(h)¢C" = x(h)C X (W)C! = X (k)X (k).
Sim <+ < 2m, alors 0 < £+ ¢ —m < m, et on calcule en utilisant le fait que ¢™ € H :
() = X (R gy = X (Rl g™ g+ ) = X(Ah g™)C = = x(Wx(W)x(g™ )¢+
puis comme x(g™) = (™ :

X (KE') = x(R)x ()M = x(R)x(R)CH = X (k)X ().
On a ainsi montré que ' est un caractere de K qui prolonge x. On applique ’hypothese de

récurrence pour conclure, comme indiqué au début de la preuve, qu’il existe un caracteére "’
de G dont la restriction & K est x’, et donc dont la restriction & H est . O

1.2.3 Théoreme de Kronecker

THEOREME ET DEFINITION. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. Il existe un unique
entier r > 1 et des entiers dq, .. .,d, > 2 uniques, dont le produit vaut n, et qui vérifient :

(1)  d; divise d;y1 pour tout 1 <i <r—1,
(2) G est isomorphe au produit direct de groupes cycliques Cy, x Cg, X -+ x Cy, .

On dit que ces entiers di,ds,...,d,, qui caractérisent G & isomorphisme prés, forment la suite
des facteurs invariants de G.

Preuve : On procede par récurrence sur l'ordre de G. Si G est d’ordre 2, alors G ~ Cs et
le résultat est évident. Considérons maintenant un groupe G d’ordre n > 3 et supposons le
théoreme vrai pour tout groupe d’ordre strictement inférieur a n.

Désignons par d 'exposant de G. D’apres la proposition 1.2.1, il existe dans G un élément
x d’ordre d. Le groupe cyclique H = (x) est isomorphe au sous-groupe Uy de C*. Prenons
un isomorphisme de groupes x : H — Uy ; c’est en particulier un caractere de H. D’apres
le second lemme de 1.2.2, il existe un caractére Y de G prolongeant x. Parce que d’apres la
proposition 1.2.1 tout élément de G est d’ordre divisant d, le caractere X est en fait & valeurs
dans Uy ; il définit donc un morphisme de groupes Y : G — Uy. Ceci permet d’introduire
I’application :
¢ : G— (G/H)xH
9 = (G, x " oX(9)
Il est clair que ¢ est un morphisme de groupes. Soit g € Ker ¢. On a g = € c’est-a-dire g € H,
donc X(g) = x(g), donc x~*(X(g)) = g, d’olt g = e. Ainsi ¢ est injectif. Les groupes finis G
7



et (G/H) x H étant de méme ordre, cela suffit pour déduire que ¢ est bijectif, et détermine
donc un isomorphisme de groupes de G sur (G/H) x H.

Puisque |G/H| < |G|, 'hypothése de récurrence implique l'existence d’entiers dy, da, . . ., dr—1
supérieurs ou égaux & 2 tels que d; divise d; 11 et G/H ~ Cyq, X Cg, X --- X Cq,_,. On pose
de plus d, = d. Comme H ~ Cy_, il vient :

GL”(G/H) XHZCdl X Cd2 XKoo XCdT71 XCdT~

Il est clair que, si 'on désigne par a un générateur du groupe Cy, , et par e; 'élément neutre
de Cy, pour tout 1 < i < r, élément (eq,eq,...,er_2,a,€,) est d’ordre d,._;. On a déja vu
que lordre de tout élément de GG divise 'exposant d,., donc ici d,.—; divise d,., ce qui acheve
la preuve de 'existence de la décomposition.

Pour T'unicité, supposons qu’il existe un isomorphisme de groupes § de G sur un produit

de groupes cycliques C,, x Cp, x --- x Cp, avec s > 1 et n; qui divise n;41 pour tout
1 <i<s—1. Pour tout 1 <+¢ < s, notons a; un générateur de C,,, et e; ’élément neutre de
Ch,,. Il est clair que 1'élément (eq,...,es—1,as est d’ordre ny dans K. De plus a;* = e; pour

tout 1 < ¢ < s puisque n; divise ng ; il en résulte que tout élément de K est d’ordre inférieur
ou égal a ng. En d’autres termes ng est 'exposant de K. On en déduit via l'isomorphisme 6
que ng = d, et donc :

Cag, xCg, X -+ xCq._, xCq, ~Cp, X Cpy X ---xCp,_, xCq,,
d’ou il résulte par passage au quotient (voir point (iii) du lemme 1.1.4) que :
Cd1 xCd2 Xoeee ><Cd

L’hypotheése de récurrence permet alors de conclure que s — 1 =r — 1 et n; = d; pour tout
1 <i<r—1, ce qui acheve la preuve. O]

r—1

'y X Cpy X - X Cp,_,.

~
r—1 —

COROLLAIRE. Pour tout groupe abélien fini G , le groupe dual G est isomorphe a G.

Preuve. Résulte immédiatement du théoreme précédent et du premier lemme de 1.2.2. [

1.2.4 Facteurs invariants et diviseurs élémentaires

» FEn utilisant le théoreme ci-dessus et le théoreme des restes chinois, on déduit par exemple

qu’il existe a isomorphisme pres quatre groupes abéliens d’ordre 36, qui sont :

ou encore que tous les groupes abéliens d’ordre < 12 sont, & isomorphisme pres, donnés par :

036209><C4, 03X012203X03XC4,
CQXClSZCQXCQXCQ, CﬁXC@’:CgXCgXCQXCQZC@XCgXCQ,

n=1 Cq n==7 Cr

n=2 Co n=3~8 Csy Coy x Oy Cy x Oy x Coy
n=3 Cs n=9 Cy C3 x C3

n=4 Cy Ca x Co n=10 | Cio ~C2 x Cs

n=>5 Cs n=11 C11

n=6 | Ce~Co xC(C3 n=12 | Cia~C3xCy | Coa x(Cg~C2xCyxC3

» Plus généralement, si I'on considere un groupe abélien fini G donné par sa décomposition

suivant les facteurs invariants dq, ..

.,d,, on peut décomposer chaque groupe cyclique Cy, en

produit de groupes cycliques dont I’ordre est une puissance d’un nombre premier. En notant d; =

1, " la décomposition en facteurs premiers de d;, les entiers d;; = p; "’ s’appellent les diviseurs
iPj p p i ij = Pj pPp

élémentaires de G. Le théoréme des restes chinois permet de passer de la décomposition suivant

les facteurs invariants a la décomposition suivant les diviseurs élémentaires et réciproquement.
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Sans formaliser d’énoncé sur ce point, donnons quelques exemples.

Considérons le groupe G = Cs4 X C'360 d’ordre 19440. On a Cs4 = Co x Co7 et Cggp ~ Cg X Cg X Cs.
La suite des diviseurs élémentaires de G est 2,23,32,32,5. On en déduit les facteurs invariants
di = 2x32x5% =18 qui divise dy = 23 x 3% x 5 = 1080, d’ou la décomposition G ~ Cig x C1os0-

Soit G un groupe abélien d’ordre 360. On déduit de 360 = 23 x 32 x 5 les différentes possibilités
pour les diviseurs élémentaires et les facteurs invariants de G ; a isomorphisme prés, six cas sont
possibles :
Cg X Cg X 05 ~ 0360
Cs x O3 x O3 x Cs5 ~C3 x Cy9g
Cy x Oy x Cg x C5 ~ Oy x C159
Oy x Oy x O3 xC3xCs5~Cgx Cgo
Oy x Oy x Oy x Cg xCs~Cy xCyxCo
CoxCyxCyx(C3xC3xCs~CyxCgx Cs

Citons pour finir a titre d’exemple une autre application du théoreme de Kronecker, qui est
la version simple (dans le cas des groupes abéliens) d’un résultat important de la théorie des
caracteres pour les groupes finis quelconques.

1.2.5 Espace hermitien des fonctions complexes sur un groupe abélien fini

Soit G' un groupe fini. On note C¢ l'ensemble des applications de G dans C. C’est de facon
évidente un espace vectoriel de dimension finie n = |G|. Il est bien connu et facile de vérifier que
C% est muni d’un produit hermitien défini par :

(p, ) = TCIH ZG@z/)(g), pour tous ¢, € CE.
ge

PROPOSITION. Soit G un groupe fini. Avec les notations ci-dessus :
(i) le groupe dual G est une famille orthonormale dans CC ;

(ii) si de plus G est abélien, le groupe dual G est une base orthonormale de CC.

Preuve. Rappelons (voir 1.2.2) que, dans le groupe G :

{ I’élément neutre xq est le caractere constant égal a 1,

I'inverse x~! d’un caractére x est égal au conjugué ¥ de .

Pour tous x, X’ € G, on a {(x,x') = {x0,Xx') = (x0,x~'x’). Comme (xo,x0) = 1, il suffit

~

pour montrer (i) de vérifier que (xo, x) = 0 pour tout y € G distinct de xp.
Soit donc x un caractere de G distinct de yo. Il existe h € G tel que x(h) # 1. On calcule :

xX(h){xo0,x) = x(h) 15 2 xlg) = el 2, x(h)x(g) = el 2, x(hg) = el 2 X9

Donc x(h){xo0,x) = (X0, X), d’olt {x0,x) = 0, ce qui montre le résultat voulu.

Puisque la famille formée des éléments de G est orthonormale, elle est libre. Si ’on suppose
de plus que G est abélien, il résulte du corollaire 1.2.3 que le cardinal de cette famille est
égale & |G|, qui n’est autre que la dimension de C%, de sorte G est une base de C%. O
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Chapitre 2

Rappels et compléments sur les
groupes non abéliens

2.1 Exemples de références

2.1.1 Groupes symétriques

PROPOSITION ET DEFINITION. Pour tout entier n > 1, I'ensemble des bijections d’un ensemble
fini a n éléments sur lui-méme est un groupe fini d’ordre n! pour loi o. On 'appelle le n-iéme
groupe symétrique et on le note S,. Les éléments de S, sont appelés les permutations sur n
éléments.

Preuve. Vue en L3 ; a réviser. O]

EXEMPLE. Pour n = 1, le groupe S; est le groupe trivial {e} d’ordre 1. Pour n = 2, le groupe
Sy est d’ordre 2, donc Sy = Cy = {e,7} otte = ({3) et 7= (1%), qui vérifie bien 72 = e.

EXEMPLE. Pour n = 3, le groupe S3 est d’ordre 6. On a : S3 = {e,v,v%, 71,72, 73} avec :

e=(i3%), v=(31), ¥?=0G13), n=>33), n=03), ==(011).

cla 72 NI e groupe S3 n’est pas abélien. C’est le plus petit groupe non
el e 72 SN S B B - abélien (car les groupes d’ordre 2, 3 ou 5 sont abéliens car
. 72 il € 1T IT |72 | cycliques d’apres le théoreme 1.1.3, et les deux seuls groupes
T A N0 A N I Té d’ordre 4 sont abéliens comme on I’a rappelé en 1.1.2.
T || 2| T3 e
7_1 7_1 7_2 7_3 5 Z 2 Il admet trois sous-groupes d’ordre 2 qui sont {e, 71}, {e, 2}
7_2 7':2«} Tj 7_; 77 " Z et {e, 73}, et un sous-groupe d’ordre 3 qui est {e,v,v%}.

DEFINITION. On appelle transposition de S, toute permutation 7 qui échange deux éléments i
et j en laissant fixe les n — 2 autres. On note alors 7 = [i, j]. On a de facon évidente 72 = e.

THEOREME. Toute permutation de S,, est un produit de transpositions. En d’autres termes, le
groupe S, est engendré par ses transpositions.

Preuve. Vue en L3; a réviser. On pourra procéder par récurrence sur n. O
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e Remarque. Il n’y a pas unicité de la décomposition d’une permutation en produit de
transpositions. Par exemple, dans Sy, on a [2,4][1,4][4,2][1,3] = [2, 3][1, 2]. Néanmoins, on a
le lemme suivant.

THEOREME ET DEFINITIONS.

(i) Si une méme permutation o de S,, se décompose d’une part en un produit de m transpo-
sitions, d’autre part en un produit de m’' transpositions, alors les entiers naturels m et m’
sont de méme parité. On appelle signature de o le nombre (—1)™, ott m désigne le nombre
de transpositions d’une décomposition quelconque de o en produit de transpositions. On
la note (o).

(ii) L’application signature ¢ : S,, — {—1,1} est un morphisme de groupes.
(iii) L’ensemble des permutations de signature 1 (ie. qui se décomposent en un nombre pair de

transpositions) est un sous-groupe de S,, appelé groupe alterné, noté A,,, d’ordre %'

Preuve. Vue dans le cours de L3. A réviser. O

EXEMPLE. Pour n = 2, on a Ay = {e}. Pour n = 3, on a A3 = {e,v,7%} avec v = (1 33).

EXEMPLE. Pour n = 4, le groupe alterné A4 est d’ordre 12.

Le groupe Ay contient les trois produits de deux transpositions disjointes :
a:[1?2][374}:(%%§1§)7 b:[1,3][2,4]:(%)421i1)’%), 02[174][273]:(}133%)'

Il contient aussi les huit permutations qui permutent circulairement trois éléments i, j, k en fixant
le quatrieme, et qui sont donc de la forme [i, k][4, j]. De tels éléments sont appelés des 3-cycles.

_ (1234 _(1234y_ ,.2 _ (1234 _(1234y_ ,.2
951—(1342)7 y1—(1423)—$1, 332—(3241)7 112—(4213)—*’1327
_ (1234 _(1234y_ ,.2 _ (1234 _(1234y_ ,.2
r3=1(5431), ¥=(4133)=23 xa=(3371), va=(3151) =721
e la | b|clx |y |T2|y2|T3|Yys|Ta]| s
ele|la|b|clz |y |®|y2|T3|Ys|Ta| s Les trois dlément b ‘
es trois éléments a, b, ¢ son
a |a e | c|b|lawz|®|ys|ya|T1 | T2| Y | Y2 Lordre 2. ot 1o sous.
ordre et le sous-groupe
b b c e a | Ys | T2 | Y1 | X3 | Y2 | T4 | Y3 | 21 ’ group
b V = {e,a,b,c} de Ay est le
c c a € | Y2 | Y3 | X4 | X1 | Y4 | Y1 | T2 | T3 .
b groupe de Klein.
T1 | T1 | Ya | Y2 | X3 | Y1 | € | C | Ta| T2 | G Y3
yi |y |ys |xa|ax2| e @ |23 | b | c|ys|y2| a

Les huit 3-cycles z;,y; pour
i e T T O 7 I 7 7 O O W 2 1 < ¢ < 4 sont d’ordre
Yo | Y2 |3 | T1 | Ya Y| c e T2 |Ta| b |alny 3. On obtient donc quatre
T3 | T3 | Y2 | Y4 |T1 | Ta|a | b |y |ys|e|c |2 sous-groupes cycliques G; =
Ys | Y3 |y |22 |xa| ¢ |y2|Vya| a | e @3 |z | D {e,zi,yi}, pour 1 < i < 4.

Ty |@q (T2 |01 | Yys | a |z3 x| c | b |y2|ys]| o€
Ya |Ya @1 w3 |y2 @2 | b | a |ys |y | ¢ | e |my

On observe au passage que, bien que 4 et 6 soient des diviseurs de |A4| = 12, le groupe Ay
ne contient pas d’élément d’ordre 4 ni 6, puisqu’il est formé de huit éléments d’ordre 3, trois
éléments d’ordre 2, et du neutre e d’ordre 1.
On montrera plus loin que, non seulement A4 n’admet pas d’élément d’ordre 6, mais qu’il n’admet
en fait pas de sous-groupe d’ordre 6; en revanche, A4 admet le sous-groupe V d’ordre 4 bien
qu’il n’admette pas d’élément d’ordre 4.
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2.1.2 Groupes diédraux

EXEMPLE. Soit Dg le sous-groupe des isométries du plan affine euclidien conservant un triangle
équilatéral (ABC).

On montre aisément que Dg est formé de 'identité e, de la S Tz S1] 52|83
rotation r de centre l'isobarycentre O de (ABC) et d’angle € 7“2 LA O O P2
27/3, de la rotation 72 de centre O et d’angle 47/3, et des 7; 7; ] € |83 51 52
réflexions s, $2, $3 par rapport aux trois médianes (ou hau- [ ™ | T € | T | 5283|351
teurs) du triangle (faire un dessin!). 51 | 81 | 82 | 83 62 ro|r?

. . L. S| S2 | 83| S1 | T e r
Il est clair que Dg est isomorphe au groupe symétrique Ss. 53 53 |51 (50| 7 |72 ¢

EXEMPLE. Soit Dg le sous-groupe des isométries du plan affine euclidien conservant un carré
(ABCD,).

On montre que Dg est formé de I'identité e, de la e | r [ 2] ]s[se]t1]ty
rotation r de centre le centre O du carré et d’angle ele|r 2| ]s |so]|t1]|ts
7/2, de la symétrie centrale 2 de centre O, de rlr [ P23 et |t ] 82 s
la rotation 73 de centre O et d’angle 37/2, des P22 [ e | r | sy 81| ta] g
réflexions s, s9 par rapport aux deux médianes B e | r |12 ]ty |ty | 51 52
du carré, et des réflexions t1,to par rapport aux s1 |5 | to | So |t | e |72 |78 ]| 7
deux diagonales (faire un dessin). S |59 | b1 o1t | 2] e r |3
Onat; =rsy, sy =128, to =151, donc Dy est ty |ty |si|ta|so| r [73] e |?
engendré par les deux éléments r et s. by [y [so|ti s [ ]r|r?] e

DEFINITION. Pour tout entier n > 2, on appelle groupe diédral d’ordre 2n, noté Ds,, le sous-
groupe des isométries affines conservant un polygone régulier a n cotés.

On montre en géométrie que Do, est formé de 2n éléments distincts :

Do, = {e,r, 2,73, .. 7" L s srosr? sr3 o st
engendré par deux éléments r et s vérifiant les relations :
r’" =e, s? =e, srk =r"=ks  pour tout 1 < k < n.

CONVENTION. Dans le cas n = 2, Dy est le groupe des isométries conservant un segment ; il est
clair que Dy est isomorphe au groupe de Klein V.

2.1.3 Exemple de groupe quaternionique

EXEMPLE. Le sous-ensemble Qg de GLy(C) e |—e| j |51k [-k] ¢ —¢
formé des huit matrices : e e | —e| J | —j| k | =k| £ | —£
e=(19), —e= —10 7 j= i 0 , L —e| —e| e —j | 7 -k | k | —0]| 7
(B0 —e= (50 = (300, [l e T = =T

- —i 1 -1 .
—=(3%)  k=(%¢), —k=07%) [ [ ] e [el-t k |-k
) . k k | =k | — —e e J —J

_ (0 _ (0 —

t=(95), —t=(27) k| <k | k| € | <t e =513

est un groupe, d’ordre 8, non abélien, appelé C 1 b | Lk |-k|—j|J|—e]|ce

groupe des quaternions. ] k] K J | =j] e | —e
Le groupe Qg n’est pas isomorphe a Dg ; en effet (Jg ne contient qu'un élément d’ordre 2, alors
que Dg en contient cing.
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2.2 Groupes quotients

2.2.1 Classes modulo un sous-groupe, indice d’un sous-groupe

RAPPELS. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe. Pour tout = € G, on note :
xH={zh;he H} et Hx={hz;he H}.

1. Le sous-ensemble xH s’appelle la classe a gauche de x modulo H. Le sous-ensemble Hzx
s’appelle la classe a droite de x modulo H. Pour tout = € GG, H est équipotent a xH via
la bijection h — xh de H sur xH, et a Hx via la bijection h — hx de H sur Hz.

2. En particulier, pour x =e,on a: eH = He = H.

3. On vérifie (rappeler la démonstration) que les classes a gauche forment une partition de
G, de méme que les classes a droite.

4. On démontre ensuite (faites-le) que 'ensemble des classes & droite modulo H est équipotent
A 'ensemble des classes & gauche modulo H via la bijection Hx + 21 H.

DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H dans G,
noté [G : H], le cardinal de ’ensemble des classes modulo H (& droite ou & gauche). On dit que
H est d’indice fini lorsque ce cardinal est fini.

REMARQUE. Si G est un groupe fini, alors tout sous-groupe H de G est d’indice fini dans G, et
on a d’apres le théoreme de Lagrange I’égalité :

G| = |H| x [G : H].

A noter qu'un sous-groupe infini H d’un groupe infini G peut tres bien étre d’indice fini (prendre
par exemple G = O, (R) et H = SO, (R)).

2.2.2 Sous-groupe normal

Les notions rappelées ici ont été vues en L3. On ne redonne pas ici les démonstrations : les
reprendre en exercice.

DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est normal dans G,
ou encore distingué dans G, lorsque, pour tout x € G, on a : xH = Hx. On note alors H <G.

REMARQUES (deux autres traductions équivalentes de la définition).

» L’égalité xH = Hx ne signifie par que zh = hx pour tout h € H, mais que, pour tout
h € H, il existe h' € H tel que zh = Wz et h” € H tel que hx = xh”. On en déduit donc
la caractérisation pratique suivante :

H<G & VheH VzeG, zha™' e H.

» Pour tout x € G, notons zHz~ ! = {zhz~'; h € H}. Si xHz~! C H pour tout =z € G,
alors H C yHy~! pour tout y € G, puisque tout h € H peut s’écrire h = y(y~thy)y~ .
On en déduit donc la caractérisation suivante :

H<G & VzeG, zHe ' =H.
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REMARQUE TERMINOLOGIQUE. On dit parfois sous-groupe distingué pour sous-groupe normal :
les deux termes sont absolument synonymes.

EXEMPLES GENERAUX DE SOUS-GROUPES NORMAUX

1.

Quel que soit le groupe G, les sous-groupes {e} et G sont toujours des sous-groupes nor-
maux de G.

Si G est abélien, tout sous-groupe de G est normal dans G.

Tout sous-groupe d’indice 2 dans un groupe G est normal dans G.

. Pour tout morphisme f : G — G’ d’un groupe G dans un groupe G’, le noyau Ker f est

normal dans G.

. Si H4G et K<@G, alors HN K<G.

EXEMPLES D’APPLICATIONS.

e FExzemple. Pour tout n > 2, le groupe alterné A,, est normal dans le groupe symétrique S,,.
Cela résulte du point 4 ci-dessus puisque 4,, est le noyau du morphisme signature, ou encore
du point 3 puisque [S,, : A,] = 2.

e Ezemple. Considérons le groupe symétrique Sz = {e, v, 72, 71, T2, 73}, avec les notations de
2.1.1. Le sous-groupe A3 = {e, 7,72} est normal dans S3 comme on vient de le voir. Les trois
sous-groupes H; = {e,7;} pour ¢ = 1,2,3 ne sont pas normaux dans S car, par exemple
pouri=1,onaymy ! =y =93 =1 ¢ H;.

e Exemple. Considérons le groupe diédral Do, = {e,r, 7%, ... 7"~ s sr, 872, ... sr" "1}, avec

les notations de 2.1.2. Le sous-groupe cyclique C,, = {e,r,72,73,...,r""1} est normal dans
Ds,, car d’indice 2. Deés lors que n > 2, le sous-groupe K = {e, s} n’est pas normal dans Dy,
car 7~ lsr = =" Tls = =25 ¢ K. A noter que pour n = 2, le sous-groupe K est normal

puisque Dy est le groupe de Klein donc abélien.

e FEzxercice. Montrer que le groupe des quaternions Qg admet un sous-groupe d’ordre 2 et
trois sous-groupes d’ordre 4, et que tous ses sous-groupes sont normaux dans @sg.

ATTENTION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que K soit un sous-groupe
de H. Donc K C H C G. On peut avoir K normal dans H et H normal dans G sans avoir K
normal dans G.

Ezxemple : plagons-nous dans le groupe alterné A4, en reprenant toutes les notations 2.1.1.
Observons d’abord (écrivez les détails!) que :

pour toute permutation o € Sy et toute transposition [i, j], on a : o[i, jlo =t = [0(i), o (4)].
Considérons dans A4 le sous-groupe V = {e,a, b, c}. Pour tout o € Ay, on a :

cac™! =0[1,2][3,4]c 7 = o[1,2]0 0 [3,4)0 7 = [0(1),0(2)][0(3),0(4)] € V.
On montre de méme que obo ! € V et oco~! € V pour tout ¢ € A4. On conclut que V <1 Ay.

Considérons dans A4 le sous-groupe K = {e,a} de V, donc de A4. Il n’est pas normal dans
Ay, car par exemple, xlaxfl =mzay =b¢ K.

Et pourtant K est évidemment normal dans V' puisque V' est abélien.
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2.2.3 Quotient d’un groupe par un sous-groupe normal
THEOREME ET DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal dans G.

(i) La relation ~p définie sur G par :
pour tousz,y € G, r~gy < xy 'cH,

est une relation d’équivalence.

(ii) Pour tout x € G, la classe d’équivalence T de x pour la relation ~p est :
T=xzH = Hx.

En particulier, la classe du neutre e est € = H.

(iii) La loi de composition interne définie sur I'ensemble quotient G/ ~py= {Z; v € G} par :

Ty =2y pour tousz,y € G,

est bien définie (indépendamment des représentants choisis) et munit G/ ~p d’une struc-
ture de groupe. On I'appelle le groupe quotient de G par le sous-groupe normal H. On le
note G/H.

(iv) L’application m : G — G/H qui, a tout élément x € G associe sa classe T est un morphisme
de groupes surjectif, appelé surjection canonique.

(v) Si H est d’indice fini, alors G/H est d’ordre fini, et |G/H| = [G ]
En particulier, si G est fini, alors G/H est d’ordre fini, et |G/H ] ‘

Preuve. Le point (v) résulte directement de la remarque du 2.2.1 ci-dessus. Les points (i) &
(iv) ont été démontrés dans le cours de L3 (en reprendre la preuve dans le détail).

Insistons seulement sur le fait que, dans le point (iii), le fait crucial est que la loi de groupe
sur G/H est bien définie. L’idée naturelle pour définir la loi interne dans G/H est de poser
T.J = Ty pour tous T,y € G/H. Mais il est indispensable pour cela constitue une définition
que le produit de deux classes ainsi défini ne dépende pas des représentants z et y choisis.
En d’autres termes, si 'on prend d’autres représentants @’ € T et 3y’ € 7, (et il n’y a aucune
raison alors pour que zy = 2'y’) est-il clair que Ty = 2'y’ ? C’est effectivement le cas comme
le montrent les calculs ci-dessous.

Supposons que 2’ €T ety € 7. Alors 2’z ' € Het yy ' € H. On a :

(@y)(wy) "t =a'y'y~ et =ayy @) e = 2 (y'y ) () T e

Or, y'y~! € H par hypothese et donc, parce que H est supposé normal dans G (c’est

14 qu’intervient cette hypothese fondamentale), on a aussi 2/(y'y~!)(2’')~! € H. Finalement
comme par ailleurs 2’z~! € H, on conclut que [2'(y'y~!)(2')"1]a’x~! appartient & H comme

produit de deux éléments de H. On a ainsi vérifié que (z'y’)(zy)~! € H, donc 7y = 2’y/. O

EXEMPLES DE GROUPES QUOTIENTS.

e Ezemple. Considérons le groupe diédral Do, = {e,r, 72 73 ... 7"~ s sr, 812, 572, ... sy 1}
et son sous-groupe normal C,, = {e,r,7%,73,... r""1}. Les deux classes modulo C,, sont :
e=C, ={emrr’r r"1} et 5=sC, = {s,sr,sr% sr3, ... sr" L},

car il est clair que deux éléments quelconques de la forme sr* et srf sont équivalents modulo
C,, puisque srk(sré)_l = srkp—tsl = grh~ts = ggpn=(k=0) = pn=k+l c O Le groupe
quotient Do, /C,, = {€,5} est donc le groupe & deux éléments. On écrit : Dy, /C), ~ Cs.
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e Exemple. Considérons le groupe des quaternions Qg = {e, —e, j, —j, k, —k, £, —£}. On a vu
en exercice en 2.2.2 que le sous-groupe H = {e, —e} est normal. Les classes modulo H sont :

é:H:{e’feL }:]H:{]afj}a E:kH:{kvfk}v Z:EH:{K’—Z}

Le groupe quotient Qs/H = {e,7j,k,f} est d’ordre 4. Comme (j)? = (k)? = (£)? =
on conclut que Qg/H est isomorphe au groupe de Klein. On écrit Qg/H ~ V.

e =g,

e Ezxercice. Montrer que le sous-groupe V = {e, a,b,c} de A4 est normal dans Sy, et que le
groupe quotient Sy/V est isomorphe & Ss3; (voir fin de 2.1.1 et fin de 2.2.2).

THEOREME (dit premier théoréme d’isomorphisme). Soient G et G’ deux groupes, et f : G — G’
un morphisme de groupes. Alors le groupe quotient de G par le sous-groupe normal Ker f est
isomorphe au sous-groupe Im f = f(G) de G'. On note :

G/Ker f ~TIm f.

Preuve (a connaitre). Posons H = Ker f. Le principe est de construire une application
f:G/H — Im f en posant f(ZT) = f(z) pour tout T € G/H.

On commence par montrer que f est bien définie, indépendamment des représentants choisis.
Pour cela, prenons deux éléments x et ' représentants de la méme classe dans G/H, c’est-a-
dire tels que = 2. On a alors 2’ ~g z, ou encore 'z~ € H = Ker f, d'ou f(2'z71) = eqr,
done f(z')f(z)~" = e, et finalement f(2') = f(x) dans Im f. Ce qui permet bien de poser
f@) = fz) = f@@') = f@).

f est un morphisme de groupe car, pour tous z,y € G, on a : f@y) = f(my) = flay) =
f@) fy) = f@) @)

Par construction, f est surjective car tout élément y de Im f est de la forme y = f(x) pour

au moins un élément x € G, et il existe donc T € G/H tel que y = f(T).

Pour linjectivité, montrons que Ker f = {€}. Soit donc Z € G/H tel que f(T) = eq. Cela
signifie que f(z) = eqr, c’est-a-dire x € Ker f. Mais € H est équivalent 4 T = H = ¢, ce
qui acheve la preuve. O

EXEMPLES D’APPLICATION.

e Ezemple. Soit m > 2 un entier. Soit ¢ : S, — {—1,1} le morphisme signature. On a
A, = Kere<S,,. Comme ¢ est clairement surjectif (il existe dans S,, des permutations de
signature —1 et des permutations de signature 1), on a Ime = {—1,1}. On conclut que
Sn/An ~{—1,1}. On écrit : S, /A, ~ Cs.

e Exemple. Soit U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. L’application
t — exp it définit un morphisme de groupes surjectif f : R — U, dont le noyau est Ker f =
27Z. On a donc : R/27x7Z ~ U. Fixons un entier n > 1. L application k — exp % définit un
morphisme de groupes g : Z — U, de noyau Ker g = nZ, dont 'image est le groupe U,, des
racines n-iémes de 'unité, de sorte que Z/nZ ~ U,,.

e Fxercice. En utilisant le morphisme déterminant, montrer que :
GL,(R)/SL,(R) ~R* et 0O,(R)/SO,(R) ~ Cs.
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2.2.4 Centre, automorphismes intérieurs, groupe dérivé

On regroupe ici trois notions générales relatives aux groupes quotients qui seront utiles dans
la suite. On ne reprend pas ici les démonstrations; certaines ont été détaillées en L3, d’autres
pourront étre cherchées en travaux dirigés ou comme exercices personnels.

1. Centre. Soit G un groupe.

(i) On appelle centre de G, noté Z(G), 'ensemble des éléments de G qui commutent
avec tous les éléments de G :

Z(G)={9€eG;VzelG, zg=gz}.
Le centre Z(G) est un sous-groupe de G, abélien, et normal dans G.

(ii) Sile groupe G/Z(G) est monogene, alors le groupe G est abélien.

2. Automorphismes intérieurs. Soit G un groupe.

(i) On note Aut G le groupe des automorphismes du groupe G, pour la loi o. Pour tout
g € G, 'application v, : G — G définie par :

VaoeG, v(z) =gzg™t,

est un élément de Aut G. On I'appelle 'automorphisme intérieur déterminé par g. On
note Inn G ’ensemble des automorphismes intérieurs de G :
InnG = {v4; g € G}.

Inn G est un sous-groupe de Aut GG, normal dans Aut G.

(ii) L’application g — ~4 est un morphisme de groupes de G' dans AutG et I'on a :
G/Z(G) ~InnG.

3. Groupe dérivé et abélianisé. Soit G un groupe.

(i) On appelle groupe dérivé de G, noté D(G), le sous-groupe de G engendré par les com-

mutateurs d’éléments de G, c’est-a-dire par tous les éléments de la forme xyz~ty~!,

avec x,y € G. On a : D(G) est normal dans G, et G/D(G) est abélien.

(ii) Plus généralement, pour tout sous-groupe H normal dans G, le groupe quotient G/H
est abélien si et seulement si D(G) C H.

2.2.5 Propriété universelle du groupe quotient
Le premier théoreme d’isomorphisme est un cas particulier du résultat plus général suivant.
THEOREME (dit propriété universelle du groupe quotient). Soient G un groupe, H un sous-groupe
normal dans G, et m : G — G /H la surjection canonique.
(i) Pour tout groupe G’ et tout morphisme de groupes f : G — G’ tel que H C Ker f, il existe
un unique morphisme de groupes ¢ : G/H — G’ tel que f = po .

a_Jd o

| A

G/H
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(ii) Avec les données ci-dessus, on a de plus :

( f surjectif = ¢ surjectif ) et (H =ZKerf = ¢ injectif ).

Preuve. Pour tout T € G/H, posons ¢(T) = f(x) € G'. Montrons que cette définition est
indépendante du choix du représentant dans . Pour cela, considérons y € G tel que § =7 ;
on a par définition xy~! € H. Puisque H C Ker f, on déduit que zy~' € Ker f, donc

flzy™!) = e dou f(z)f(y)~! = €, clest-a-dire f(z) = f(y), ou encore ¢(T) = »(y). On
définit donc bien une application :
p: G/ H — G
T — f(x)

qui, par définition, vérifie ¢ o m = f puisque p(m(x)) = p(Z) = f(z) pour tout = € G. 1l est
clair que ¢ est un morphisme de groupes car pour tous Z,5 € G/H on a o(Z.7) = ¢(Tg) =
flzy) = f(2)f(y) = o(T)p(7). 11 reste & montrer 'unicité de . Soit donc 9 un morphisme
G/H — G’ tel que Yor = f. Alors, pour tout T € G/H, on a: Y(T) = ¢(w(x)) = (Yom)(x) =
f(z) = ¢o(Z). D’olt ¥ = ¢, ce qui achéve de montrer le point (i).

Pour (ii), supposons d’abord que f est surjective. Soit 2’ € G’ quelconque. Par surjectivité
de f, il existe x € G tel que 2’ = f(z). Comme f(z) = p(T), on déduit qu'’il existe T € G/H
tel que 2’ = p(T). Ce qui prouve que ¢ est surjective. Supposons enfin que H = Ker f. Soit
T € G/H tel que T € Kerp. On a e’ = ¢(T) = f(z), ot © € Ker f, c’est-a-dire x € H ; par
suite T = €. Ceci prouve que Ker ¢ = {€}, et l'injectivité de . O

» Remarque. Sil’on prend dans le théoreéme ci-dessus H = Ker f et G’ = Im f, le morphisme ¢
est & la fois injectif et surjectif, donc est un isomorphisme de G/ Ker f sur Im f, et I'on retrouve
le premier théoreme d’isomorphisme vu 2.2.3.

Le théoreme précédent s’étend lui-méme sous la forme suivante.

LEMME DE FACTORISATION (fondamental). Soient G un groupe, H un sous-groupe normal
dans G, et 7 la surjection canonique G — G/H. Soient G’ un groupe, H' un sous-groupe normal
dans G', et 7' la surjection canonique G' — G'/H'. Alors, pour tout morphisme de groupes
f: G — G vérifiant la condition f(H) C H', il existe un unique morphisme ¢ : G/H — G'/H'
tel que pom =7'0o f. f

G G’

| P

! !
G/H —~G'/H

Preuve. Posons g = 7’ o f, qui est un morphisme de groupes G — G’/H’, comme composé
de deux morphismes. Afin d’appliquer le théoréeme précédent, montrons que H C Kerg.
Soit x € H. On a f(z) € f(H). L’hypotheése f(H) C H' implique donc f(z) € H'. D’ou
7' (f(x)) = €. On déduit que g(x) = €, c'est-a-dire € Kerg. Ainsi g : G — G'/H’ est
un morphisme vérifiant H C Kerg; le théoreme précédent assure l'existence d’un unique
morphisme ¢ : G/H — G'/H' tel que p o = g, d’olt le résultat. O

» Remarque. Avec les données et notations ci-dessus, on a :
(7 o f surjectif = ¢ surjectif ) et ( H =Ker(r'of) & f1(H)=H = ¢ injectif ).
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Donnons un exemple d’aplication de ce type de factorisation de morphisme.

THEOREME (dit deuxiéme théoréme d’isomorphisme). Soient G un groupe, H et K deux sous-
groupes de G tels que H<G. On note HK = {hk; h € H,k € K}. Alors :

(i) HNK<K, (i) HK sous-groupe de G et HJHK, (iii) K/(HNK)~HK/H.

Preuve. Remarquons d’abord que, comme H <G, tout élément hk € HK s’écrit aussi
kk—'hk € KH, de sorte que HK = KH

Il est clair que HNK est un sous-groupe de K. Montrons qu’il est normal dans K. Considérons
pour cela un élément x € H N K. Pour tout k € K, on a kxk~! € K car z € K et K est un
sous-groupe, et kxk™' € H car x € H et H<G. Donc kxk~! € H N K, ce qui montre que
HNKAK.

Pour le point (ii), il suffit d’observer que, pour tous h,h' € H et k, k' € K, on a hkh'kK' =
h(kW'k~Y)kk' € HK et (hk)™' = k='h~! = (k='h~'k)k™! € HK, donc HK est un sous-
groupe de G. Il est clair que H est un sous-groupe de HK et le fait qu’il soit normal dans
HK découle du calcul (hk)~th'(hk) = k=*(h~h'h)k € H.

Puisque H < HK, on peut considérer le groupe quotient HK/H et ' : HK — HK/H la
surjection canonique. Notons j I'injection canonique K — H K, morphisme défini par j(k) =
ke = k pour tout k € K. On a bien siir j(H N K) C H, de sorte que 'application directe du
lemme de factorisation assure l'existence d’un morphisme de groupes ¢ : K/HNK — HK/H
tel que pomr =707 :

K HK

1

K/HNK 2~ HK/H

Montrons que ¢ est surjective. Soit hk un élément quelconque de HK/H, avec h € H,k € K.
On a hk = hk = k; on déduit que HK/H = 7/(K) = (7’ 0 j)(K). Comme on ’a remarqué
précédemment, la surjectivité de 7’ o j implique celle de . Montrons que ¢ est injective. Soit
k € K un élément quelconque de Ker(n’ o j). On a € = 7'(j(k)) = n'(k) = k, c’est-a-dire
k € H. Donc k € HN K ; on déduit que Ker(n' o j) C H N K. L’inclusion réciproque étant
claire, on déduit que Ker(n’ o j) = HN K. On conclut que ¢ est injective. Ainsi ¢ réalise un
isomorphisme de K/HNK sur HK/H. O

2.2.6 Sous-groupes d’un groupe quotient

PROPOSITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal dans G. L’ensemble des sous-
groupes de G/H est en bijection avec I'ensemble des sous-groupes de G contenant H.

Plus précisément, si I'on note m : G — G/H la surjection canonique, il existe pour tout sous-
groupe K de G/H un unique sous-groupe K de G contenant H tel que K = n(K) = K/H.

Preuve. Soit K un sous-groupe de G/H. Posons K = 7~ }(K) = {z € G; n(z) € K}. En tant
qu’image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de groupes, K est un sous-groupe
de G. Si h € H, on a m(h) = &, donc w(h) € K, de sorte que h € 7~ }(K), c’est-a-dire
h € K. Ceci montre que H C K. Par définition de K, on a m(K) C K. Réciproquement,
soit T € K, avec x € G; comme 7(x) =T € K, on a clairement x € 7~ *(K) = K, et donc
Z = n(x) € m(K). En résumé, K = m(K). Enfin, H < G implique H < K, et il est clair alors
que K/H = n(K).

20



Montrons maintenant I'unicité. Soit donc K’ un sous-groupe de G tel que H C K’ et K =
m(K’). On a donc 7(K) = n(K’). Quel que soit k' € K’, il existe alors k € K tel que
7(k') = w(k), donc k'k~! € H; on a k' = hk avec h € H, et 'hypothése H C K implique
h € K, dou k¥ € K comme produit de deux éléments de K. On conclut que K’ C K.
L’inclusion réciproque s’obtient de méme. O

THEOREME (dit troisieme théoréme d’isomorphisme). Soient G un groupe et H un sous-groupe
normal dans G. Pour tout sous-groupe K normal dans G contenant H, on a :

K/HaG/H, et  (G/H)/(K/H)~G/K.

Preuve. Notons 6 la surjection canonique G — G/K et m la surjection canonique G — G/H. 1l
est clair que K/H = m(K) est un sous-groupe de G/H (comme image du sous-groupe K par le
morphisme de groupes 7). Quels que soient T € G/H et k € K/H, on a Tkx ' = w(wkx~1);
or zkx~! € K puisque K< G, donc 7kz~ ' € 7(K). Ceci prouve que K/H< G/H. On
peut donc considérer le groupe quotient (G/H)/(K/H); notons #' la surjection canonique
G/H — (G/H)/(K/H). Puisque 7(K) = K/H, on applique le lemme de factorisation pour
conclure qu’il existe un morphisme ¢ : G/K — (G/H)/(G/K) tel que p o = ¢’ o .

¢—">G/H
T
e @/
CIK == &/m)

Le morphisme ¢’ o 7 est surjectif comme composé de deux surjections, d’ou il résulte que ¢
est surjectif. On a Ker(#' o 7) = K, d’ott 'on déduit que ¢ est injectif. On conclut que ¢ est
un isomorphisme de groupes de G/K sur (G/H)/(K/H). O

COROLLAIRE (dit formule des indices). Sous les hypothéses du théoréme précédent, si I'on sup-
pose de plus que H est d’indice fini dans G, alors on a : [G : H] =[G : K][K : H].

Preuve. Découle directement du théoreme et des propriétés de I'indice. O

2.3 Produit direct ou semi-direct

2.3.1 Observations préliminaires

NOTATION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de GG. On note H K le sous-ensemble
de GG formé des éléments qui s’écrivent comme produit d’un élément de H par un élément de K.

HK ={hk; he€ H, k€ K}.
REMARQUES.

1. Si HN K = {e}, tout élément de HK s’écrit de fagcon unique sous la forme hk avec
he HkeK.

En effet, si h1ky = hoks avec hi,hy € H et ki, ks € K, on a h;lhl = kgkl_l. Le premier
produit est dans H puisque H est un sous-groupe, et le second est dans K puisque K
est un sous-groupe. Donc hy 'hy = kok' € H N K, c'est-a-dire hy 'hy = koky ' = e, et
donc hg = h1 et kg = kl.
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2. St HNK ={e}, et si H et K sont finis, alors HK est fini et card HK = |H| x |K]|.

En effet, il résulte du point précédent que H K est alors équipotent & H x K.

3. On a HK = KH si et seulement si, quels que soient h € H et k € K, il existe h' € H et
k' € K tels que hk = K'h’. Attention, ¢a n’implique pas que tout élément de H commute
avec tout élément de K.

EXEMPLE D’APPLICATION. Le groupe alterné A4 ne contient pas de sous-groupe d’ordre 6.

En effet : on avuen 2.1.1 que A, contient 3 éléments a, b, c d’ordre 2, huit éléments d’ordre
3, et le neutre e d’ordre 1. On a vu en 2.2.2 que les trois sous-groupes {e, a}, {e, b} et {e,c}
ne sont pas normaux dans Ay, mais le sous-groupe V = {e, a, b, ¢} est normal dans Ay.

Supposons par I’absurde qu’il existe dans A4 un sous-groupe F' d’ordre 6. Il serait d’indice
2, donc normal dans A4. Donc F NV serait normal dans A4 comme intersection de deux
sous-groupes normaux. De plus, F NV étant un sous-groupe a la fois de F' d’ordre 6 et de
V d’ordre 4, le théoréme de Lagrange impliquerait que |[FNV|=1ou 2. Si |[FNV]| =1,
alors d’apres la remarque 2 ci-dessus, la partie F'V de Ay compterait 24 éléments, ce qui est
absurde puisque |A4| = 12. Cest donc que F NV est d’ordre 2. Donc FFNV est 'un des
trois sous-groupes {e,a}, {e,b} et {e,c}. Or ceux-ci ne sont pas normaux dans A,. D’oll une
contradiction.

2.3.2 Produit direct ou semi-direct (interne) de deux sous-groupes

DEFINITIONS. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On dit que G est le produit
semi-direct de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(1) G=HK, (2) HNK = {e}, (3) H<G.
On dit que G est le produit direct de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :
(1) G=HK, (2) HNK ={e}, (4) Yhe H, V ke K, hk = kh.

Parce que ces notions sont ici relatives a des sous-groupes d’un méme groupe, on parle parfois
de produit semi-direct ou direct interne.

LEMME. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G.
(i) Si G est produit semi-direct de H par K, alorsona: G=KH = HK.

(ii) Si G est le produit direct de H par K, alors G est produit semi-direct de H par K,
(iii) Si G est le produit direct de H par K, alors G est produit direct de K par H,
(iv) Si G est le produit direct de H par K, alors H et K sont normaux dans G.

Preuve. On suppose que les trois conditions (1), (2) et (3) sont vérifiées. On sait déja que
tout élément g de G s’écrit ¢ = hk avec h € H et k € K. Donc g = kk~'hk, et comme
H <G, le produit b’ = k~'hk est un élément de H. D’on g = kh' avec k € K et b/ € H, ce
qui montre (i).

Supposons (1), (2) et (4) vérifiées. D’apres la remarque 1 ci-dessus, il résulte des hypotheses
(1) et (2) que tout élément g € G s’écrit de fagon unique sous la forme g = hk avec h € H et
k € K. Donc pour tout £ € H, on a : glg~' = hktk=*h~! = hlkk='h~! = h¢h~! en utilisant
Ihypothese (4). Ce dernier produit étant un élément du sous-groupe H, on a montré que
glg~! € H pour tout g € G et tout £ € H. Donc H <G et la condition (3) est vérifiée, ce qui
prouve (ii).

Le point (iii) est clair, et le point (iv) en découle par symétrie du réle joué par H et K. O
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REMARQUE. Attention, la réciproque du point (ii) est fausse ; un groupe peut étre produit semi-
direct de deux sous-groupes sans que ce produit soit direct (voir exemples ci-dessous).

Exemple. Considérons le groupe diédral Dy, = {e,r,r2,r3, ... r" 7L s sr sr? sr3 ... sr™ 1}
et les sous-groupes C,, = {e,r,r%, 13, ..., 7" "1} et K = {e,s}. Il est clair que Dy, = C, K
et C,, N K = {e}. On a vu que C,, < Dy,,. Donc Dy, est produit semi-direct de C,, par K.
Si n > 2, ce produit semi-direct n’est pas direct car sr* = r""*s £ rFs, de sorte que la
condition (3) n’est pas vérifiée, et K n’est pas normal dans Dy,,. Dans le cas particulier ot
n =2, D4 ~ V est abélien, et il est le produit direct de Cs par K ~ Cs.

Ezercice. Montrer que le groupe des quaternions QQg n’est pas produit semi-direct de deux
de ses sous-groupes propres (on rappelle que Qg n’est pas abélien, et que ses sous-groupes
propres sont normaux, d’ordre 2 ou 4).

THEOREME. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, et K un sous-groupe de G.
On suppose que G est le produit semi-direct de H par K. Alors :

(i) Soient g, " deux éléments quelconques de G. Si g = hk et ¢’ = W'k’ sont les décompositions
(uniques) de g et g’ (avec h,h' € H et k, k' € K), alors la décomposition du produit gg'
est donnée par :

99’ = hye(h)EK, avec hyp(h') € H et kk' € K

ol 7y, désigne 'automorphisme intérieur de G défini par x +— kxk™!.
(ii) Ona: G/H~K.

Preuve. (i) résulte simplement du calcul gg’ = hkh'k’ = hkh'k=1kK', et du fait que kh/k~1
appartient & H puisque H <G. Pour (ii), on considere l’application f : G — K qui, & tout
g € G décomposé de fagon unique en g = hk avec h € H et k € K, associe f(g) = k. D’apres
le point (i) précédent, f est un morphisme de groupes. Il est clair qu’il est surjectif et que son
noyau est H. D’ou I'isomorphisme voulu d’apres le premier théoreme d’isomorphisme. O

2.3.3 Produit direct ou semi-direct (externe) de deux groupes

OBSERVATION PRELIMINAIRE. On a défini en 1.1.4 le produit direct G = G1 X G5 de deux groupes
(1 et G5. Parce qu’il s’agit ici de construire un nouveau groupe a partir de deux groupes donnés,
on parle parfois dans ce cas de produit direct externe. Cette notion est canoniquement liée a
la notion de produit direct (interne) de deux sous-groupes de la fagon suivante : si I'on pose
H = G x {e2} et K ={e1} x Go, alors H est un sous-groupe de G isomorphe a Gy, K est un
sous-groupe de G isomorphe a Gg, et G est le produit direct (interne) des sous-groupes H et K
(ceci avait déje été observé dans le cas de groupes abéliens dans le lemme final de 1.1.4).

Le méme correspondance existe pour le produit semi-directe, comme le montre I’énoncé suivant.

PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G et Gy deux groupes, ety : Go — Aut G un morphisme
de groupes. Pour tout x2 € G2, on note vy, 'automorphisme de G image de z par .

(i) Le produit cartésien G1 x Go = {(z1,22), ©1 € G1, x2 € G2} est un groupe pour la loi
définie par :
(w1, 22)-(Y1,Y2) = (X172, (Y1), T2y2)  pour tous x1,y1 € G1, x2,y2 € Ga.
Ce groupe est appelé le produit semi-direct (externe) de G1 par Gz. On le note G =
Gy Xy GQ, ou G =G X Gs.
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(ii) Sil'on note H = G x {e2} et K = {e1} x G, alors H est un sous-groupe de G' normal
dans G et isomorphe a G1, K est un sous-groupe de G isomorphe a Go, et G est le produit
semi-direct interne de H par K.

Preuve. La vérification des axiomes de groupes pour (i) et des isomorphismes pour (ii) est
technique mais élémentaire. C’est un excellent exercice, a faire absolument ! O

» Remarque. Le produit direct de G1 et G est un cas particulier de produit semi-direct,
correspondant au cas ol v, est l'identité de G; pour tout zo2 € Gg, c’est-a dire au cas ol
v : Go — Aut G est le morphisme constant xo — idg, .

» Remarque. Dans le produit semi-direct G1 X G2, les groupes G1 et G ne jouent a priori pas
des roles symétriques. En particulier, méme si G et G2 sont abéliens, G1 X G2 n’est en général
pas abélien (et de fait il ne I'est que lorsque v est trivial, c’est-a-dire lorsque le produit est
direct). Par exemple, pour n > 3 : les groupes cycliques C,, et Cy sont abéliens, mais le groupe
diédral Dy, ~ C,, X Cy ne 'est pas.
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Chapitre 3

Groupe opérant sur un ensemble

3.1 Groupe opérant sur un ensemble, exemples

3.1.1 Rappel de quelques notions générales

DEFINITION. Soient G un groupe et F un ensemble non vide. On dit que G opére (& gauche)

sur F s’il existe une loi externe :
GxFE — FE

(9,2) — g
qui satisfait les deux conditions :

(1) Vg, €eG, VxeE, g.(¢d.x) = (g99).x; (2) VezeEFE, ex=u.

On dit aussi que E est un G-ensemble, ou que 1'on a une action de G sur E.

THEOREME. La donnée d’une action d’'un groupe G sur un ensemble non-vide E équivaut a la
donnée d’un morphisme de groupes de G dans le groupe symétrique S(E).

Preuve. Supposons donné un morphisme de groupes v : G — S(E); pour tout g € G,
notons vy, € S(E) l'image de g par 7. On définit une loi externe G x E — E en posant
g.x = y4(z) pour tous g € G,z € E. En utilisant le fait que v, 0 vy = 744’ €t ve = idg, on
vérifie aisément que les deux conditions (1) et (2) d’une action sont vérifiées.
Réciproquement, supposons que G opere sur F par (g,x2) — g.z. Définissons pour tout
g € G une application v, : E — E en posant y,(z) = g.z pour tout z € E. On a alors :
VeeE Vg heG, (ygomwm)(x)=g.(ha)=(gh)z="m(r) et 7(z)=ezx=uz,
ce qui prouve que Y4 © ¥4 = Ygn €t e = idg. On en déduit que v, est bijective pour tout
g € G (en prenant h = g~!), puis que I'application v : G — S(E) est un morphisme de
groupes. O

DEFINITION ET PROPOSITION. Soit G' un groupe opérant sur un ensemble non-vide E. Pour tout

x € E, on appelle stabilisateur de x I’ensemble :
Gy={9€G;gx=x} .

C’est un sous-groupe de G, appelé aussi sous-groupe d’isotropie de x. On le note parfois Stabg ().

Preuve. On a e.x = z donc e € G,. De plus, quels que soient g,h € G, on calcule :
(gh=Y).x = (gh™1).(h.x) = (gh~'h).x = g.v = x. Dot gh™ ! € G,. O
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DEFINITION ET PROPOSITION. Soit G' un groupe opérant sur un ensemble non-vide E. Pour tout
x € E, on appelle orbite de x I’ensemble :

Q={gr;9€Gt={ycE;3geCG, y=ga}
Les orbites des éléments de E sous 'action de G forment une partition de E.
Preuve. La relation # définie sur E par : Vz,y € E, t Zy < Jg € G, y = g.x) est
clairement une relation d’équivalence. La classe d’équivalence pour Z d’un élément x € E

n’est autre par définition que 'orbite 2,. D’ou le résultat puisque les classes d’équivalence
forment une partition de F. O

DEFINITIONS. Soit G un groupe opérant sur un ensemble non-vide E.

1. Le noyau du morphisme v : G — S(FE) canoniquement associé a l’action de G sur E est
appelé le noyau de l’action. Il est clair que c’est I'intersection des stabilisateurs :

Kery={geG;Vz€FE, go=x}= ﬂGw
rel

On dit que l'action est fidéle (ou que G opere fidélement sur E) lorsque v est injectif,
c’est-a-dire lorsque le noyau de P'action est {e}. Si G opere fidélement sur E, alors G est
isomorphe & un sous-groupe de S(FE), a savoir Im~.

2. Un élément x € E est appelé un point fixe de 'action de G lorsque g.x = x pour tout
g € G. On note EY ou Fixg(E) I'ensemble de ces points fixes. Pour tout = € £, on a :

(x€e B9 & (G:=G) < (Q = {x}) (orbite ponctuelle).
On dit que Paction est sans point fize lorsque EC = ().

3. On dit que G opere transitivement sur E, ou encore que 'action de G sur E est transitive,
ou encore que F est un G-ensemble homogeéne, lorsqu’il n’y a qu’une seule orbite :

(action transitive) < (Vz € E, Q, =FE) & (Va,ye€ E, 3g€ G, y=g.x).

3.1.2 Exemples généraux d’actions

» Action d’un groupe sur lui-méme par translation

GxG — G

Tout groupe G opére sur lui-méme par translation a gauche :
(9.) +— gx=gz

1. Pour tout z € G, G, ={g € G; gz =z} = {e}.
On en déduit que Kery = () c; G« = {e}, donc 'action est fidele.

2. Pour tout € G, Q, = {gz; g € G} = G (car tout y € G s'écrit y = (yx~1)z).
On en déduit qu’il n’y a qu’une seule orbite, donc I'action est transitive.

De plus, des lors que G # {e}, on a Q, = G non ponctuelle pour tout x € G, donc 'action
est sans point fixe.
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» Action d’un groupe sur lui-méme par conjugaison

GxG — G

Tout groupe G opére sur lui méme par conjugaison : _
(9.) +— g.x=gzg

1

1. Pour tout z € G, G, = {g € G; gz = xg} est le centralisateur de x, noté Cg(x).
Donc Kery =(,c Go ={g € G; Yz € G, gr = xg} est le centre de G, noté Z(G).

En particulier 'action est fidele si et seulement si Z(G) = {e}.

2. Pour tout x € G, 'orbite Q, = {grg~'; g € G} est la classe de conjugaison de x.

On en déduit que €2, est ponctuelle si et seulement si x est central ; donc I'ensemble des
points fixes ES est non-vide et égal au centre Z(G).

De plus Q. = {e}, donc Q. # G deés lors que G # {e}, et Paction n’est alors pas transitive.

» Action d’un groupe sur ’ensemble de ses parties par conjugaison

Gx 2(GQ) — PG

Tout groupe G opére sur Z(G) par conjugaison : _
group D ()p JUug (g,X) s g.X:ngl

1. Pour tout X C G, Gx = {9 € G; gXg~! = X} est le normalisateur de X, noté Ng(X).

e Remarque. Dans le cas ou X = H est un sous-groupe de G, on montre que H est un
sous-groupe de Ng(H), que H<Ng(H), et que Ng(H) est le plus grand sous-groupe
de G dans lequel H est normal; en particulier H <G si et seulement si Ng(H) = G.

2. On en déduit que X € Z(G)Y si et seulement si Ng(X) = G.

e Remarque. Dans le cas ou X = H est un sous-groupe de G, cela signifie que H <G.

3. On en déduit aussi que Kery = Z(G).

o In effet, Kery = Nxca Gx = (xce Na(X). En considérant parmi les X C G
celles qui sont des singletons, il vient : Kery C (", .o Na({z}) = Nyeq Cal) = Z(G).
L’inclusion réciproque est claire.

4. Pour X € 2(G), Qx = {gXg~'; g € G} est la classe de conjugaison de X dans Z2(G).
En particulier 'action n’est pas transitive (car Qg = {0} # Z(Q)).

3.2 Equation aux classes, applications aux p-groupes

3.2.1 Indice des stabilisateurs

PROPOSITION. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Si deux éléments = et y de E
appartiennent a une méme orbite, alors leurs stabilisateurs G, et G, sont conjugués dans G.

Preuve. Soient © € E et y € €, ; il existe donc g € G tel que y = g.x. Montrons que

Gy = 9G,g~'. Soit h € G,. On a y = h.y, c'est-a-dire g.x = h.(g.z) = hg.z. On en tire :

r=¢ex =g lgx =g 1l(g2) = gt (hgx) = (g7'hg).z, donc g~*hg € G, ou encore

h € gG,g~'. Réciproquement, soit k € gG,g~!. On a g~'kg € G, donc (g~ ‘kg).x = x,

d’ou kg.x = g.x, c’est-a-dire k.y = y, ou encore k € Gy. O
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» CONVENTION DE NOTATION. Il existe plusieurs notations usuelles pour le cardinal d’un
ensemble fini X, par exemple card (X), ou #X, ou |X|. On utilise dans ce qui suit |X|, que
X soit ou non un groupe (auquel cas | X| est ordre de X). On sera donc vigilant dans les
formules qui suivent & bien identifier les sous-groupes et les simples sous-ensembles.

THEOREME. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.

(i) Pour tout x € E, le cardinal de I'orbite Q) est égal a I'indice du stabilisateur G,. On note :

1] =[G : Gy
(ii) En particulier, si G est fini, || divise |G|.

Preuve. On fixe z € E. Soit ¢, 'ensemble des classes a gauche modulo le sous-groupe G,
dont le cardinal est par définition 'indice du sous-groupe G, dans G (voir 2.2.1). On montre
que €1, et Q¢, sont équipotents en construisant une bijection A de 2, sur Qg, .

Un élément de €2, est de la forme g.xz, o g € G; on pose A(g.xz) = gG,. Montrons que
lon définit bien ainsi une application A : Q; — Qg,, indépendamment de ’élément ¢
choisi. Pour cela, considérons h, g € G tels que g.x = h.z; alors h=1.(g.x) = h=*.(h.z), donc
(h~tg).x = (h"1.h).z = e.x = x; on conclut que h='g € G, d’ou gG, = hG,.

L’application A est surjective par construction, car tout élément de Q¢, est de la forme gG,
pour un g € G, et donc A(g.z) = gG,. Pour l'injectivité, considérons g, h € G quelconques
tels que A(g.z) = A(h.x) Alors gG,, = hG,, donc h™lg € G,, c’est-a-dire (h~1g).x = x; d’'ott
h.x = h.((h~lg).x) = (hh~tg).z = g.x. Ceci prouve que \ est injective et achéve la preuve
du point (i). Le point (ii) en découle d’apres la remarque 2.2.1. O

COROLLAIRE. Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E. Soit {z;}1<i<, une famille de

représentants des orbites distinctes. On a :
.

|E| = ;[Gtii]

Preuve. L’ensemble E étant fini, il y a un nombre fini r d’orbites distinctes. Choisissons un
représentant z; dans chacune de ces r orbites. Les €2,, pour 1 < ¢ < r forment une partition
de E, donc |E| =>""_, [€Q,], d’olt le résultat en appliquant le théoréme précédent. O

EXEMPLES D’APPLICATION.

(i) Si G est un groupe fini d’ordre 33 opérant sur un ensemble E fini de cardinal 19, alors
Paction admet forcément des points fixes.
En effet, toute orbite est de cardinal 1, 3, 11 ou 33. Comme 33 > |E]|, seuls 1, 3
et 11 restent possibles. Si E¢ était vide, il n’y aurait pas d’orbite ponctuelle, et on
aurait donc en tout et pour tout n orbites a 3 éléments et m orbites & 11 éléments,
d’ou 3n + 11m = 19. Cette équation n’ayant pas de solutions dans N, on conclut que

EC #0.

(ii) Soit G un groupe fini d’ordre 15 opérant sans point fixe sur un ensemble E fini de
cardinal 17; donner le nombre d’orbites et le cardinal de chacune d’elles.
En effet, puisqu’il n’y a pas de points fixes donc pas d’orbites ponctuelles, toute orbite
est de cardinal 3, 5 ou 15. S’il y avait une orbite & 15 éléments (il ne peut de toute
fagon pas y en avoir plus...), les deux éléments restants de E ne pourraient pas former
une orbite. C’est donc qu’il n’y a pas d’orbites a 15 éléments. On a donc en tout et
pour tout n orbites a 3 éléments et m orbites a 5 éléments, d’out 3n 4+ bm = 17. La
seule solution dans N est n =4 et m = 1.
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3.2.2 Formule de Burnside

PROPOSITION. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E. Pour tout g € G, on note
E9 = {x € E; gx = x} l'ensemble des points de E fixés par g. Alors le nombre r d’orbites
distinctes est donné par :

r= ﬁ > EY|.
geG

Preuve. Comme dans le corollaire précédent, il y a un nombre fini » d’orbites distinctes et
I'on peut choisir un représentant x; dans chacune d’elles. Les orbites €2, pour 1 <4 < r
formant une partition de F, on calcule :

zeFE 1=12€Q,,

Gy, = |G|

en utilisant d’abord que |G| est constant sur une méme orbite d’apres la proposition 3.2.1,
puis le théoreme 3.2.1. On conclut en remarquant que ) . |G.| = dec |E9|, ce qui
correspond & deux fagons de compter les couples (z,g) € E x G tels que g.x = x. O

3.2.3 Equation aux classes pour un groupe fini

THEOREME. Soit G un groupe fini. Pour tout x € G, on note Cg(x) le centralisateur de x dans
G. On note Z(G) le centre de G.

(i)
(i)

(ii)

Le cardinal de la classe de conjugaison de tout élément de G divise |G]|.

Soit {z;}1<i<r une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes dans G.
Alors :

T

|Gl =[G : Cg(z))

i=1

Soit {x;}1<i<k une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes non ponc-

tuelles dans G. Alors : i

Gl =1Z2(G) + 201G : Co(i)]

=1

Preuve. Pour l'action de G sur lui-méme par conjugaison (voir 3.1.2), orbite d’un élément
x € G est sa classe de conjugaison €2, et son stabilisateur est son centralisateur Cg(z). Les
points (i) et (ii) résultent donc du théoréme et du corollaire de 3.2.1.

Pour montrer (iii), rappelons d’abord (voir 3.1.2) que I'orbite d’un élément = € G est ponc-
tuelle si et seulement si 2z € Z(G). Notons alors 1, ...,z des représentants des orbites non
ponctuelles (il peut ne pas y en avoir, auquel cas k = 0 et G est abélien), et xgy1,..., 2,
des représentants des orbites ponctuelles (il y en a toujours au moins une, celle de e, donc
E<r).Powrk+1<i<r,onax; € Z(G)et|Qy| =1 Pour 1 <i<k,onauz ¢ Z(G) et
|0,| =[G : Cg(x;)] # 1. Donc :

k

k r
Gl = leﬁml * ; X 192, | = Zl[G :Cg(xi)] +12(G)]. O
1= 1=k+ 1=

3.2.4 Applications aux p-groupes

DEFINITION. Soit p un nombre premier. Un groupe fini est appelé un p-groupe lorsque son ordre
est une puissance de p.

29



Le lemme suivant est a la base de I’étude des p-groupes, et en particulier des théoremes de Sylow
qui seront vus plus tard.

LEMME. Si G est un p-groupe non trivial opérant sur un ensemble fini non-vide E, alors :
|EC| = |E| modp.

Preuve. On sait que |E| est le nombre d’orbites ponctuelles. Si toutes les orbites sont
ponctuelles, alors |E| = |EY| et le résultat est clair. Sinon, on note Qy,,...,Q,, les orbites
non ponctuelles. Donc : |E| = |EG\—&—Z§:1 |9, ]. Pour tout 1 < i < k, |Q,,| divise |G| d’apres
3.2.1. Puisque |G| est de la forme p™ avec n € N*, on déduit que || = p™ avec m; < n.
Mais de plus m; > 1 puisque |Q,,| # 1. On conclut que |E| — |[E¢| = Zlep"” est divisible
par p. O

PROPOSITION. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

Preuve. On applique ce qui précede a ’action de G sur lui-méme par conjugaison : £ = G
et E¢ = Z(G). Le lemme implique donc que |G| —|Z(G)| est divisible par p. Comme |G| est
divisible par p, on conclut que |Z(G)| est divisible par p. Donc |Z(G)| # 1. O

COROLLAIRE (groupes d’ordre p?). Si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p? est
abélien.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre p?. D’apres le théoréme de Lagrange, |Z(G)| divise p?.
Comme |Z(G)| # 1 d’apres la proposition précédente, on a donc |Z(G)| = p ou |Z(G)| = p?.
Si |Z(G)| = p?, alors G = Z(G), donc G est abélien. Si |Z(G)| = p, alors |G/Z(G)| = p, donc
le groupe G/Z(G) est cyclique (voir 1.1.3). Or G/Z(G) monogene implique G abélien (voir
2.2.4). O

EXERCICE (groupes d’ordre p?). Si G est un groupe non-abélien d’ordre p® avec p premier, alors,
quels que soient x € G et y € G tels que xy # yz, le groupe G est engendré par x et y.

Solution. Soit H = (x,7) le sous-groupe engendré par = et y dans G. Son ordre divise p3.
En appliquant le corollaire précédent, |H| # p? car H non abélien puisque zy # yx. De plus
|H| # p car sinon H serait cyclique donc abélien. Enfin |H| # 1 car H contient au moins z
et y. On conclut que |H| = p?, donc H = G. O

3.3 Actions transitives, applications a la non simplicité

3.3.1 Exemple fondamental d’action transitive

Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. On note Qg I'’ensemble des classes a
gauche relativement a H. Donc Qg = {zH ; v € G}.

e (G opere sur I'ensemble Q7 par translation a gauche : Cigi(x%H) : ng — ol

En effet. Les deux conditions définissant une action sont clairement vérifiées. Le seul

probleme est de vérifier que ’application ci-dessus est bien définie, indépendamment du

représentant de classe a gauche choisi. Pour cela, soit y un autre représentant de xH.

On a donc zH = yH, ou encore y~ 'z € H. Pour tout g € G, on a : (gy)~!(gz) =

y~tg tgr =y~ lz; dot (gy) 1(gx) € H, cest-a dire gyH = gz H. O
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e Cette action est transitive et sans point fixe.

En effet. L’orbite de eH = H est Qe = {9eH; g € G} = {gH; g € G} = Qu. Donc
Paction est transitive. De plus, comme H # G, il existe € G tel que x ¢ H, donc
xH # H, de sorte que Qg n’est pas un singleton. Ainsi I'unique orbite ci-dessus n’est
pas ponctuelle : I’action est sans point fixe. O

e Le stabilisateur d’un élément xH € Qg est Gy = vHax L.
Eneffet. Ona: g€ Gy & grH=2H & grcaH & gcaHa™ ' O

e Le noyau du morphisme v : G — S(Qp) canoniquement associé a 'action est égal a
Npeq zH 71, qui est le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H.

En effet. On sait que Kery = mxHeQH Gyn donc ici Kery = (1, xHz 1. 1l est clair
qu’il est normal dans G (c’est un noyau!) et que Kery C H (car g € Ker+~ implique
qu’en particulier pour z = e,ona g € eHe ! = H). Enfin, soit N un sous-groupe normal
de G contenu dans H. Pour tout z € G,on a : Nz ' = N et Nz~ ! C 2Hz~!, donc
N C xHz~'. Ceci étant vrai pour tout 2 € G, on obtient N C (|, .;2Hx~". Donc
Ker v est le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H. O

3.3.2 Théoréme de Frobenius

DEFINITION. Un groupe G est dit simple lorsque G # {e} et que G n’admet pas de sous-groupes
normaux autres que {e} et G.

LEMME. Si G est un groupe simple, et si H est un sous-groupe de G distinct de G, alors I’action
de G sur Qg par translation a gauche est fidéle.

Preuve. On a vu que Ker 7y est un sous-groupe normal de G contenu dans H. La simplicité de
G implique donc que Kery = {e} ou Kery = G. Si on avait Kery = G, comme Kery C H,
on aurait G = H, ce qui est exclu. Donc Kerv = {e}. O

COROLLAIRE. Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G d’indice k > 2. Si |G| ne divise
pas k!, alors G n’est pas simple.

Preuve. Comme [G : H| > 2, le sous-groupe H est distinct de G. Si G était simple, il
résulterait du lemme précédent que le noyau Ker~ de 'action de G sur Qg par translation
serait réduit & {e}. On aurait donc G ~ G/Kery ~ Im~. Ainsi, G serait isomorphe & un
sous-groupe de S(Qp), et donc |G| diviserait |S(Qp)|. Mais par définition de l'indice, on a
k=[G: H]=|Qpgl, et donc |S(Qg)| = k! O

REMARQUE. Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. On peut considérer la
restriction a H de 'action considérée en 3.3.1, c’est-a-dire faire opérer H sur QQp par translation

a gauche : HxQy — Qg
(hyxH) +— haH =haH
Cette action n’est plus transitive.

En effet. Pour tout *H € Qp, c’est-a-dire pour tout x € G, lorbite de xH est Qg =
{hzH ; h € H}. En particulier Q. = Qg = {hH; h € H} = {H}. Si l’action ci-dessus était
transitive, on aurait pour tout z € G : Qg = Q.y, donc xH = H, donc x € H. Ce qui
contredirait ’hypothese H # G.
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THEOREME. Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G dont l'indice p = [G : H] est le
plus petit diviseur premier de |G|. Alors H est normal dans G.

Preuve. Considérons 'action de H sur Qg par translation a gauche. Comme on vient
de le voir, elle n’est pas transitive. Il existe donc un nombre r > 2 d’orbites distinctes
Quimy -, Qo - Notons ¢; = |Q,, g| pour tout 1 <4 < r. D’une part les orbites forment une
partition de Qp, donc p = [G : H] = |Qu| = q¢1 + - - - + g». D’autre part chaque ¢; divise |G]|.
Sil'un des ¢; n’est pas 1, il est forcément > p (car p est le plus petit diviseur > 1 de |G]) et,
comme 7 > 2, cela contredit I'égalité p = ¢; + --- + g». C’est donc que chaque ¢; vaut 1 et
que 7 = p. En d’autres termes, pour tout 1 <+ < p, le stabilisateur H,,p est égal a H.

Soit x € G. Il existe un unique 1 < ¢ < p tel que Qg = Oy, H, ce qui, comme on 'a vu
en 3.2.1, implique que les stabilisateurs H,p et H,,p sont conjugués dans H (le groupe qui
opere est ici H). Il existe donc h € H tel que H,g = hHmiHh’l. Or on a vu ci-dessus que
H,. ;g = H. Donc H,g = hHh™! = H. Ainsi tout h € H vérifie h.t H = xH, c’est-a-dire
2 Yha € H, ou encore h € Hx~'. Ceci prouve que H C xHz~".

On en déduit que, pour tout * € G, on a : x 'Hx C = Y(xHz ')z = H. On conclut :
H<G. O

REMARQUE. Pour p = 2, on retrouve le fait que tout sous-groupe d’indice 2 est normal.
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Chapitre 4

Théoremes de Sylow et applications

4.1 Les théoremes de Sylow

4.1.1 Premier théoreme de Sylow

REMARQUE PRELIMINAIRE. Il n’y a pas de réciproque naive au théoreme de Lagrange, au sens
oll, pour un diviseur m de 'ordre n d’un groupe fini G, il n’existe pas forcément de sous-groupe
d’ordre m dans G. On a vu par exemple que le groupe alterné Ay, qui est d’ordre 12, ne contient
pas de sous-groupe d’ordre 6. Le premier théoréme de Sylow montre que ce type de situation ne
peut pas se produire lorsque m est une puissance d’'un nombre premier.

LEMME TECHNIQUE. Soit p un nombre premier. Soient r, s, n trois entiers naturels non-nuls tels
que v < n et p ne divise pas s. Alors le coefficient binomial (i’f) est de la forme kp™~" pour

un entier k > 1 non divisible par p.

n n\| n no__ no__ no__ T
Preuve. On calcule : (S]fr ) (sp")! _ st = Dsp" = 2) - (s = p 4 L)

prl(sp™ —pr)! prpr—1) x - x2x1

Ye3

1
sp" ., sp . 5P NN il ):pTHXSXHsp_ j
P 1 2 pr—1 e

soit k

Considérons un entier 1 < j < p” — 1. Ecrivons-le sous la forme j = b;p' avec t; € N et b,
non divisible par p. Comme j < p”, on a nécessairement ¢; < r, et doncn —t; >r —t; > 1.
On écrit :
sph—j  sp" —bpli  sp" Tl —b;  a;
p_—J_ % t_Jp . 2=~ en posant a; := sp" "t —b;.
J bjp's bj b

Comme p ne divise pas b, il ne divise pas non plus a;. Parce que p est premier, cela implique
que p ne divise pas les entiers a := a; X -+ X apr—1 et b := by X -+ X bpr_1. En résumé,
k = 5%, ol p ne divise ni s, ni a, ni b.

n

n
On a ’égalité : sap™™ " =10 (SPPT > Donc p"~" divise b <S£ > Mais p™~" est premier avec b

r

puisque p est premier ne divisant pas b. On déduit avec le lemme de Gauss que p"~" divise

sp™ 1 sp™ . . . o
r |, donc kb = —— o est entier. Enfin, puisque p ne divise pas sa, il résulte de
I’égalité sa = kb et du lemme de Gauss que p ne divise pas k. O
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THEOREME (dit premier théoréme de Sylow). Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier
divisant |G|. Notons |G| = sp™ avec n € N* et s € N* non divisible par p. Alors, pour tout entier
1 < r < mn, il existe un sous-groupe de G d’ordre p".

Preuve. Fixons 1 < r < n et notons E ’ensemble des parties de G a p” éléments. Donc
|E| = (lg‘) = (55:). D’aprés le lemme, il existe & € N* non-divisible par p tel que
|E| = kp™ ™.
Pour tout A € E et tout g € G, on a |gA| = |A| = p", donc G opére sur E par translation :
GxE — FE
(g,4) — gA.

Soit {A;}1<i<m une famille de représentants des orbites distinctes pour cette action. On sait
(voir 3.2.1) que >_i",[G : Ga,] = |E| = kp™™", out Ga, est le stabilisateur de A;. Si p"~"T!
divisait tous les [G : G 4,], il diviserait kp™~", donc p diviserait k, ce qui n’est pas le cas.
On a ainsi montré qu’il existe un entier 1 < h < m tel que p"~"T! ne divise pas [G : Ga,]-
Pour cet entier h, notons H le stabilisateur G 4,. On se propose de montrer que H est un
des sous-groupes d’ordre p” cherché.

On a: [G: H] x |H| = |G| = sp™. Sil'on note [G : H] = s'p® et |H| = s"p”, avec a, B € N,
et s',s” € N* non divisibles par p, on a donc : s's” = s et a« + 8 = n. La condition [G : H]
non divisible par p”~"*! se traduit en outre par l'inégalité o < n — r. Il en résulte que
r<n-—a<n, cest-a-dire r < § < n, donc p" divise pﬁ, et donc p” divise |H|.

Par ailleurs, par définition du stabilisateur G4, = H, on a gA;, = A}, pour tout g € H. Ceci
permet de considérer, pour un élément a € Ay fixé quelconque, application f : H — Ay,
définie par f(g) = ga pour tout g € H. Elle est clairement injective, donc |H| < |Ay|. Mais
|Ap| = p" puisque Ay € E. Ainsi |H| < p”. On a vu précédemment que p” divise |H|. On
conclut que |H| = p". O

COROLLAIRE (dit théoréeme de Cauchy). Soit G un groupe fini. Pour tout nombre premier p
divisant |G|, il existe dans G un élément d’ordre p.

Preuve. On applique le théoreme pour r = 1. Il existe dans G un sous-groupe H d’ordre p.
Comme H est d’ordre premier, il est cyclique, engendré par un élément d’ordre p. O

4.1.2 Sous-groupes de Sylow

DEFINITIONS. Soit G' un groupe fini. Soit p un nombre premier divisant |G|. Notons |G| = sp™
avec n € N* et s € N* non divisible par p.

1. On appelle p-sous-groupe de G tout sous-groupe de GG dont l'ordre est une puissance de p,
c’est-a-dire tout sous-groupe H de G tel que |H| = p" avec 0 < r < n.

2. On appelle p-sous-groupe de Sylow de G tout p-sous-groupe de G d’ordre maximal, c’est-
a~dire tout sous-groupe H de G tel que |H| = p".

Exemple. Soit G un groupe fini d’ordre 72. Il existe dans G des sous-groupes d’ordre 2, 4
et 8. Parmi eux, les 2-sous-groupes de Sylow sont ceux d’ordre 8. Il existe aussi dans G des
sous-groupes d’ordre 3 et 9. Parmi eux, les 3-sous-groupes de Sylow sont ceux d’ordre 9.

Le théoreme suivant a pour objet de préciser la structure des p-sous-groupes de Sylow dont le
théoreme précédent a établi I’existence.
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4.1.3 Second théoreme de Sylow

LEMME 1. Si G est un p-groupe non trivial opérant sur un ensemble fini non-vide FE, alors :

|EY| = |E| modp.

Preuve. Démontré en 3.2.4. O

LEMME 2. Soit G un groupe. Soit p un nombre premier. On suppose qu’il existe dans G un
sous-groupe K d’ordre p", avec r > 1, et un sous-groupe H d’indice s non divisible par p. Alors

K est inclus dans un conjugué de H.

Preuve. Soit Qg 'ensemble des classes & gauche modulo H; donc Qg = {zH; z € G}.
Considérons 'action de K sur Qg par translation a gauche :

KxQu — Qum
(g, zH) +—— gzH.
En appliquant le lemme 1 au p-groupe K, on a |(Qg)%| = |Qx| modp. Or |Qy| =[G : H] =
s, qui n’est pas divisible par p. On en tire : [(Qx)%| # 0, c’est-a-dire (Qg)% # 0. 1l existe
donc x € G tel que la classe a gauche zH soit un point fixe de I’action. On a :
(rH e (Qp)¥) & (Vge K, gtH=2H) & (Vg€ K, grczH) & (K CzHx™!),

d’ou le résultat. O

LEMME 3. Soient G un groupe fini, et p un nombre premier divisant |G|. Si H est un p-sous-

groupe de Sylow de G, alors H est I'unique p-sous-groupe de Sylow de son normalisateur.

Preuve. Notons |G| = sp™ avec n > 1 et s > 1 non divisible par p. On a donc |H| = p".
Considérons le normalisateur Ng(H) de H dans G. C’est un sous-groupe de G, donc son
ordre divise |G| = sp™. Posons |Ng(H)| = s'p® avec s’ € N* non divisible par pet 0 < a < n.
Par ailleurs, H est un sous-groupe de N¢(H), donc |H| = p™ divise |[Ng(H)| = s'p*. On a
donc finalement |[Ng(H)| = s'p™, d’ou [Ng(H) : H] = '.

Soit K un p-sous-groupe de Sylow de Ng(H). On a donc |K| = p™. En appliquant le lemme
2 aux sous-groupes H et K du groupe Ng(H), on déduit qu’il existe x € Ng(H) tel que
K C xHx~'. Mais H<Ng(H), de sorte que xHx~' = H. On conclut que K C H, ce qui,
comme les deux groupes sont de méme ordre p”, permet de conclure que K = H. O

THEOREME (dit second théoreme de Sylow). Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier

divisant |G|. Notons |G| = sp™ avec n € N* et s € N* non divisible par p. Alors :

(i) tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow ;
(ii) les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués dans G ;

(ili) le nombre N, des p-sous-groupes de Sylow de G vérifie :

N, divise s, et N, =1 modp.

Preuve. (i). Soit K un p-sous-groupe de G non trivial; notons |K| = p” avec 1 < r < n.
Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G; donc |H| = p™, d’ou [G : H] = s. Comme p ne
divise pas s, on peut appliquer le lemme 2 : il existe z € G tel que K C xHxz~!. Mais
|ltHz~t| = |H| = p", de sorte que xHx~! est lui-méme un p-sous-groupe de Sylow de G.
(ii). Si H et H' sont deux p-sous-groupes de Sylow de G, le raisonnement ci-dessus appliqué &
K = H' montre que H' C zHz~! pour un certain z € G. Mais |H'| = p" = |H| = |[xHz ™},
donc H' = xHz ™',
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(iii). Notons .7 I’ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G, et N, = |.|. Il résulte du
point (ii) ci-dessus que G opere transitivement par conjugaison sur .. Il n’y a donc qu’'une
seule orbite :

pour tout H € ¥, ona . = Qg et N, = || = |Qu| =[G : Gyl

Fixons un p-sous-groupe de Sylow H € .7. Le stabilisateur G est ici {x € G; xtHz~* = H},
qui n’est autre que le normalisateur Ng(H) de H dans G. D’ou : N, = [G : Ng(H)] =
|G|/|Ng(H)|. Comme |H| divise |Ng(H)|, lentier |G|/|Ng(H)| divise lentier |G|/|H| = s.
On a ainsi montré que NN, divise s.

Par ailleurs, il est clair que H opére sur . par conjugaison. En appliquant le lemme 1,
on obtient |.##| = |.#| modp, cest-a-dire N, = [.7H| modp. Or SH est I'ensemble des
éléments H' € . tels que H' = xH'z~! pour tout # € H, c’est-a-dire tels que H C Ng(H').
Mais d’apres le lemme 3, le seul p-sous-groupe de Sylow de G contenu dans Ng(H') est H'.
On conclut que H' = H, donc || = 1. Ce qui achéve la preuve du point (iii). O

COROLLAIRE. Soient G un groupe fini et p un diviseur premier de |G]|.

(i) Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G ; alors H est le seul p-sous-groupe de Sylow de G
si et seulement si H est normal dans G.

(ii) Si G est abélien, il n’existe dans G qu’un seul p-sous-groupe de Sylow.

Preuve. Le point (i) est une conséquence immédiate du point (ii) du théoréme précédent. Le
point (ii) découle immédiatement de (i). O

4.2 Exemples d’applications

4.2.1 Sous-groupes de Sylow d’un groupe abélien

REMARQUE PRELIMINAIRE. On a rappelé au chapitre 2 la notion de produit direct de deux
sous-groupes d’un groupe. Cette notion se généralise aisément a un nombre fini quelconque
de sous-groupes, de la facon suivante : soient G un groupe, et Hy, ..., H; des sous-groupes
de G; on dit que G est le produit direct des sous-groupes Hy, ..., Hg lorsque :

(1) G=H.H,...Hy,
(2) H;,N(Hy...H;_1H;y1...Hy) ={e} pour tout 1 <i<k;
(3) hih; = hjh; pour tous h; € H;, h;j € Hj, quels que soient 1 <14 # j < k.

Dans ce cas, tout élément de G s’écrit de fagon unique comme un produit hihs ... hy avec
hi1 € Hy,hy € Hy,...,h € Hy.

Il est clair que, si G1,...,Gg sont k groupes quelconques, un groupe G est isomorphe au
produit direct externe G X - - - x G}, (au sens de 1.1.4) et seulement s’il existe dans G des sous-

groupes Hy, ..., Hy tels que G soit le produit direct (interne) des sous-groupes Hq, ..., Hy
et tels que H; ~ G; pour tout 1 <i < k.

LEMME. Soit G un groupe fini non trivial. Soit |G| = p{* ...p.* la décomposition en facteurs
premiers de I'ordre de G, avec les p; premiers deux a deux distincts et les n; entiers > 1.
Si G admet pour tout 1 < i < k un unique p;-sous-groupe de Sylow H;, alors G est le produit
direct des H;.
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Preuve. Remarquons d’abord que, pour tous 1 <i # j < k, on a H; N H; = {e} d’apres le
théoreme de Lagrange. De plus H; <G pour tout 1 < i < k d’apres le point (i) du dernier
corollaire de 4.1.3. Des lors, pour tous h; € H; et h; € H; :

hi 'hihjhi ' = hi ' (hihihi ') € Hy et h;'hihjhi ' = (h; 'hihy)h; ' € H;,

de sorte que hj_lhihj h;' € H;NH; = {e} et donc h;h; = h;h;. Les autres conditions assurant
que G est le produit direct H1Hs ... Hy sont alors claires en raisonnant sur les ordres. O

THEOREME. Tout groupe abélien fini non trivial est produit direct de ses sous-groupes de Sylow.

Preuve. D’apres le point (ii) du dernier corollaire de 4.1.3, on est dans les conditions d’ap-

plication du lemme précédent, qui donne immédiatement le résultat voulu. O
» Remarque : Soit G un groupe abélien fini non trivial. Soit |G| = p}* ... pZ’“ la, décomposition

en facteurs premiers de l'ordre de GG, avec les p; premiers deux a deux distincts et les n; > 1.
Fixons 1 < i < k quelconque. Le p;-sous-groupe de Sylow H; de G, qui est d’ordre p;'*, s’exprime
d’apres le théoreme 1.2.3 comme un produit de groupes cycliques szl CerQ . "Cp:m pour des
entiers 1 <7y <19 < --- < 1y, uniques, satisfaisant vy +7r9+- - -+ 7, = n;. On retrouve ainsi les
liens entre décomposition suivant les facteurs invariants et décomposition suivant les diviseurs
élémentaires pour les groupes abéliens finis.

4.2.2 Quelques résultats de non-simplicité

PropPoOsITION 1. Tout groupe d’ordre pq avec p et q deux nombres premiers distincts est non
simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre pq. Quitte a échanger les roles de p et g, on peut sans
restriction supposer que p > ¢g. On sait par le second théoréme de Sylow que le nombre NN,
de p-sous-groupes de Sylow de G divise ¢, et vérifie N, = 1 modp. Comme g est premier,
on ne peut avoir que N, = 1 ou N, = ¢. Si 'on avait N, = ¢, on aurait ¢ = 1 modp,
donc p diviserait ¢ — 1, ce qui contredit I’hypothese p > ¢q. C’est donc que N, = 1. Il y a
un seul p-sous-groupe de Sylow ; on sait qu’il est alors normal dans G, et donc G n’est pas
simple. O

PROPOSITION 2. Tout groupe d’ordre p?q avec p et q¢ deux nombres premiers distincts est non
simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre p?q. D’apreés le second théoréme de Sylow, le nombre N,
de g-sous-groupes de Sylow de G divisant p?, trois cas sont possibles.

Si Ny = 1, 'unique g-sous-groupe de Sylow est normal, donc G n’est pas simple.

Si Ny = p, il résulte de la condition N, = 1 modgq qu'il existe A € N tel que p = Ag + 1.
Comme p # 1, on a A > 1, donc p > g + 1. Par ailleurs, le nombre [V, de p-sous-groupes de
Sylow divise ¢, donc vaut 1 ou g. Supposons que I'on ait N, = ¢. La condition N, =1 modp
devenant ¢ = 1 mod p, on déduit comme ci-dessus que ¢ > p+ 1, d’oul une contradiction avec
I'inégalité p > ¢ + 1 précédente. C’est donc que IV, = 1; I'unique p-sous-groupe de Sylow est
alors normal, donc G n’est pas simple.

Si N, = p?, notons (Si)i<i<p2 les g-sous-groupes de Sylow. Chacun est d’ordre ¢ premier,
donc cyclique, donc formé du neutre e et de (¢ — 1) éléments d’ordre g. Comme les S;
sont d’intersection deux & deux réduite & {e}, (cela résulte immédiatement du théoréme de
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Lagrange), la réunion des S; comprend p? x (¢ — 1) éléments d’ordre ¢, (plus le neutre e
d’ordre 1). Le cardinal de ’ensemble des éléments de G qui ne sont pas d’ordre ¢ est donc :
|G| —p%(q—1) = p?q—p?(q— 1) = p?. Ce cardinal p? ne permet dans G que 'existence d'un
seul p-sous-groupe de Sylow. Ce dernier est alors normal, donc G n’est pas simple. O

ProprosSITION 3. Tout groupe d’ordre pqr avec p, q et r trois nombres premiers distincts est non
simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre pqr. Quitte a permuter, on peut sans restriction supposer
que p > q > r. Soit Ny, N4, N, les nombres respectifs de p-sous-groupes, g-sous-groupes et
r-sous-groupes de Sylow de G.

Montrons d’abord que l'on a I'inégalité : (*) pgr > N,(p—1) + Ny(¢— 1) + N,.(r — 1).

Désignons par S;, pour 1 < ¢ < N, les p-sous-groupes de Sylow de G. Chacun
d’eux est d’ordre p, donc contient p — 1 éléments d’ordre p (plus le neutre e qui
est d’ordre 1). Comme les S; sont d’intersection deux & deux réduite & {e}, (cela
résulte immédiatement du théoreme de Lagrange), la réunion des S; comprend
N, x (p — 1) éléments d’ordre p, (plus le neutre e d’ordre 1). Donc G contient
N,(p—1) éléments d’ordre p, et de méme bien str N, (¢ — 1) éléments d’ordre ¢ et
N, (r —1) éléments d’ordre r. Comme |G| = pqr, on obtient I'inégalité (*) voulue.

Faisons maintenant I'hypothese : (H) N, >1et Ny >1et N, > 1.

(1) On sait que N, divise ¢r. D’apres (H), le cas N, = 1 est exclu. Supposons que N, = ¢;
on aurait alors ¢ = 1 mod p, ce qui impliquerait (comme on I’a vu dans la preuve de
la proposition 2) que g > p + 1. Ceci est contraire aux hypotheéses de départ, ce qui
prouve que N, = g est impossible. De méme N, = r conduirait & r > p 4+ 1 et une
contradiction. On conclut donc finalement que : N, = gr.

(2) On sait que N, divise pr. D’apres (H), le cas N, = 1 est exclu. Supposons que Ny = 7;
on aurait alors 7 = 1 mod ¢, ce qui impliquerait (comme on I’a vu dans la preuve de la
proposition 2) que r > g+ 1. Ceci est contraire aux hypotheéses de départ, ce qui prouve
que N, = 7 est impossible. Donc, N, = p ou pr. Dans les deux cas, on a : Ng > p.

(3) On sait que N, divise pg. D’apres (H), le cas N,. = 1 est exclu. Donc, N,. = p ou ¢ ou
pq. Dans les trois cas, on a : N, > q.

Nl résulte de (1), (2) et (3) que Np(p—1)+Ny(g—1)+N,(r—1) > gr(p—1)+p(g—1)+q(r—1) =
pqr + pqg — p — q. L’inégalité (*) implique alors p + ¢ > pq. Ceci est impossible, ce qui prouve
que la condition (H) est absurde. On a donc N, = 1 ou N, = 1 ou N, = 1. On sait que
I’unique sous-groupe de Sylow est alors normal, et donc G n’est pas simple. O

LEMME 4. Soit G un groupe d’ordre p™q avec p et q deux nombres premiers distincts et n > 2.
Sip > q, ou si p™ ne divise pas (¢ — 1)!, alors G n’est pas simple.

Preuve. Supposons d’abord p > ¢g. Soit IV, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de
G. On sait que NN, divise ¢, donc vaut ¢ ou 1. Si N, = ¢, la condition N, = 1 modp
devient ¢ = 1 mod p, et il existe donc A € N tel que ¢ = Ap+ 1. L’entier A est non-nul
car ¢ # 1, donc ¢ > p, ce qui contredit I'hypothese p > ¢. C’est donc que N, = 1;
I'unique p-sous-groupe de Sylow est alors normal, donc G n’est pas simple. (On peut
aussi utiliser directement le théoréeme de Frobenius).

Supposons maintenant que p™ ne divise pas (¢ — 1)!. Soit H un p-sous-groupe de

Sylow de G. 1l est d’ordre p™ donc [G : H] = |G||H|™' = p"gp™ = q > 2. Par

ailleurs I’hypothese faite implique que p"q = |G| ne divise pas ¢!. On applique alors

le corollaire de 3.3.2 pour conclure que G n’est pas simple. ]
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PRrROPOSITION 5. Les groupes abéliens simples sont les groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve. Soit G un groupe abélien simple. Il n’admet donc aucun sous-groupe hormis {e} et G.
Soient  un élément quelconque de G distinct de e, et (x) le sous-groupe monogene engendré
par z. Comme () # {e}, on a nécessairement G = (z), de sorte que G est monogeéne. Si G
était infini, il serait isomorphe au groupe additif Z, qui n’est évidemment pas simple (tout
nZ avec n € Z est un sous-groupe). C’est donc que G est fini. On conclut que G est cyclique.
Soit p = |G| = |z|. Pour tout diviseur d de p dans N, 'élément ¢ engendre un sous-groupe
de G d’ordre pd—'. La simplicité de G implique que d = 1 ou d = p, ce qui prouve que p
est premier. Il est clair réciproquement que tout groupe cyclique d’ordre premier est abélien
simple. O

COROLLAIRE 6. Tout groupe d’ordre p™ avec p premier et n > 2 n’est pas simple.

Preuve. Par I'absurde, supposons que G soit simple d’ordre p™ avec p premier et n > 2.
On sait d’apres la proposition 3.2.4 que son centre Z(G) n’est pas réduit a {e}. Comme
Z(G) <G, la simplicité de G implique alors Z(G) = G. Donc G est abélien. Mais alors la
proposition 6 implique que G est d’ordre premier, d’ou la contradiction puisque n > 2. [J

EXERCICE 7. Soit G un groupe d’ordre p™q™ avec p et q deux nombres premiers distincts et
n,m > 1. Si p"” < g+ 1, alors G n’est pas simple.

Solution. Soit N, le nombre de g-sous-groupes de Sylow de G. On sait que IV, divise p" ;
il existe donc un entier 0 < a < n tel que Ny = p®. De plus la condition N; = 1 modgq
implique qu’il existe A € N tel que N, = Ag + 1. Ainsi p® = Ag + 1. Mais p® < p" qui est,
par hypothese, strictement inférieur & ¢+ 1. Donc A\g < g, c’est-a-dire A = 0. On conclut que
Ny = 1; I'unique g-sous-groupe de Sylow est alors normal, et donc G n’est pas simple.  [J

EXERCICE 8. Montrer que tout groupe d’ordre 36, 40, ou 56, n’est pas simple.

Solution. Observons d’abord que ces trois entiers ne satisfont les hypotheéses d’aucun des
résultats précédents, et nécessitent donc une étude particuliere.

Si |G| =40 = 5 x 23, on a N5 qui divise 23, donc vaut 1,2, 4 ou 8. La condition N5 = 1 mod 5
n’est vérifiée que pour N5 = 1. L'unique 5-sous-groupe de Sylow est alors normal dans G.
Donc G n’est pas simple.

Si |G| =56 = 7x 23, on a Ny qui divise 23, donc vaut 1,2,4 ou 8. La condition N7 = 1 mod 7
n’est vérifiée que pour N; = 1 ou N; = 8. Si Ny = 1, l'unique 7-sous-groupe de Sylow
est normal donc G n’est pas simple. Supposons maintenant que N7 = 8. Notons S, ..., Ss
les 7T-sous-groupes de Sylow de G. Chaque S; comprend 6 éléments d’ordre 7 plus le neutre
d’ordre 1. Comme S; N S; = {e} si i # j, le groupe G contient donc 8 x 6 = 48 éléments
d’ordre 7. Il reste alors 56 — 48 = 8 éléments disponibles et, comme les 2-sous-groupes de
Sylow de G sont d’ordre 8, il ne peut exister qu’'un seul 2-sous-groupe de Sylow. Il est donc
normal, et G n’est pas simple.

Si |G| = 36 = 32 x 22, on a N3 qui divise 22, donc vaut 1,2 ou 4. La condition N3 = 1 mod 3
n’est vérifiée que pour N3 = 1 ou N3 = 4. Si N3 = 1, 'unique 3-sous-groupe de Sylow est
normal donc G n’est pas simple. Supposons maintenant que N3 = 4. Notons Sy, ..., Sy les 3-
sous-groupes de Sylow de G. On sait qu’ils sont tous conjugués ; notons Qg, = {51, 52, 53,54}
la classe de conjugaison qu’ils forment. Son cardinal est |Q2g,| = [G : N1] ol le stabilisateur
Nj est ici le normalisateur N1 = Ng(S1). Ainsi, [G : Ni] = 4 et |G| = 36 ne divise pas
4! = 24 ; on conclut avec le corollaire 3.3.2 que G n’est pas simple. O
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THEOREME DE SYNTHESE. Il n’existe pas de groupes simples non abéliens d’ordre < 60.

Preuve. Soit G un groupe fini d’ordre n < 60.

Sin=2,3,5"711,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 ou 59, G est d’ordre premier, donc
cyclique d’ordre premier, donc abélien simple d’apres la proposition 5.

Sin=4,8,9,16,25,27,32 ou 49, le corollaire 6 montre que G n’est pas simple.

Sin = 6,10,14, 15,21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46,51, 55,57 ou 58, la proposition 1 montre
que G n’est pas simple.

Sin =12,18,20,28,44,45,50 ou 52, la proposition 2 montre que G n’est pas simple.

Si n = 24 ou 48, le second cas du lemme 4 montre que G n’est pas simple. Si n = 54, le
premier cas du lemme 4 montre que G n’est pas simple. Si n = 30 ou 42, la proposition 3
montre que G n’est pas simple. Les seuls cas restants sont n = 36,40 ou 56, qui font 'objet
de l'exercice 8. O

REMARQUE. Le groupe alterné As est non-abélien, d’ordre 60, et on verra dans le chapitre
suivant qu’il est simple.

4.2.3 Quelques résultats de classification

PROPOSITION. Tout groupe d’ordre pg avec p et q premiers distincts tels ¢ Z 1 modp et p #
1 mod ¢q est cyclique.

Preuve. On a: N, divise ¢, donc N, = gou N, = 1, et N, = 1 mod p. L’hypothese ¢ # 1 mod p
implique alors IV, = 1; notons S 'unique p-sous-groupe de Sylow de G, qui est donc normal
dans GG. De méme G admet un unique g-sous-groupe de Sylow T, et il est normal dans G.
Comme |S| = p et |T| = g, il est clair par le théoreme de Lagrange que SNT = {e}, donc
|ST| = pq, et donc G = ST est produit direct de S ~ C, et T ~ C,. On conclut par le
théoreme des restes chinois que G ~ Cl,. O

ProprosITION. Tout groupe d’ordre 2p avec p premier impair est cyclique ou diédral.

Preuve. Comme p > 2, la preuve de la proposition 1 de 4.2.2 avec ¢ = 2 montre que G admet
un unique p-sous-groupe de Sylow. Notons-le .S'; il est normal dans G et d’ordre p.

Par ailleurs, le nombre N3 de 2-sous-groupes de Sylow de G divisant p, il ne peut valoir que
1 ou p. Si No = 1, 'unique 2-sous-groupe de Sylow T de G est normal dans G, d’ordre 2, et
en reprenant la preuve de la proposition précédente, on conclut que G >~ Cy,.

Supposons donc maintenant No = p. Soit y € G tel que y ¢ S. L’ordre de y divise 2p, ne
peut pas valoir 1 (car sinon y = e € S), ne peut pas valoir p (car sinon (y) est un sous-groupe
d’ordre p, donc égal & S par unicité de S, d’ou y € S), et ne peut pas valoir 2p (car sinon (y)
est un sous-groupe d’ordre 2p, donc égal a G, d’ot G =~ (', ce qui contredit Ny = p puisque
(s, admet un unique sous-groupe d’ordre 2). On conclut donc que les p éléments de G qui
ne sont pas dans S sont tous d’ordre 2. On conclut que G =~ Dy,,. O

THEOREME DE SYNTHESE. Tous les groupes d’ordre < 15 sont, a isomorphisme prés, donnés
dans le tableau suivant :
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ordre du groupe

groupes abéliens

groupes non abéliens

n=1 groupe trivial C, = {e}
n=2 groupe cyclique Co
n=3 groupe cyclique Cs
n=4 groupe cyclique Cy
groupe de Klein C> x Cy = groupe diédral Dy
n=>5 groupe cyclique Cs
n==06 groupe cyclique Cg groupe symétrique S3 = groupe diédral Dg
n="7 groupe cyclique C~
n=_§ groupe cyclique Cg groupe diédral Dg
produit direct Co x Cy groupe quaternionique Qs
produit direct Co x Cy x Cs
n=9 groupe cyclique Cg
produit direct C3 x Cs3
n =10 groupe cyclique Cio groupe diédral Dig
n=11 groupe cyclique C11
n=12 groupe cyclique Ci2 groupe diédral D12
produit direct C2 x Cg groupe quaternionique Q12
groupe alterné Ay
n=13 groupe cyclique C13
n=14 groupe cyclique Ci4 groupe diédral D4
n=15 groupe cyclique Cis

Preuve. Les deux propositions précédentes, ainsi que le fait que tout groupe d’ordre premier
soit cyclique (voir 1.1.3) et que tout groupe d’ordre p? avec p premier soit abélien (voir 3.2.4),
permettent de conclure immédiatement dans tous les cas sauf n = 8 et n = 12. Ces derniers
doivent faire I’objet d’une étude technique détaillée, basée sur 'utilisation fine des théoremes
de Sylow, qui pourra étre menée en travaux dirigés.
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Chapitre 5

Groupe symétrique, groupe alterné

5.1 Décomposition en cycles disjoints

Fixons un entier n > 1. On note S, le groupe symétrique des permutations sur un ensemble fini
an éléments, c’est-a-~dire a isomorphisme pres le groupe des permutations de N,, := {1,2,...,n}.
Sy est un groupe fini, d’ordre n!, non abélien des lors que n > 3.

On a vu que les transpositions engendrent le groupe S, mais d’une part la décomposition d’une
permutation en produit de transpositions n’est pas unique, et d’autre part les transpositions ne
commutent pas entre elles dans une telle décomposition.

On va donner dans ce qui suit une décomposition canonique de toute permutation en éléments
de type particulier (appelés cycles), qui est unique, avec commutation des facteurs.

5.1.1 Support et orbites

DEFINITION. Pour tout o € S,, on appelle support de o I’ensemble des éléments de N,, qui ne
sont pas fixés par o :

Suppo = {i € N, ; (i) # i}.
En particulier, Supp o = () si et seulement si o = e.

LEMME. Pour toute o € S,, non triviale, la restriction de o a Supp o est une permutation de
Suppo.

Preuve. Soit i € Supp o ; notons j = o(i). Si on avait j ¢ Supp o, on aurait o(j) = j, donc
o(j) = o(i), donc i = j, c’est-a-dire i = (i), ce qui contredirait ¢ € Suppo. C’est donc que
Supp o est stable par o. La restriction ¢’ de o & Supp o est une application de Supp o dans
lui-méme, injective car o l'est, et donc bijective. O

PROPOSITION. Deux permutations de S,, dont les supports sont disjoints commutent.

Preuve. On peut supposer n > 2. Soient o,n € S, tels que Supp o N Suppn = (. Soit i € N,
quelconque. Si i ¢ Suppo U Suppn; alors o(i) =4 = n(i); donc on(i) = no(i). Supposons
maintenant ¢ € Supp o. D’une part, i ¢ Suppn, donc n(i) = i, donc on(i) = o(i). D’autre
part, i € Suppo implique o(i) € Suppo d’apres le lemme précédent, donc o(i) ¢ Suppn,
donc no (i) = o(i). On conclut que on(i) = no(i). Le dernier cas est celui ot ¢ € Suppn, que
I’on traite de fagon analogue en échangeant les roles de o et 7. O
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DEFINITION. Pour toute o € S, le sous-groupe cyclique (o) de S,, opére sur N,, par :
(o) xN, — N,
(d*,i) — k()
On appelle o-orbite toute orbite d’un élément de N,, pour cette action. On note :
Q, (i) = {c*(i); k € Z}, pour tout 1 <i < n.
Remarque. Soit p Pordre de I'élément o dans S, c’est-d-dire 'ordre du sous-groupe (o).

Comme on I’a vu en 3.2.1, Le cardinal d’une orbite divise I'ordre du groupe; donc ici |2, (%)]
divise p, et en particulier 1 < |Q,(¢)| < p. En outre :

i ¢ Suppo & Q,(i) = {i} (orbite ponctuelle),
i €Suppo & 2<[Q, (i) <p.

5.1.2 Cycles

DEFINITION. Une permutation o € S,, est appelée un cycle lorsqu’il existe une o-orbite et une
seule qui n’est pas ponctuelle.

Ezemple :soit o = (£33239) € Se; Q2 = {2}, Q3 = {3}, % ={1,5,4,6} = Q5 = Qs = Q.
PROPOSITION ET DEFINITION. Soit ¢ € S,, un cycle. On note r l'ordre de o dans S,,.
(i) L’unique o-orbite non ponctuelle est égale au support de o.
(ii) Le cardinal du support de o est égal a r.

(iii) I existe j1,jo, ..., jr distincts dans N,, tels que :

o(jr) =ja, 0(j2) =Js, ..., o(fr) =51 et o(i)=1i si i ¢ {ji,....0}
On dit que o est un r-cycle, ou un cycle de longueur r, et I'on note : o = [j1,j2,. -, jr]-
On a alors aussi : 0 = [Jk, Jk+1s- -+ JrsJls- -5 Jk—1) pour tout 1 < k <r.

Preuve. Notons (2 'unique o-orbite non ponctuelle. Soit j; un représentant quelconque de
Q. Donc : Q = Q,(j1) = {i € N,; Q,(d) # {i}} Cest-a-dire Q = Suppo. Soit p = |Q] =
| Supp o|. Donc :
Q=Suppo = {j1,0(j1),0*(j1), .., 0" (1)},

les éléments étant deux & deux distincts. On a alors o?(j1) = j1, et ceci étant vrai pour tout
représentant j; choisi dans Q = Supp o, on a oP(i) = i pour tout ¢ € Supp o. Mais 1’égalité
oP (i) = 1 est claire si ¢ ¢ Supp o puisqu’alors o (i) = i. Ainsi o” = e dans S,,. L’ordre r de o
dans S, est donc un diviseur de p. Par ailleurs, dans l'action de G = (o) sur N,,, le cardinal
de orbite = Q,(j1) divise 'ordre de G ; donc p divise |G| = r. On conclut que p =r. O

REMARQUES.

1. Le seul 1-cycle est e. Les 2-cycles sont les transpositions [, j].

2. Le n-cycle [1,2,...,n] = (% % Z - ";1 ’1‘) s’appelle la permutation circulaire de S,. Il existe
des n-cycles qui ne sont pas la permutation circulaire, par exemple [1,3,4,2] € Sy.

3. L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle : [j1, jo, - -, jr] 7L = [jrs r—1, - - J1)-

4. Attention :siy € S, est un r-cycle, et si 2 < k < r—2, alors v* n’est pas nécessairement un
cycle. Par exemple, si 7 est la permutation circulaire [1,2,3,4] € Sy, alors v2 = [1, 3][2, 4]
n’est pas un cycle.

Le lemme suivant, bien qu’évident, est d’une utilisation fréquente et précieuse.
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LEMME (conjugué d’un cycle). Pour tout r-cycle v = [j1,72,-..,jr] de Sy et tout o € Sy, le
conjugué oyo~! est égal au r-cycle [0(j1), o (j2), - - -, o(jr)]-

Preuve. Soit i € N,,. Si 071(i) € Supp~y, il existe 1 < k < r tel que i = o(jx). On a
oyo (i) = oy(jr) = o(jrr1) si1 < k < r, et oyo~ (i) = 0v(j,.) = o(j1) si k = r. Si
maintenant o~ 1(i) ¢ Suppy, alors yo~1(i) = 071(i) et donc oyo~1(i) = i. Ceci prouve par
définition méme que oyo ! est le r-cycle [o(j1), 0 (j2), - .., o(j)]. O

Ezercice. Montrer que ’action par conjugaison de S, sur I’ensemble des r-cycles est transitive.

THEOREME (décomposition en produit de cycles disjoints). Soit o € S,, non triviale. Alors :
(i) o se décompose en un produit de cycles non triviaux a supports disjoints,
(i) les cycles dans une telle décomposition commutent deux & deux,
(iii) cette décomposition est unique a 'ordre prés des facteurs,
)

(iv) lordre de o est égal au P.P.C.M. des longueurs des cycles disjoints de cette décomposition.

Preuve. Soit ¢ € S, non triviale. Il existe donc au moins une o-orbite non ponctuelle.
Désignons par Q, ..., les o-orbites non ponctuelles deux & deux distinctes (et donc deux
a deux disjointes). Pour tout 1 < k < ¢, définissons ~ : N,, — N,, par : v (i) = o(4) si
i € Q et (i) = i sinon. Alors vj est un cycle dans S,,, de support égal a €y, ; en effet si 'on
note r = |, on a Q = {4,0(5),0%(),...,0"™"1(j)} quel que soit j € Q. Il en résulte
que les supports des 7; sont deux & deux disjoints, donc (d’apreés la proposition de 5.1.1),
que les y; commutent deux & deux dans S,,. Posons 0’ = y172...7,; on montre que ¢’ = 0.

En effet, soit j € N, ; distinguons deux cas. Si j € Q1 U... Uy, alors j appartient a
une seule de ces orbites : il existe 1 < k < g tel que j € Qi et j € Q; si ¢ # k. Puisque
les 7; commutent deux & deux, on peut écrire o’ = YY1 ... Ye—1Vk+1 - - - Vg- Pour tout
indice i # k, on v;(j) = j car j ¢ Q; = Supp~y; donc i ... Ye—1Vk+1 - - - Yq(J) = j, dotr
' (5) = (4). Or vk (J) = o(j) puisque j € Qx. On conclut finalement que o' (j) = o(j).
Si maintenant j ¢ Q1 U...U Qq, alors, pour tout 1 < k < g, on a j ¢ Supp~x donc
vk (3) = j, de sorte que o’ (j) = j. Mais j ¢ Q1 U...UQ, signifie que la o-orbite de j est
ponctuelle, c’est-a-dire que () = j. Dans ce cas aussi, on a vérifié que o'(j) = o(j).

On a ainsi prouvé les points (i) et (ii). Pour (iii), supposons que ¢ = 7173 .. .7, est une autre
décomposition en produit de cycles a supports deux a deux disjoints. Pour tout 1 < ¢ < p,
notons €2, = Supp ;. Chaque 2} est une o-orbite non ponctuelle, plus précisément on a :

pour tout 1 < k < p et pour tout j € Q}, on a Q) = Qs (j). (1)

En effet. Fixons 1 < k < petje€ Q. Nenrésulte que j ¢ Q) si1 <i#k<p
(puisque les supports des «; sont deux & deux disjoints). En d’autres termes, v;(j) = j
pour tout 1 < i # k < p. Donc en écrivant 6 = YY1 - .- Yoo 1Vkt1 - - - Vp, Suivant la
méthode déja employée ci-dessus, on calcule o(j) = v;(j). Comme ~,(j) appartient &
Q). et n’appartient pas & Q} pour 1 < i # k < p, on réitere pour obtenir o(5) = (74)2 ().
Et finalement ¢ (j) = (7)™ (j) pour tout entier m > 1. On conclut que : Q) = Qs (5).

Réciproquement, on obtient ainsi toutes les o-orbites non ponctuelles; plus précisément :
pour tout j € N, telle que Q,(5) # {j}, il existe 1 < k < p tel que Q}, = Q(4). (2)

En effet. Par contraposée, si 'on suppose que quel que soit 1 < k < p, on a j & Qj,
alors v;,(j) = j pour tout 1 < k < p, de sorte que o(j) = j, c’est-a-dire Q,(j) = {;}.

Il résulte de (1) et (2) que la décomposition o = ;73 .. .7, est, a 'ordre pres, celle que 'on
a construite dans la preuve du point (i), c’est-a-dire que p = g et {v1,..., %} = {71, %}
de qui montre (iii). Le point (iv) est évident et laissé en exercice. O
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Ezemple. Dans Sia, la permutation o = (1234388592191 12) se décompose sous la
forme o = [2,5,3,10,12][4,11,8][7,9]. Les orbites sont Q; = {1}, Qs = {2,5,3,10,12},
Qy = {4,11,8}, Q¢ = {6}, Q7 = {7,9}. Le support est Qs UQy U Q7. L'ordre de o est 30.

5.2 Simplicité de A, pour n > 5

5.2.1 Générateurs du groupe alterné.

Rappels. On a défini la signature d’une permutation o € S, comme le signe (o) = (—1)™,
ol m désigne le nombre de transpositions d’une décomposition quelconque de o en produit
de transpositions. Rappelons que cette définition équivaut a une définition de £ par le nombre
d’inversions : o(k) — o(i)

(0= 11 —5=

1<i<k<n

L’ensemble des permutations de signature 1 (c’est-a-dire des permutations qui se décomposent
en un nombre pair de transpositions) est un sous-groupe du groupe S,, appelé groupe alterné,
noté A,. Ce n’est autre que le noyau du morphisme signature ¢ : S,, — {—1,1}. En particulier :

Ap< S, et Ay =%

La décomposition en cycles permet de donner une autre définition équivalente de la signature.

LEMME.

(i) Si~y est un r-cycle, alors e(y) = (—=1)""1.
(ii) Plus généralement, pour toute o € Sy, on a g(c) = (—1)""t ou t désigne le nombre de
o-orbites distinctes dans S,,.

Preuve. si vy = [j1,72,- - -, jr], alors v = [j1, jr][J1, Jr—1] - - - [41, J2], ce qui montre (i). Le point
(ii) en découle immédiatement en utilisant le théoréme 5.1.2. O

PROPOSITION. Pour n > 3, le groupe alterné A,, est engendré par les 3-cycles de S,,.

Preuve. On a vu ci-dessus que tout 3-cycle est de signature (—1)>~1! = 1, donc appartient

a A,. Réciproquement, tout élément de A,, est un produit d’un nombre pair de transposi-
tions, donc A,, est engendré par les produits de deux transpositions. Or un produit de deux
transpositions est nécessairement de 1'un des deux types suivants (ou 4, j, k, ! sont distincts
deux & deux) : [4, j][i, k] = [i, k, j], ou bien [i, ][k, 1] = [¢,, k][4, j, k]. Donc tout élément de
A, est un produit de 3-cycles. O

Exercice. On peut montrer que A,, est engendré par des famillles plus restreintes, par exemple
par l’ensemble des 3-cycles de la forme [1,4,j], on 2 < i # j < n, ou encore par I’ensemble
des 3-cycles de la forme [1,2,j], ou 3 < j < n.

5.2.2 Simplicité du groupe alterné

On a A; = As = {e}. Le groupe A3 est d’ordre 3, donc est cyclique d’ordre premier, donc simple.
Le groupe A4 n’est pas simple car il contient le sous-groupe normal V' isomorphe au groupe de
Klein. Le théoreme suivant est fondamental pour la théorie des corps, en raison d’une de ses
conséquences que 'on démontrera dans la derniere partie de ce chapitre.
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THEOREME. Le groupe alterné A,, est simple pour n > 5.

Preuve. On divise la démonstration en plusieurs étapes.

(1)

Remarque préliminaire : quel que soit un 3-cycle [i,j,k] € A,, il existe o € A, tel
que o[1,2,3]lc~! = [i, 4, k]. Par conséquent, deux 3-cycles quelconques sont toujours
conjugués dans A,.

En effet : donnons-nous dans N,, cing éléments deux & deux distincts i, j, k, £, m et
considérons dans S, les permutations :

or=(ijkimo%) et iikmin ) =[Lmow
On a: o01[1,2,3]o7" = [i,j,k] = 02[1,2,3]05 ", et comme o2 = [¢,m]o1, I'une des

deux permutations o1 et o2 est dans A,,.

0'22(

Soit H un sous-groupe non trivial de A,,, normal dans A,. Si H contient un 3-cycle,
alors H = A,,.

En effet : si yo est un 3-cycle de H, tout 3-cycle de A, est d’aprés (1) de la forme
ov00 ! pour un o € A,. Comme H est normal dans A, on déduit que H contient
tous les 3-cycles, d’ou H = A,, d’apres la proposition de 5.2.1.

Fixons un sous-groupe non trivial H de A,, normal dans A,, et montrons que H
contient un 3-cycle.

Partons de u € H,pu # e. 1l existe i € N,, tel que u(i) # i. Notons j = u(i). Comme
n > 5, il est clair qu’on peut choisir k € N, distinct de 7 et de j tel que u(k) # i. Notons
¢ = p(k). En résumé i, j, k sont deux a deux distincts, et donc u(i) = 7, u(j), u(k) = ¢
sont deux a deux distincts (mais rien n’empéche a priori que p(j) =7 ou u(j) = k).
On peut donc considérer le 3-cycle v = [i, j, k] € A,,. D’apres le lemme de conjugaison de
5.1.2, on a: uyu~t = [u(i), u(5), p(k)] = [j, n(4), £]. Rappelons aussi que v~1 = [i, k, j].
Notons o = vy~ tuyu=t = [i, k, j][j, u(5), €]. Cette écriture n’est pas la décomposition
canonique de o, car les deux 3-cycles qui interviennent ne sont pas disjoints.

On a 0 € H (car dune part v~ 'uy € H puisque u € H et H normal dans A,, et
d’autre part p=! € H). On a aussi o # e (car sinon [j, u(5), 4] = v = [i, 5, k] = [4, k, 1],
d’olt i = ¢, ce qui est contraire aux données).

Par définition de o, o permute au plus 5 éléments (en d’autres termes, | Supp o| < 5).
La décomposition canonique de ¢ en produit de cycles disjoints ne peut donc étre que
de T'une des formes suivantes : un 5-cycle, un 4-cycle, un 3-cycle, une transposition, le
produit d’un 3-cycle par une transposition disjointe, le produit de deux transpositions
disjointes. Mais comme ¢ doit étre paire, seuls les trois cas suivants sont a retenir :

e si g est un 3-cycle, c’est fini, on a montré que H contient un 3-cycle.

e si o est un 5-cycle, notons o = [x,y, 2, s, t] ; introduisons v = [z,y, z| ; on calcule en
utilisant le lemme de conjugaison de 1.4 : v lovo™t = [z,y, 2| o (), 0(y),0(2)] =
[z, 2,9][y, z, 8] = [z, 2, s]. Comme H normal dans A,,, v € A, etoc € Hyonav tov e H

et finalement v~ lovo~! € H. Donc H contient un 3-cycle.

e si o est le produit de deux transpositions disjointes, notons o = [z,y][z, s]; po-
sons v = [x,y,t] ou t est un élément quelconque de N, choisi distinet de z,y, 2, s (ce
qui est possible parce que n > 5). Alors v lovo™t = [z,y,t] to(x),0(y),0(t)] =

[x,t,y]ly, z,t] = [x,y,t]. On conclut comme dans le cas précédent que H contient un
3-cycle.
Bilan : si H est un sous-groupe non trivial de A, normal dans A,, il contient un 3-cycle
d’apres (3), donc H = A,, d’apres (2). On conclut que A, est un groupe simple. O
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5.3

Une approche directe des questions de résolubilité

5.3.1 Sous-groupes normaux de S,

Pour tout n € N, on connait comme sous-groupe normal de S,,, distinct de {e} et S, le groupe
alterné A,. De plus, dans le cas particulier ou n = 4, le groupe A4 contient le sous-groupe
V ={e,a,b,c} avec : a = [1,2][3,4], b =[1, 3][2,4] et ¢ = [1,4][2, 3]. 1l vérifie :

V' <84, et le groupe quotient Sy/V n’est pas abélien.

En effet. D’apres le lemme de conjugaison de 5.1.2, on a pour tout o € Sy :
cac~t = o[1,2][3, 4]0t = o[1,2]0 L0 [3, 4]0 = [0(1),0(2)][0(3),0(4)] € V.

On montre de méme que ocbo~! € V et oco™ € V pour tout o € Sy, et 'on conclut que
V <154. De plus, si I'on prend par exemple 7 = [1,2] et 0 = [1,3],on a ror 1ot =[1,2,3] ¢
V, de sorte que 7o # o7 dans S;/V, ce qui prouve que S4/V n’est pas abélien. Puisque
S4/V est d’ordre 6, on a donc Sy/V ~ Ss. O

Le but du théoreme suivant est de montrer qu’il s’agit des seuls sous-groupes normaux de S,.

THEOREME. Soit n un entier > 2.

(i)
(i)

Sin # 4, les seuls sous-groupes normaux de Sy, sont {e}, A, et S,.

Sin = 4, les seuls sous-groupes normaux de Sy sont {e}, V, Ay et Sy.

Preuve. Soit G un sous-groupe normal de S,,. On divise la démonstration en plusieurs étapes.

(1)

Si G contient une transposition, alors G = S,,.

En effet. Soit [i,j] une transposition appartenant & G. Soit [k, £] une transposition quelconque. On peut
toujours trouver p €5, telle que ¢(i) = k et p(j) = £. Avec le lemme de conjugaison de 5.1.2, on calcule
wli, jle™ = [p(3),¢(j)] = [k, €]. Comme [i,j] € G et G<S,, en on déduit que [k, ¢] € G. Ceci prouve que
G contient toutes les transpositions, donc que G = S,,.

Si G contient un 3-cycle, alors G = S, ou G = A,,.

En effet. Soit [i, j, k] un 3-cycle appartenant a G Soit v = [¢/, 5/, k'] un 3-cycle quelconque. On peut toujours
trouver ¢ € S, telle que (i) = i', p(j) = j' et (k) = k’. Avec le lemme de conjugaison de 5.1.2, on
caleule @[i, §, ko™ = [¢(i), ¢(4), (k)] = 7. Comme [i,5,k] € G et G<S,, on en déduit que v € G. Ceci

prouve que G contient tous les 3-cycles, donc que 4, C G C S,. Ainsi |S»|/|G| < |Sn|/|An| = 2, dou
G =S, ouG=A,.

Si G contient un cycle, alors G =S, ou G = A,,.

En effet. Soit v = [j1,j2,...,Jr] un r-cycle appartenant & G. Si r = 2, alors G = S, d’apres (1). Si
r =3, alors G = S, ou G = A, d’apres (2). On suppose donc maintenant que r > 4. Considérons le
3-cycle w = [j1,42,43] et formons le commutateur 8 := wyw 'y~!. Parce que v € G et G<S,, on a
a:=wyw ' € G, et donc B =ay! € G comme produit de deux éléments de G. Par ailleurs, on calcule
avec le lemme de conjugaison de 5.1.2 : yw ™'y~ = v[js, jo, 1]y = [v(43), Y(j2), v(41)] = [ja, j3, jo], d’ott
Pon tire que B = [j1, j2, 43][J4, 43, j2] = [j1,J2, ja], qui est donc un 3-cycle. Ainsi G contient un 3-cycle, et

on applique (2) pour conclure.

Si G contient le produit de deux transpositions a supports disjoints, alors G = S, ou G = A,
lorsque n > 5, et G =S4, G= A4 ou G =V lorsque n = 4.

En effet. Soit o = [i,j][k, €] un produit de transpositions appartenant & G tel que i,7,k, ¢ sont deux a
deux distincts. Supposons n > 5. On peut alors considérer un entier m € N,, distincts de i, j, k, £. Notons
v = [¢,j,m]. En utilisant le lemme de conjugaison de 5.1.2, on calcule :

V710V0-71 = [i7j7m]fl[a(i),a(j),a(m)] - [ a]7 }[.7’7' m] [ 7j>m] =Vv.
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OrA:=vloveGecaro € Get GAS,, dott v = Ao~ € G. On applique alors (2) pour conclure que
G=S, oudAd,.
Supposons maintenant que n = 4. Quels que soient z,y, z,t € Ny deux a deux distincts, il existe ¢ € Sy tel
que p(i) =z, p(j) =y, (k) = z et p(£) = t. On calcule :

pop—1=li, jlo~ plk, o™ = [0(0), o(D]le(k), (O] = [z, 9][2, 1].
Or pop~! € G puisque o € G et G<S;. On a ainsi prouvé que G contient tous les produits de deux
transpositions a supports disjoints; mais dans S4 il n’y en a que trois, que 'on a noté a, b, ¢, et qui avec
e forment le sous-groupe V. Donc V C G. Si G ¢ V, alors G contient nécessairement un cycle (car tous
les éléments de Sy sont des cycles a part a,b,c), et 'on applique (3) pour conclure que G = S4 ou A4. Si
G CV,alors G=V.

On acheve alors la preuve de la fagon suivante. Supposons G # {e}. Soit ¢ € G tel que ¢ # e. Si p est un
cycle, c’est fini d’apres I’étape (3). Sinon, la décomposition canonique de ¢ en produit de cycles disjoints
contient au moins deux cycles disjoints o et o5. Fixons i € Suppoy et j € Suppos. Ils vérifient ¢ £ j
puisque o et oo sont disjoints. On a (i) = 01(4), et donc p(i) # i (car o1(i) # 7). On a aussi p(i) # j
(car on aurait sinon o1(¢) = (i) = j = 01(J), ce qui contredirait ¢ # 7). Ainsi les trois éléments 4, j, (i)
sont deux a deux distincts, ce qui permet de considérer le 3-cycle v = [i, (i), j]. Formons le commutateur
0 = ypy~tp~L. Il appartient & G comme produit de vy~ € G (car ¢ € G et G<S,,) par p~! € G. En
utilisant le lemme de conjugaison de 5.1.2, on peut préciser le calcul de 6 :

0 = [i, (i), jlpli, (i), 5] 1™t = [i, 0(a), )eeli, (i), llo™" = [i, 0(0), 5ll(5), £% (i), (D).
Si ¢?%(i) # i, alors les cinq éléments i, p(4), *(i), 7, o(j) sont deux & deux distincts, et on calcule § =
p(7):#

(AON ][go(j),goz(i),cp(i)] = [i, (i), () j] qui est un 5-cycle. Ainsi G contient un cycle; on
applique (3) pour conclure.

Si p2(i) = 4, on calcule 0 = [i, (i), j][0(j), 7, ¢(i)] = [i, 7][¢(7), ¢(j)]. Ainsi G contient un produit de deux
transpositions a supports disjoints; on applique (4) pour conclure. O

5.3.2 Suites normales de S,

Grace au théoreme 5.3.1, on peut expliciter toutes les suites normales de S,,, c’est-a-dire par
définition les suites strictement décroissantes de sous-groupes normaux de .S, commencant a S,
et finissant a {e}.

suites normales groupes quotients

n = S1 ={e}
n = Sy D {e} = A Sy /{e} =~ Cy abélien
n=3 |55 D{e} S3/{e} ~ S5 non abélien

S3 D Az D {e} S3/As ~ Cy abélien, et Az/{e} ~ Cj abélien
n=4 1|8, D{e} S4/{e} ~ S4 non abélien

Sy D Ay D {e} S4/Ay ~ Cy abélien, et Ay/{e} ~ A4 non abélien

S1 DV D {e} S4/V ~ S3 non abélien, et V/{e} ~ V abélien

Sy DA DV D{e} | S4/As ~ Cy abélien, et Ay/V ~ Cj3 abélien, et V/{e} ~V abélien
n>5 |5, > {e} Sy /{e} =~ S, non abélien

Sp D A, D{e} Sn/An ~ Cy abélien, et A, /{e} ~ A, non abélien
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En résumé :

(i) si n < 4, il existe une suite normale de S, telles que tous les quotients de deux termes
successifs soient abéliens,

(ii) si n > 5, il n’existe pas de telles suites.

On traduit cette propriété en disant que S,, est résoluble si n < 4, et non résoluble si n > 5.
Cette propriété importante, liée a la résolubilité des équations par radicaux (voir cours ultérieur
de théorie des corps) sera étudiée en détail au chapitre suivant.

Ezercice. Le centre et le sous-groupe dérivé sont toujours de sous-groupes normaux d’un
groupe (voir 2.2.4). Au vu des théorémes 5.2.2 et 5.3.1, c’est donc une question naturelle
de savoir a quoi ils sont égaux dans le cas des groupes symétriques et alternés. On pourra
montrer en exercice que :

(i) Pour tout n > 3, le centre de S,, est {e} et le groupe dérivé de S,, est A,,.

(ii) Pour tout n > 5, le centre de A, est {e} et le groupe dérivé de A, est A,.

(iii) Pour n = 4, le centre de Ay est {e} et le groupe dérivé de A4 est V.

FEzercice. Un autre résultat classique sur le groupe symétrique, que I'on cite ici pour mémoire
et qui poura faire 'objet d’une étude personnelle ou de travaux dirigés, concerne le groupe
de ses automorphismes (voir 2.2.4).

(i) Pour tout n # 6, tout automorphisme de S,, est intérieur.

(ii) Pour tout n = 6, le sous-groupe Inn Sg est d’indice 2 dans Aut Sg.

50



Chapitre 6

Groupes résolubles

6.1 Suites normales et groupes résolubles

6.1.1 Groupes dérivés successifs

Rappel. Soient G un groupe et D(G) son groupe dérivé. On a: D(G) <G et G/D(G) abélien,
et pour tout NG : (G/N abélien < D(G) C N).

NOTATION. Soit G un groupe; on pose : Do(G) = G, Di(G) = D(G) le groupe dérivé de G,
Dy(G) = D(D1(G) le groupe dérivé de D;(G), et par récurrence :

D;11(G) = D(D;(G)) le groupe dérivé de D;(G), pour tout i € N.
D’apres le rappel ci-dessus :

Di11(G)<D;(G), et D;i(G)/D;41(G) est abélien, pour tout i € N.
On considere la suite des groupes dérivés successifs (D;(G))ien, que l'on note aussi :

DO(G) =Grp> Dl(G) :D(G) > DQ(G) > Dg(G) > o D Dl(G) > D1+1(G) > o

THEOREME. Pour tout i € N, on a : D;(G)<G.

Preuve. Montrons d’abord que I'image de D(G) par tout automorphisme de G est égal &
D(G). Soit @ € AutG. Pour tous z,y € G, on a a(zyz~ty™1) = a(z)a(y)a(z) taly)~! €
D(G). Comme D(G) est engendré par les commutateurs, on déduit que a(D(G)) € D(G). En
considérant "automorphisme a~!, on obtient de méme a~!(D(G)) C D(G), donc D(G) C
a(D(@)), et finalement «(D(G)) = D(G).

Montrons maintenant que «(D;(G)) = D;(G) pour tout a € AutG et tout ¢ € N. La
propriété est vraie pour ¢ = 1 d’apres la premiere étape. Par récurrence, supposons-la vraie
jusqu’a un rang ¢ > 1. Soit @ € Aut G. Par hypothese de récurrence, a(D;(G)) = D;(G),
donc la restriction de @ & D;(G) détermine un automorphisme o’ de D;(G). En appliquant
la premiere étape au groupe D;(G) et & o/ € Aut D;(G), on a : o/ (D(D;(G)) = D(D;(@)).
Mais D;+1(G) = D(D;(@G)), de sorte que cette derniére égalité s’écrit encore a(D;41(G)) =
D;;+1(G). Ce qui montre la propriété voulue au rang i + 1.

Des lors, soient x € G quelconque et i € N. D’apres la seconde étape ci-dessus, I'automor-
phisme intérieur « : g — zgz~! vérifie a(D;(G)) = D;(G), donc xD;(G)z~! = D;(G), ce
qui prouve que D;(G)<G. O
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6.1.2 Notion de groupe résoluble.

DEFINITION. Un groupe G est dit résoluble s’il existe un rang n € N & partir duquel on a

Dy (G) = {e}.
Cela signifie donc que la suite des groupes dérivés successifs est stationnaire :
G = Dy(G) > Di(G) > Do(G) > D3(G) > --- > Dy(G) ={e}.

PROPOSITION (facile mais importante). Si G est un groupe résoluble, tout sous-groupe de G et
tout quotient de G est résoluble.

Preuve. Soit G un groupe résoluble. Soit n € N tel que D,,(G) = {e}. Considérons un sous-
groupe H de G; il est clair que D(H) est un sous-groupe de D(G) et done, par une récurrence
évidente, que D;(H) est un sous-groupe de D;(G) pour tout ¢ € N. En particulier on a D,,(H)
sous-groupe de D,,(G) = {e}, donc D, (H) = {e}, ce qui prouve que H est résoluble.

Considérons N <G et le groupe quotient G/N. Notons 7 la surjection canonique G — G/N.
Pour tout sous-groupe H de G, un commutateur quelconque du groupe w(H) est de la forme :

(@) (y)m(2) " r(y)

d’ou il résulte que D(w(H)) = w(D(H)). On en déduit que D(n(G)) = D(G/N) = n(D(G)),
puis D2(G/N) = D(n(D(G))) = w(D2(G)), et par une récurrence évidente, D;(G/N) =
m(D;(G@)) pour tout ¢ € N. En particulier pour ¢ = n, on a D,(G/N) = 7n(D,(G)) =
w({e}) = {n(e)}, ce qui prouve que G/N est résoluble. O

= m(xyx~ly~1), avec v,y € H,

6.1.3 Caractérisation de la résolubilité par les suites de compositions et les
suites normales.

DEFINITIONS. Soit G un groupe.
1. On appelle suite de composition de G toute chaine finie de sous-groupes
G=Gy> G Gy > -+ > Gy I>GZ'+1 > D Gn:{e},
ou G;> Gy signifie que Giy1 est un sous-groupe de G; normal dans G;. Les groupes

G;/Git+1 sont appelés les quotients de la suite, et le nombre n de quotients est appelé la
longueur de la suite.

2. On dit que la suite est strictement décroissante lorsque G; # G;4+1 pour tout 0 <i <n—1.

3. On dit que cette suite est une suite normale lorsque G; <G pour tout 0 <7 <n — 1.

Attention ! Certains auteurs appellent suite normale ce que nous appelons suite de compo-
sition, suite de composition ce que nous appelerons suite de Jordan-Hélder, ou encore suite
de composition ce que nous appelons suite de composition strictement décroissante.

EXEMPLE 1. Considérons le groupe symétrique Sy, le sous-groupe alterné Ay, leur sous-groupe
V ={e,a,b,c} ou a = [1,2][3,4], b = [1,3][2,4], ¢ = [1,4][2, 3], et le sous-groupe H = {e,a}.
D’apres les résultats vus au chapitre 1 :

e Sy > Ay > V > {e} est une suite normale,

e Sy > Ay >V > H > {e} est une suite de composition, mais pas une suite normale, car
H n’est pas normal dans Sy.
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EXEMPLE 2. Considérons le groupe diédral Dg = {e,r, 72,73, s, sr, 572, 513}, avec r* = s = ¢ et

rs = sr3. Les sous-groupes de Dg sont :

/

{61T27878T2} {67 T? T27T3} {e7r27ST7 ST3}

{e, s} {e,srz}\{e, r?} e, s} {e,sr}
{e}

Tout chemin & 4 sommets de Dg & {e} dans ce diagramme est une suite de composition.

Dsg

/

\

\

o Dg > {e,72, 5,572} > {e,r2} > {e} est une suite normale, (car de plus {e, 72} <Dy),

e Dg > {e, 7% sr, 573} > {e,sr3} > {e} n'est pas une suite normale, (car s(sr®)s™! = r3s =

sr ¢ {e,sr3}, de sorte que {e, sr3} n’est pas normal dans Dyg).

THEOREME. Soit G' un groupe. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G est résoluble;
(ii) G admet une suite normale dont tous les quotients sont abéliens ;

(iii) G admet une suite de composition dont tous les quotients sont abéliens.

Preuve. Supposons G résoluble, et considérons la suite (finie) des groupes dérivés successifs :
G = Dy(G) > D1(G) > Do(G) > D3(G) > --- > Dy,(G) = {e}.

Elle est normale d’apres le théoreme de 6.1.1 et tous ses quotients sont abéliens d’apres la

proposition de 6.1.1. Ceci prouve que (i) implique (ii). Il est trivial que (ii) implique (iii).

Supposons maintenant que G vérifie (iii). On considére donc une suite de composition :
G=Hy> H >Hy > --- D> H; DHi1q1 > -+ > H, ={e},

telle que H;/H; 1 abélien pour tout 0 < i < m — 1. Quitte & supprimer certains H;, on peut
sans restriction supposer que les H; sont deux a deux distincts, c¢’est-a-dire que la suite de
composition est strictement décroissante. Pour ¢ = 0, 'abélianité de Hy/H, = G/H; implique
que D(G) C H;y (voir le rappel au début de ce chapitre). De plus, D(G) C H; implique
D(D(G)) = D2(G) C D(Hy), et comme Pabélianité de Hy/H, implique que D(H;) C Ha,
on déduit que D2(G) C Hsy. Une récurrence évidente permet ainsi de vérifier que D;41(G) C
H; ;1 pour tout 0 < ¢ < m—1. En particulier D,,,(G) C H,,, = {e}, donc G est résoluble. [

6.1.4 Exemples de groupes résolubles
ProrosiTION 1. Tout groupe abélien est résoluble.

Preuve. Evident puisqu’alors D(G) = {e}. O
PROPOSITION 2. Les seuls groupes simples résolubles sont les groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve. Si G est simple, sa seule suite de composition est G > {e}. Si de plus G est résoluble,
le théoréme de 6.1.3 implique que 1'unique quotient G/{e} de cette suite est abélien, c’est-a-
dire que G est abélien. D’otu le résultat d’apres la proposition 5 du 4.2.2. O
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ProproSITION 3. Pour tout n > 2, le groupe diédral Dy, est résoluble.

Preuve. Considérons dans Dy, = {e,r, 72,73, ..., r" "L s sr,s7% sr3, ... sr" "1} le sous-groupe

Cn = {e,r,r2, 73 ...,r""1}. On a la suite normale Dy, > C, > {e} avec Dy, /C, =~ Cy
abélien, et C),/{e} ~ C,, abélien, donc Dy, est résoluble d’apres le théoréme 6.1.3. O

PROPOSITION 4. Pour n > 5, le groupe symétrique S,, et le groupe alterné A, ne sont pas
résolubles.

Preuve. Soit n > 5. Si S, était résoluble, A,, le serait d’apres la proposition 6.1.2. Or on a vu
au théoreme 5.2.2 que A,, est simple. D’apres la proposition 2 ci-dessus, A,, serait cyclique
d’ordre premier, ce qui est évidemment faux. O

Remarque. La non résolubilité des S,, pour n > 5 a des conséquences fondamentales en
théorie des corps. On 'avait déja montrée par une preuve directe en 5.3.2. Rappelons que
Sa, S3 et Sy sont quant & eux résolubles.

THEOREME. Pour tout nombre premier p, tout p-groupe est résoluble.

Preuve. Soit G fini d’ordre p™, avec n € N*. Si GG est abélien, il est résoluble. Supposons donc
G non abélien. Notons C7 = Z(G) son centre. On sait qu’il est normal dans G, strictement
inclus dans G (puisque G non abélien), et distinct de {e} (d’apres la proposition 3.2.4). On
a donc une suite normale strictement décroissante : G > Cy D> {e}.

Le groupe quotient G/C; est un p-groupe (évident); son centre Z(G/C1) est normal dans
G/C1, donc de la forme Cs/Cy pour un certain sous-groupe Cs de G contenant C (voir 2.2.6)
qui vérifie Cy < Cs (puisque plus généralement Cy <G), et tel que Co <G (car Co/C1 1G/CY).
On a Cy # Cs, car sinon Z(G/C1) = Cy/C serait trivial, ce qui est exclu puisque G/C; est
un p-groupe.

ou G = Cy. Alors G/Cy = Z(G/C4), donc G/C; est abélien. On a donc construit une
suite normale G > C; > {e} dont tous les quotients sont abéliens. On conclut que G
est résoluble.

OU G # (5. On a donc une suite normale strictement décroissante : G > Cy > C; > {e}.
Le groupe G/C4 est un p-groupe non trivial. Son centre Z(G/Cs) est normal dans G /Ca,
donc de la forme C3/C5 pour un certain sous-groupe C3 de G contenant Cy (d’aprés
le troisieme théoréme d’isomorphisme, voir 2.2.6). Ce sous-groupe Cj vérifie Cy <1C5
(puisque plus généralement Co <G) et C3<1G (car C3/Cy G /C3). On a Cy # Cs, car
sinon Z(G/Cs) = C3/Cy serait trivial, ce qui est exclu puisque G/C5 est un p-groupe.
ou G = Cs. Alors G/Cy = Z(G/C3), donc G/Cs est abélien. On a donc construit

une suite normale G > Cy > C7 > {e} dont tous les quotients sont abéliens. On
conclut que G est résoluble.
OoU G # (3. On réitere le raisonnement en considérant Z(G/C3) = Cy/Cs.

On construit ainsi de proche en proche une suite croissante (C;) de sous-groupes normaux
de G telle que C; = Z(G) et Ci41/C; = Z(G/C;) pour tout ¢ > 1. Comme G est fini, le
processus s’arréte, c’est-a-dire qu’il existe un plus petit entier k tel que C = G. On a alors
obtenu la suite normale strictement décroissante : G = Cy, > C_1 > -+ > Cy > Cy > {e},
dont tous les quotients sont abéliens, et on conclut que G est résoluble. O

EXERCICE. Tout groupe fini d’ordre pq ou p?q, avec p,q premiers distincts, est résoluble.

Indication pour la preuve : utiliser le fait, vu en 4.2.2 qu’il n’y a pour un tel groupe qu’un
seul p-sous-groupe de Sylow ou qu’un seul g-sous-groupe de Sylow.

Ce résultat facile est un cas particulier d'un théoreme beaucoup plus profond de W. Burnside,
selon lequel tout groupe fini dont I'ordre n’admet que deux diviseurs premiers est résoluble.
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6.1.5 Quelques compléments sur la notion de groupe résoluble

THEOREME. Un groupe G est résoluble si et seulement s’il admet un sous-groupe normal propre
N tel que N et G/N soient résolubles.

Preuve. Supposons G résoluble. Le groupe dérivé N = D(G) est normal dans G et distinct
de G (car sinon D;(G) = G pour tout ¢ € N*, ce qui contredirait la résolubilité). D’apres la
proposition 6.1.2, N et G/N sont résolubles.

Supposons réciproquement qu’il existe un sous-groupe normal propre N de G tel que N et

G/N soient résolubles. D’apres le théoreme 6.1.3, il existe deux suites de composition :
N=Ky> K > - > K, ={e} et GIN=T, > Ty > - > T, = {e},

avec K;/K,;11 abélien pour tout 0 <14 <r — 1, et T;/T;+1 abélien pour tout 0 < i < s— 1.

Chaque T; étant un sous-groupe de G/N, il est de la forme T; = G;/N pour un certain
sous-groupe G; de G contenant N (voir 2.2.6). Comme T;41<7T;, on a G;4+1<G;, et par
application du troisiéme théoréme d’isomorphisme : G;/G; 1 est isomorphe & T;/T;11, done
abélien. En outre, pour i = s, le fait que Ts = {€} implique G5 = N. On peut alors considérer
la suite de composition :

G=Gy > G > D Gs_1>DGs=N=Kyg> K| > - > K, ={e},

dont tous les quotients sont abéliens. Donc G est résoluble. O

COROLLAIRE. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes normaux et résolubles de G. Alors
HK est un sous-groupe normal et résoluble de G.

Preuve. 1l est clair que HK est un sous-groupe normal de G. Par application du deuxiéme
théoréme d’isomorphisme (voir 2.2.5), on a : H N K<K et H<AHK, et I'isomorphisme
HK/H ~ K/(HNK). Comme K est résoluble, K/(H N K) est résoluble par application de
la proposition 6.1.2, et donc HK/H est résoluble. Puisque H est un sous-groupe normal et
résoluble dans H K, on déduit avec le théoréeme précédent que H K est résoluble. O

COROLLAIRE. Le produit direct de deux groupes résolubles est résoluble.

Preuve. Soient Gy et G2 deux groupes résolubles, et G = G; x G2 leur produit direct. Les
sous-groupes H = G x {e2} et K = {e1} x Go vérifient : H ~ G1, K ~ Gy, HAG, K«G,
et G = HK. On applique le corollaire ci-dessus pour conclure que G est résoluble. O

6.2 Suites de Jordan-Holder et groupes résolubles

6.2.1 Notion de suite de Jordan-Holder

DEFINITION. Soient G un groupe, et (X) une suite de composition de G strictement décroissante :
G=Gy> G >GyD> - D> Gn:{e}.

On dit que (X) admet un raffinement propre lorsqu’il existe 1 < i < n — 1 et un sous-groupe K
tel que Gi11 < K 4 G; avec G411 # K # G;.

Remarque. Comme G, 1 <G, tout sous-groupe K tel que G;11 C K C G; vérifie G411 <K.
En conséquence, dire que (X) n’admet pas de raffinement propre signifie que, quel que soit
1 < i < n—1, on ne peut pas trouver de sous-groupe K tel que G417 C K < G; avec
Gi+1 # K # G, c’est-a-dire que G;41 est normal maximal dans G;.
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LEMME. Soient G un groupe, et (X) une suite de composition de G strictement décroissante :
G=Gy> Gy >G> - > Gy ={e}.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (X) est sans raffinement propre;
(ii) Gjiy1 est normal maximal dans G;, pour tout 0 <i <mn—1;
(iii) G;/Gi41 est un groupe simple, pour tout 0 < i <n — 1.
Preuve. L’équivalence de (i) et (ii) résulte de la remarque précédente. Pour (iii), rappelons

d’abord que tout sous-groupe normal H de G;/G;41 est de la forme H = K/G;41 avec K
un sous-groupe normal de G; contenant G;1. Des lors :

(Gi/Gi+1 sunple) =4 Gi/Gi+1 # {E} et, si H< Gi/Gi—i-h alors H = {E} ou H = Gi/Gi—i-l
& Gy 7& Gi+1 et, si Gi+1 C K<« Gi, alors K = Gi+1 ou K = Gi,
d’ou I’équivalence de (ii) et (iii). O
DEFINITION. Une suite de composition satisfaisant I'une des conditions équivalentes du lemme
ci-dessus s’appelle une suite de Jordan-Hélder de G.

6.2.2 Exemples de suites de Jordan-Holder.

EXEMPLE 1. La suite S5 > Az > {e} est de Jordan-Holder car S5/A; ~ Cy qui est simple, et
As/{e} ~ A5 qui est simple.

EXEMPLE 2. La suite Sy > Ay > {e} n’est pas de Jordan-Holder car Ay/{e} ~ A4 n’est pas
simple.
- Elle admet le raffinement propre Sy > Ag > V > {e}, qui n’est pas de Jordan-Hélder car
V/{e} =~ V n’est pas simple.
- Elle admet le raffinement propre Sy > A4 > V > H > {e}, qui est de Jordan-Hélder car
tous les quotients Sy/Ay ~ Co, Ay)V ~ Cs, V/H ~ Cy et H/{e} ~ C5 sont simples. On
ne peut pas raffiner davantage.

EXEMPLE 3. Considérons le groupe cyclique Coy = {e,a,a?,...,a?*} d’ordre 24. Ses sous-groupes
sont :
Cs = (a®) =——Cy = ~—(Cy =
Orr / /
012 = (g = (3=

On obtient quatre suites de Jordan-Holder :
Coy > Cia > Cg > Cg > {6}, Coyy > Csg > Cy > Cy > {6},
Coy > Cig > Cy > Cy > {6}, Coy > Cig > Cg > Cy > {6}.

EXEMPLE 4. Le groupe additif Z n’admet aucune suite de Jordan-Hélder.
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En effet, considérons une suite de composition Go =Z > Gy > --- > G, > G, = {0}
strictement décroissante. Rappelons que tout sous-groupe de Z est de la forme kZ avec
k € N. 1l existe donc ici k € N* tels que G,,—1 = kZ > G, = {0}. Soit alors le sous-groupe
H = 2k7Z de Z. C’est un sous-groupe de G,,_1 = kZ, distinct de kZ et de {0}, de sorte que
la suite de composition Go =Z > Gy > -+- > G,_1 > H > G, = {0} est un raffinement
propre de la suite (quelconque) donnée au départ. Cette derniere n’est donc pas une suite de
Jordan-Hélder.

PrROPOSITION 1. Tout groupe fini non-trivial admet au moins une suite de Jordan-Holder.

Preuve. Si G est simple, alors G = Go> Gy = {e} est une suite de Jordan-Hélder (et c’est
la seule suite de composition strictement décroissante). On suppose donc maintenant que G
n’est pas simple. L’ensemble .7 des sous-groupes normaux dans G distincts de G et {e} est
alors non-vide. Il est fini (puisque G est fini). Il admet donc (au moins) un élément maximal
H;. Ce sous-groupe H; étant normal maximal dans G, il résulte du lemme 6.2.1 que G/H; est
simple. Si H; est simple, ¢’est fini car G 1> H; >{e} est alors une suite de Jordan-Holder. Sinon,
lensemble 77 des sous-groupes normaux dans H; distincts de H; et {e} est fini non-vide,
donc admet (au moins) un élément maximal Hs, et il résulte du lemme 6.2.1 que Hy/Hj est
simple. Si Hy est simple, c’est fini car G > Hy > Hy >{e} est alors une suite de Jordan-Holder.
Sinon, on réitere. Comme G n’a qu’'un nombre fini de sous-groupes, le processus s’arréte : il
existe un rang k a partir duquel on obtient nécessairement un sous-groupe Hj simple, et la
suite strictement décroissante G> Hy > HoD>---> Hp>{e} est alors de Jordan-Hélder. O]

PRroOPOSITION 2. Un groupe abélien admet au moins une suite de Jordan-Hélder si et seulement
s’il est fini non trivial.

Preuve. Un sens est clair d’apres la proposition précédente. Pour la réciproque, donnons-nous
un groupe abélien G admettant une suite de Jordan-Holder G = Go>G1>---> G, = {e}.
Pour tout 0 <14 <n—1, le groupe G;/G;+1 est simple (par définition d’une suite de Jordan-
Holder) et abélien (car G l'est), et donc (d’apres la proposition 5 du 4.2.2) cyclique d’ordre
premier. Notons p;11 = |G;/Gi11| = [G; : Gita)-

D’apres la formule des indices (voir 2.2.6), les égalités [G : G1] = p1 et [G1 : Ga] = po
impliquent que G est d’indice fini dans G, et [G : G3] = [G : G1][G1 : G2] = p1p2. De méme,
[G : G3] = p1p2 et [G2 : G3] = p3 impliquent [G : G3] = p1paps. En itérant, on obtient ainsi
[G: G,] = pip2 - pn, ce qui, comme G, = {e}, montre que G est fini d’ordre p1ps - -p,. O

6.2.3 Caractérisation de la résolubilité d’un groupe fini par les suites de
Jordan-Holder.

On a défini la notion de groupe résoluble par le caracteére stationnaire de la suite des groupes
dérivés. Nous avons donné au théoréeme 6.1.3 une définition équivalente en termes de suite de
composition ou en terme de suites normales. Le théoréme suivant donne une autre définition
équivalente, dans le cas des groupes finis, en termes cette fois de suites de Jordan-Holder.

THEOREME. Soit G un groupe fini non trivial. Le groupe G est résoluble si et seulement s’il
existe une suite de Jordan-Holder de G dont tous les quotients sont (cycliques) d’ordre premier.

Preuve. Supposons qu’il existe une suite de Jordan-Hélder de G dont tous les quotients sont
d’ordre premier. Chaque quotient est alors cyclique, donc abélien, de sorte que la résolubilité
de G découle directement du théoréeme 6.1.3. Réciproquement, supposons que G est résoluble.
Comme G est supposé fini, il résulte de la proposition 1 de 6.2.2 qu’il existe une suite de
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Jordan-Holder G = Go>G1>--->G,, = {e}. Done, pour tout 0 < i < n — 1, le quotient
G;/G;y1 est simple. Puisque G est résoluble, il en est de méme de chaque sous-groupe G; et
de chaque quotient G;/G;+1, par application de la proposition 6.1.2. Ainsi, tous les quotients
G;/Gi+1 sont simples et résolubles, donc cycliques d’ordre premier d’apres la proposition 2
de 6.1.4 O

6.2.4 A propos du théoreme de Jordan-Holder.

DEFINITION. Deux suites de composition G = Go>Gi1>---> Gy = {e} et G = Kg> K1>---> K) =
{e} d’'un groupe G sont dites équivalentes lorsque n = p et qu’il existe une permutation o € S,

telle que Gi/Giv1 =~ Ky(;)/ Ky(iy41 pour tout 0 <i <n — 1.

Ezemple. Reprenons 'exemple 3 de 6.2.2. Les quatre suites de Jordan-Hélder de Co4 sont
équivalentes, car les quotients correspondants sont respectivement isomorphes a :

suites quotients
Coy D> C1a > Cg > C5 D> {e} Ca, Cy, Cy, Cs
Cay > Cg > Cy > Cy D {e} Cs, Cy, Cy, Cy
Coy > Cpa > Cy > Cy > {e} Cy, C3, Cy, Cy
Cay > Cr12 > Cs > Cy > {e} Co, Cy, Cs, Cy

Cette propriété est un cas d’application du théoréme général suivant (que nous citons pour
mémoire, mais ne démontrerons pas ici).

THEOREME (dit de Jordan-Holder). Si G est un groupe admettant une suite de Jordan-Hélder
(en particulier si G est un groupe fini), alors toutes les suites de Jordan-Hélder de G sont
équivalentes.

Preuve. Voir ouvrage de référence. O

En particulier, toutes les suites de Jordan-Ho6lder d’un groupe G admettant des suites de Jordan-
Hoélder sont de méme longueur. On appelle cette longueur commune la longueur de G.

Par exemple, il résulte de I’exemple précédent que Csy est de longueur 4.

En reprenant la preuve du théoreme de 6.1.4, on vérifie aisément que tout groupe d’ordre p”
(avec p premier et n > 1) est de longueur n.
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