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Cette deuxieme partie des notes, consacrée aux anneaux, est la suite des six chapitres sur les groupes.
On renvoie donc a la note préliminaire de cette premiere partie pour en expliquer les objectifs, et pour
quelques références d’ouvrages.

Sur les notions de base concernant les anneaux, on pourra se référer entre autres aux notes de cours
de 'U.E. “anneaux et applications” de la troisieme année de licence, citée dans le texte sous la forme
[PolyL3].
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Chapitre 7

Rappels et compléments sur les
anneaux quotients

Tous les anneaux considérés ici sont supposés commutatifs et unitaires. On suppose connues
les notions de sous-anneau, de morphisme d’anneaux, de groupe des éléments inversibles d’un
anneau (ou groupe des unités), d’intégrité, de corps, d’idéal d’'un anneau (voir par exemple
[PolyL3] chapitres 1, 2 & 3). L’anneau Z, les anneaux Z/nZ, les anneaux de polynomes, I’anneau
des entiers de Gauss et ses variantes, figurent parmi les exemples de références a connaitre.

7.1 Théoremes d’isomorphisme

7.1.1 Rappel : quotient d’'un anneau par un idéal
Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit I un idéal de A.

(a) L’idéal I est en particulier un sous-groupe du groupe additif A, et il est trivialement normal
puisque A est abélien. On peut considérer le groupe additif quotient A/I. Rappelons que,
si 'on note T la classe dans A/I d’un élément x de A, on a par définition :

T={yceA;x—yecl}:=c+1,
et que l'addition dans A/I est définie par :
T+y=x+y pour tous z,y € A.
En particulier, le groupe additif A/I est abélien, d’élément neutre additif 0 = I, et la

surjection canonique 7 : A — A/I, qui a tout élément x de A associe sa classe T, est un
morphisme de groupes pour ’addition.

(b) On définit ensuite dans A/I une multiplication en posant :

T.Y=7Ty pour tous x,y € A,

1. Cette multiplication est bien définie, indépendamment des représentants choisis.

En effet. Soient ' € T ety €y. Alors ' —x € I et y —y € I. On décompose :
gy —ay=(@ —v+2)y —y+y) —ay=©@" —2)(y —y)+ @ —2)y+ 2y —y).
Comme 2/ —x € I et que [ est un idéal, on a (z' —z)(y' —y) € [ et (' —x)y € I;
de méme z(y’ — y) € I puisque y' —y € I. On conclut que z'y’ — xy € I comme
somme de trois éléments de I, et donc z'y’ = 7.
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2. Cette multiplication est associative, commutative, distributive sur l’addition dans
A/I, et admet 1 comme élément neutre.
En effet. Quels que soient z,y,z € A, on a (T )z = (zy)z = z(y2) = T (§Z), ce qui
montre I'associativité. Les autres axiomes d’anneau se vérifient de méme. O
3. La surjection canonique 7 vérifie (1) = 1 et w(zy) = n(x)n(y) pour tous x,y € A.

En effet. Par définition de = d’une part, et de la multiplication dans A/I d’autre
part, on a m(zy) =Ty =T y = w(x)7(y). O

On a ainsi démontré :

THEOREME (anneau quotient). Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout idéal I de A,
le quotient A/I est un anneau commutatif unitaire, et la surjection canonique w: A — A/I est
un morphisme d’anneaux unitaires.

7.1.2 Propriété universelle de ’anneau quotient

LEMME (factorisation des morphismes). Soient A un anneau commutatif unitaire, I un idéal de
A, et m la surjection canonique A — A/I. Soient A" un anneau commutatif unitaire, I' un idéal
de A’ et 7' la surjection canonique A" — A'/I'.

Alors, pour tout morphisme d’anneaux unitaires f : A — A’ vérifiant la condition f(I) C I', il
existe un unique morphisme ¢ : A/I — A'/I' tel que pom =70 f.

I

1

A/l ——= A'/T
fr—y

Preuve. Notons T = 7(z) pour tout « € A et § = 7’(y) pour tout y € A’. Posons ¢(T) = f/(;)
pour tout & € A. Il est facile de vérifier que 'hypothese f(I) C I’ assure que ¢ est bien

définie (c’est-a-dire que f(xz) = f(2’) lorsque T = T’). On définit ainsi une application
p: A/T — A'/T', qui est clairement un morphisme d’anneaux unitaires puisque f,m, 7’ sont
des morphismes d’anneaux unitaires. Par construction, ¢ vérifie p om = 7’ o f, et cette

condition impose que ce choix de définition de ¢ est unique. O

THEOREME (propriété universelle de 'anneau quotient). Soient A un anneau commutatif uni-
taire, I un idéal de A, et m la surjection canonique A — A/I. Alors :

(i) Pour tout anneau commutatif unitaire A’ et tout morphisme d’anneaux unitaires f : A —
A’ tel que I C Ker f, il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires ¢ : A/I — A’ tel

ue f =pom;
que f = AfA,

| A

A/l
(ii) De plus : ( f surjectif = ¢ surjectif ) et (I =Kerf = ¢ injectif ).

Preuve. Le point (i) résulte de Papplication immédiate du lemme précédent en prenant I’ =
{04/}, de sorte que la condtion f(I) C I’ se traduit par I C Ker f. Les deux assertions du
point (ii) se déduisent immédiatement du fait que ¢(Z) = f(z) pour tout = € A. O
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7.1.3 Premier et deuxieme théoréemes d’isomorphisme

THEOREME (dit premier théoréme d’isomorphisme). Soient A et B deux anneaux commutatifs
unitaires, et f : A — B un morphisme d’anneaux unitaires. Alors ’anneau quotient de A par
l'idéal Ker f est isomorphe au sous-anneau Im f = f(A) de B. On note : A/ Ker f ~ Im f.

Preuve. On applique simplement le théoréme 7.1.2 en prenant pour A’ le sous-anneau Im f
de B et pour I I'idéal Ker f de A, de sorte que ¢ est un isomorphisme. O

Ce résultat est un analogue pour les anneaux du théoréme vu en 2.2.3 sur les groupes quotients.
On a de méme ’analogue suivant du dernier théoreme de 2.2.5.

THEOREME (dit deuxiéme théoréme d’isomorphisme). Soit A un anneau commutatif unitaire.
Soient B un sous-anneau unitaire de A et I un idéal de A . Alors :

(i) BN I est un idéal de B ;
(ii) B + I est un sous-anneau unitaire de A et I est un idéal de B+ 1 ;
(iii) on a l'isomorphisme d’anneaux B/(BN1I)~ (B+1)/I.

Preuve. Les deux premiers points découlent d’une vérification directe élémentaire laissée au
lecteur. Pour le point (iii), on applique le lemme 7.1.2 & l'injection canonique j : B — B+ 1,
qui vérifie bien j(BNI) C I. Il existe donc un morphisme d’anneau unitaire ¢ tel que 'on

ait le diagramme : j
B B+1 |

T

B/(BNI)—5= (B+1)/1

avec p o = 7' o j. On vérifie aisément que Ker(n' o j) = BN I d’ou 'injectivité de . De
méme la surjectivité de 7’ o j implique celle que ¢. O

7.1.4 Idéaux d’un anneau quotient et troisieme théoreme d’isomorphisme

PROPOSITION ET NOTATION. Soient A un anneau commutatif unitaire, I un idéal de A et w la
surjection canonique A — A/I.

(i) Pour tout idéal J de A, I'image 7(J) est un idéal de A/I ; on le note J/I.

(ii) Réciproquement, pour tout idéal K de A/I, il existe un unique idéal J de A contenant I
tel que K = J/I.

Preuve. Le point (i) résulte simplement du fait général que I'image d’un idéal par un mor-
phisme d’anneaux surjectif est un idéal. Pour le point (ii), soit K un idéal de A/I. Posons
J=n"YK)={z € A; n(x) € K}. En tant quimage réciproque d’un idéal par un mor-
phisme d’anneaux, J est un idéal de A. Si x € I, on a w(z) = 0, donc 7(z) € K, de sorte
que z € 7 }(K), c’est-a-dire x € J. Ceci montre que I C J. Par définition de J, on a
m(J) C K. Réciproquement, soit T € K, avec x € A; comme 7(z) =T € K, on a clairement
ren YK)=J, etdoncT = 7(x) € n(J). En résumé, K = 7(J), ce que 'on note K = J/I.

Montrons maintenant 'unicité. Soit donc J’ un idéal de A contenant I tel que 7(J) = w(J).
Soit « € J quelconque. On a T = w(x) € w(J), donc T € w(J'). Il existe donc y € J’ tel que
T =7, cest-a-dire z —y € I. Mais I C J’, donc z —y € J’' ce qui, comme y € J’, implique
que z € J'. Ceci montre que J est inclus dans J'. L’inclusion réciproque s’obtient de méme
et I'on conclut que J = J'. O
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On résume cette proposition en énongant que :

il existe une bijection (& savoir J — J/I) entre ’ensemble des idéaux de A contenant
I et I'ensemble des idéaux de I'anneau quotient A/I.

EXEMPLE D’APPLICATION (idéaux de Z/nZ). Fixons un entier n > 2. Pour tout diviseur ¢ de n,
il existe un et un seul idéal de Z/nZ d’ordre ¢, qui est dZ/nZ ou n = dq. Réciproquement tout
idéal de Z/nZ est de ce type.

Par exemple, dans Z/127Z, les idéaux sont : {0} = 12Z/12Z, {0,6} = 6Z/12Z, {0,4,8} =

47,)127, {0,3,6,9} = 3Z/12Z, {0,2,4,6,8,10} = 2Z/12Z et Z/12Z.

THEOREME (dit troisieme théoréme d’isomorphisme). Soient A un anneau commutatif unitaire et
I un idéal de A. Pour tout idéal J/I de A/I, avec J idéal de A contenant I, on a I'isomorphisme
d’anneaux (A/I)/(J/I) ~ A/J.

Preuve. On applique le théoréme 7.1.2 : comme I C J, la surjection canonique 7’ : A —
A/J, x — 7 induit canoniquement un morphisme surjectif ¢ : A/I — A/J, T — Z. Son
noyau est formé des classes T € A/I telles que = € J, c’est-a-dire que Ker ¢ = J/I. D’ou le
résultat en appliquant le premier théoreme d’isomorphisme. O

7.2 Théoreme des restes chinois

7.2.1 Somme et produit d’idéaux, idéaux comaximaux
RAPPELS (voir [PolyL3] chapitre 3). Soit A un anneau commutatif unitaire. Rappelons que :

1. Pour toute partie X non-vide de A, on appelle idéal engendré par X dans A l'intersection
de tous les idéaux de A contenant X ; c’est le plus petit idéal de A contenant X. C’est
I’ensemble des éléments qui peuvent s’écrire sous la forme de sommes finies Z?Zl xja; avec
T1,...,xp € X et ay,...,a € A.

2. Si X est réduit a un singleton {z} avec z € A, 'idéal engendré par X est appelé 'idéal
principal engendré x. On le note A ; ¢’est I’ensemble des éléments de A qui peuvent s’écrire
sous la forme za avec a € A :

zA={za;ac A}

3. Si I et J sont des idéaux de A, la réunion I U J n’est en général pas un idéal de A. L’idéal
engendré par I U J est appelé I'idéal somme de I et J, noté I 4+ J; c’est I’ensemble des
éléments de A pouvant s’écrire comme somme d’un élément de I et d’un élément de J :

I+J={zs+y;zxelyeJ}

4. En particulier, si x et y sont deux éléments de A, I'idéal de A engendré par x et y est la
somme des deux idéaux principaux xA et yA :

zA+yA={xa+yb;a,be A}

5. Si [ et J sont des idéaux de A, 'ensemble des produits d’un élément de I par un élément
de J n’est en général pas un idéal de A. L’idéal engendré par cet ensemble est appelé 'idéal
produit de [ et J, noté IJ; il vérifie IJ C I N J, et 'on a pour tout z € A :

n
(zell)s (ilexisten € N*, y1,...,yn €I, z1,...,2, € J, tels que x = > y;z; ).
i=1
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EXERCICE. Montrer que, pour trois idéaux I, J, K d’'un anneau commutatif unitaire A, on a :
I+(J+K)=(I+J)+ K, I(JK)=(IJ)K, I(J+K)=1J+IK.

DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit que deux idéaux I et J de A sont
comazimauz (ou encore étrangers) lorsque I + J = A.

PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(i) SiI et J sont deux idéaux comaximaux de A, alors [J =1NJ

(ii) Si de plus A est un anneau principal, et si I et J sont deux idéaux non-nuls de A vérifiant
IJ =1nNJ, alors ils sont comaximaux.

Preuve. Montrons (i). On a toujours IJ C I'NJ. Réciproquement, soit x € I NJ quelconque.
L’hypothese A = I 4+ J permet d’écrire 1 = a+ b avec a € [ et b € J, donc = = za + xb.
Maisza€ [Jcarx e Jetac [, etabelJcarx €l etbe J. Doncx=xza+x2be IJ. On
a ainsi montré que IJ =1NJ.

Pour (ii), supposons maintenant que A est principal. Il existe donc z,y € A non-nuls tels que
I =xAetJ=yA. llestclair quon a alors IJ = xyA. Il existe aussi d € A tel que I+J = dA.
Il s’agit de vérifier que d est inversible dans A, ce qui montrera bien que dA = A. L’inclusion
I C I+ J,ouencore zA C dA se traduit par existence d’un élément 2’ € A tel que x = dx’.
De méme il existe y’ € A tel que y = dy’. Considérons I’élément m = da'y’ = xy’ = 2'y. 1l
est clair que m € I N J. Donc d’apres I’hypothese, m € xyA. Il existe donc k € A tel que
dr'y’ = m = kxy = kd%x"y’, ou encore (kd — 1)dz'y’ = 0. L’intégrité de A implique alors
kd =1, ce qui acheve la preuve.

REMARQUE. On aura reconnu (voir [PolyL3] chapitre 6) dans la preuve du point (ii) que d est
le pged de x et y, qui est ici inversible, ce qui correspond au fait que x et y sont premiers entre
eux, c’est-a-dire par le théoreme de Bézout que A = xA + yA.

REMARQUE. Le point (ii) n’est plus vrai lorsqu’on ne suppose plus A principal; il peut exister
alors des idéaux non-nuls I, J qui vérifie I.J = I N J mais ne sont pas comaximaux.
Contrexemple : prendre A = K[X,Y] ot K est un corps commutatif, ] = AX et J = AY. Il est
clair que INJ = AXY = 1J, et pourtant AX + AY # A.

THEOREME (des restes chinois). Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient I et J deux
idéaux comaximaux de A. Alors :

I1J =1nNJ, et on a un isomorphisme d’anneaux A/l x A/J ~ A/IJ.

Preuve. On a déja remarqué a la proposition précédente que IJ = I N J. Introduisons
Papplication f : A — A/I x A/J produit des deux surjections canoniques 7 : A — A/I et
7't A— A/J; f est définie par f(x) = (T,%), avec w(z) =T et 7' (x) = Z. Il est clair que f
est un morphisme d’anneaux de noyau Ker f = I N J. On va montrer que f est surjective.
Pour cela, fixons un élément quelconque (7, z) de A/I x A/J. L’hypothése A = I+ .J permet
d’écrire 1 = a+baveca € I et b € J. Posons £ = yb+ za. On a yb € J et za € I, donc
m(x) =7(yb) = w(y —ya) = 7(y) =y et 7' (x) = 7'(za) = 7’'(z — 2b) = 7'(2) = Zz. On conclut
que f(z) = (7,2), ce qui montre la surjectivité de f. Il suffit d’appliquer alors le premier
théoreme d’isomorphisme a f pour conclure que A/IJ = A/(INJ) = A/Kerf ~Im f =
A/ x AlJ. O

Le théoreme dit des restes chinois en arithmétique élémentaire correspond au cas ou A = Z,
I =mZ et J = nZ pour deux entiers m et n premiers entre eux.
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7.2.2 Cas d’un nombre fini quelconque d’idéaux

DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire. Si I, I, ..., I}, sont des idéaux de A, on
peut définir de facon naturelle I’idéal produit I11s - - - I, comme I'idéal engendré par I’ensemble
tous les éléments de la forme H?Zl xj ou x¢j € I; pour tout 1 < j < k. Ses éléments sont donc

toutes les sommes finies de produits de ce type.

PREMIER LEMME. Soient A un anneau commutatif unitaire, et Iy, Io, ..., I} des idéaux de A. Si
un idéal I de A est comaximal avec chacun des I;, 1 < j < k, alors I est comaximal avec I'idéal

produit I1Iy - I}.

Preuve. Pour tout 1 < j <k, on a par hypothese I + I; = A, donc il existe z; € I et y; € I;
tels que x; + y; = 1. Il en résulte que H?zl(xj +y;) = 1. Or il est clair que ce produit se
développe sous la forme = + H§:1 14, ou x est une somme dont chaque terme contient en

facteur au moins 1'un des x;, de sorte que x € I. Comme par ailleurs y = H?zl y; appartient

a l'idéal produit I1 15 - - - I, I’égalité x + y = 1 prouve la propriété voulue. O
SECOND LEMME. Soient A un anneau commutatif unitaire, et Iy, Is, . .., I}, des idéaux de
les idéaux Iy, Is, . .., I sont deux a deux comaximaux, alors :

Lly--- Iy, =L Nnlhn---NI.

Preuve. On procede par récurrence sur k. Le cas k = 2 a été montré au point (i) de la
proposition 7.2.1. Supposons le lemme vrai jusqu’a un rang k et considérons des idéaux
Ii,... . Iy, I+ deux a deux comaximaux. Par hypotheése de récurrence, le produit I =
IiIs---Ij, est égal a lintersection Iy N Io N --- N I. Par ailleurs I et Ix4; sont comaxi-
maux d’aprés le lemme précédent. Donc d’apres le point (i) de la proposition 7.2.1, on a
Iy = I N Iy, c’est-a-dire I1 15 - Dkl = LN NI N Iggq, ce qui acheve la

A. Si

preuve. O
THEOREME (des restes chinois). Soient A un anneau commutatif unitaire, et Iy, I, ..., I des
idéaux de A. Si les idéaux I, Is, . . ., I, sont deux a deux comaximaux, alors on a un isomorphisme

d’anneaux :

A/(11[2 . Ik) ~ A/Il X A/I2 X X A/Ik

Preuve. D’apres le second lemme, on introduit 'idéal P = I1Is--- I, = LN Io N - N 1.
Pour pouvoir distinguer les classes modulo les différents idéaux P, I,...,Ix, on convient
d’utiliser la notation additive des classes; comme la classe T d’un élément x de A modulo P
est ’ensemble des y € A tels que y —z € P, on note T = x + P. On note de méme x + Iy la
classe de x modulo I, pour tout 1 < ¢ < k.

Considérons I'application :
¢ AJP — A/l x Ally x - x A/L,, v+ P+ (z+ L, 2+ I...,0+ I})

Il est clair que ¢ est bien définie car P est inclus dans chacun des Iy, et donc deux éléments
ayant la méme classe modulo P ont la méme classe modulo chacun des I,. Il est clair aussi
que ¢ est un morphisme d’anneaux.

Pour vérifier I'injectivité de ¢ prenons un élément x € A tel que x + P appartienne a Ker ¢.
Cela signifie que, pour tout 1 < ¢ < k, la classe de « + Iy est nulle dans A/, c’est-a-dire
que x € Iy donc z € P, ou encore z + P nulle dans A/P. Le noyau de ¢ est donc trivial.

Montrons la surjectivité de ¢. Il s’agit de montrer que, quels que soient x1,...,z, € A, il
existe x € A tel que x — zp € I; pour tout 1 < ¢ < k, de sorte que = + P est un antécédent

64



de (z1+ I1,..., 2z + Ix) pour ¢. Pour cela, introduisons pour tout 1 < r < k, en utilisant le
second lemme, I’idéal :
Pr 2211[2...IT,1]T+1...I]€ :I]_mlgm-“ﬂIT,] ﬁITJrl ﬂﬂ]k
D’apres le premier lemme, I, et P, sont comaximaux, et il existe donc a, € I,. et b, € P,
tels que a, + b, = 1. Remarquons que par définition méme, on a :
pour tout 1 <r <k, b.—1€ I, et b. € Iy quel que soit 1 <l #r <k.

Donnons-nous alors x1, ...,z € A quelconque. Posons x = Zle brx,.. Pour tout 1 < ¢ <k,
onax—xy=(by— Dxy+ Zleﬂ_# b,x,. Le premier terme appartient & I, car by — 1 € Iy,
et la somme appartient & I, car dans chacun de ses termes b, € I,. Ainsi x — xp € Iy et ceci
pour tout 1 < ¢ < k, ce qui acheve la preuve. O

7.3 Théoréme de Krull

7.3.1 Rappel : idéaux premiers et idéaux maximaux

DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Un idéal P de A est dit premier lorsque P # A et vérifie :

quels que soient deux éléments x et y de A, si xy € P, alors x € Pou y € P.

Un idéal M de A est dit maximal lorsque M # A et vérifie :

quel que soit I un idéal de A, si M est strictement inclus dans I, alors I = A.

REMARQUES. Par définition, {0} est premier si et seulement si A est intégre. Si A est un corps,
I'idéal {0} est I'unique idéal maximal de A, et si A n’est pas un corps, {0} n’est pas maximal.

THEOREME. Soit I un idéal d’un anneau commutatif unitaire A. On a :

I maximal <— A/I corps

ﬂ M

I premier <= A/I intégre

Preuve. Supposons que M est un idéal maximal de A. Comme M # A, anneau A/M est
non-nul. Considérons un idéal quelconque K de A/M. D’apres la proposition 7.1.4, il existe
un idéal J de A tel que M C J et K = J/M. Mais, par maximalité de M, linclusion M C J
implique que J = M ou J = A, c’est-a-dire J/M = {0} ou J/M = A/M. Ceci prouve que les
seuls idéaux de A/M sont {0} et A/M. On sait (voir [PolyL3] que cela traduit que A/M est
un corps. L’implication réciproque découle des mémes calculs. L’équivalence de la premiere
ligne est donc vérifiée.

Supposons que P est un idéal premier de A. Comme P # A, I'anneau A/P est non-nul.
Considérons 7,7 € A/P tels que Ty = 0. On a 7y = 0, c’est-a-dire xy € P. Comme P
est premier, on a x € P ouy € P, c’est-a-dire T = 0 ou ¥ = 0. Donc A/P est integre.
L’implication réciproque découle des mémes calculs. L’équivalence de la seconde ligne est
vérifiée. Il suffit de rappeler que tout corps est un anneau integre pour achever la preuve. [J

COROLLAIRE (idéaux premiers et maximaux d’un anneau quotient) Soient A un anneau com-
mutatif unitaire et I un idéal de A. La bijection J +— J/I entre I'’ensemble des idéaux de A
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contenant I et 'ensemble des idéaux de A/I induit par restriction une bijection entre I’ensemble
des idéaux premiers (respectivement maximaux) de A contenant I et ’ensemble des idéaux
premiers (respectivement maximaux) de A/I.

Preuve. Soit K un idéal de A/I et J 'unique idéal de A contenant I tel que K = J/I (voir
proposition 7.1.4). D’apres le théoreme 7.1.4, on a I'isomorphisme d’anneaux (A/I)/K =~
A/J. Deés lors, J est premier (resp. maximal) dans A si et seulement si A/J est integre
(resp. est un corps), c’est-a-dire si et seulement si (A/1)/K est intégre (resp.est un corps),
ce qui est équivaut & dire que K est un idéal premier (resp. maximal) de A/T. O

PROPOSITION. Dans un anneau principal, tout idéal premier non-nul est maximal (et donc, pour
les idéaux non-nuls, les notions de premier et de maximal coincident).

Preuve. Soit I un idéal premier non-nul de A. Il existe donc a € A, a # 0, tel que I = aA.
Soit J un idéal de A tel que I C J. Il existe b € A, b # 0, tel que J = bA. Comme a € I,
on a a € J donc il existe x € A tel que a = bx. Supposons que I # J, c’est-a-dire que b ¢ I.
Ainsia = bx € I avec b ¢ I, donc le fait que I soit premier implique que = € I. Donc il existe
y € A tel que z = ay. On déduit que a = bz = bay, ou encore a(l — by) = 0. L’intégrité de A
implique que 1 — by = 0, d’out by = 1, ce qui prouve que b € U(A), c’est-a-dire J = A. Ainsi,
pour tout idéal J de A tel que I C Jet J # I,onaJ = A. Donc I est un idéal maximal. [J

REMARQUE. La proposition ci-dessus n’est plus vraie si I’on ne suppose plus que A est principal :
il existe des anneaux commutatifs unitaires A possédant des idéaux premiers non-nuls qui ne
sont pas maximaux.

Ezemple. Prenons A = Z[X] et I = X A I'idéal principal engendré par X. Soit f : A = Z
I’application qui a tout polynéme P = a,, X™ + -+ 4+ a1 X + ag, avec les a; € Z, associe le
terme constant ag. Il est facile de vérifier que f est un morphisme d’anneaux unitaires, qu’il
est surjectif, et que son noyau est I = X A. D’apres le premier théoreme d’isomorphisme,
on a alors A/I ~ 7Z. Comme Z est intégre sans étre un corps, 'idéal I est premier sans étre
maximal. O

L’exemple ci-dessus montre que, bien que Z soit un anneau principal, ’anneau Z[X| n’est pas
un anneau principal.

Remarque. A titre d’exercice, on peut aussi le montrer de fagon élémentaire en vérifiant que,
par exemple, I'idéal I = 24 + X A engendré par 2 et X n’est pas un idéal principal. Par
I’absurde, supposons qu’il existe P € A tel que I = PA. Comme 2 € I, il existerait Q) € A tel
que 2 = PQ, d’ou par un raisonnement sur les degrés que P € Z. Comme de plus X € I, il
existerait R € A tel que X = PR, ce qui impliquerait P = £1 (et R = £X). On aurait donc
1= 4P € I, de sorte qu'il existerait S, T € A tels que 1 = 25 + T X, ce qui est clairement
impossible dans A = Z[X], puisque le coefficient constant de 25 + T X est pair. O

On verra plus loin en 8.2.3 qu’en fait un anneau de polynémes A[X] est principal si et seulement
si A est un corps (voir aussi [PolyL3]).

Le théoreme de Krull qui fait I’objet du paragraphe 7.3.3 est un résultat important et non trivial
qui démontre 'existence d’idéaux maximaux dans tout anneau unitaire commutatif. Sa preuve
utilise des arguments d’algebre générale sur les structures ordonnées, dont le lemme de Zorn,
que 'on rappelle ci-dessous.
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7.3.2 Rappels et compléments : ensembles ordonnés et lemme de Zorn

DEFINITIONS. Soit E un ensemble. On appelle ordre sur E ou relation d’ordre sur E une relation
binaire < qui est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive; rappelons que cela signifie
respectivement :

e pour tout z € E,onaz =Xz,

e pour tous z,y € E,si x Xy et y < x, alors x =y,

e pour tous z,y,z € E,siz Syety =z alors x X z.

On dit que (E, <) est un ensemble ordonné. 1l est clair que tout sous-ensemble d’un ensemble
ordonné est un ensemble ordonné (si < est une relation d’ordre sur E, elle est une relation
d’ordre sur tout sous-ensemble de E).

DEFINITIONS. Soit (F, <) un ensemble ordonné. Deux cas sont possibles :

e si, quels que soient deux éléments x,y € E, on a x <X y ou y = x, on dit que =< est un ordre
total, et que (E, =) est un ensemble totalement ordonné.

e sinon, l'ordre est dit partiel et (E, <) est un ensemble partiellement ordonné.

Concretement, tous les éléments d’un ensemble totalement ordonné sont deux & deux compa-
rables par la relation d’ordre, et ce n’est pas le cas dans un ensemble partiellement ordonné.

DEFINITIONS. Soit (F, <) un ensemble ordonné.

1. On appelle élément mazimal dans E tout un élément x € F tel que :

pour tout y € E, si x Xy, alors x = y.

2. Pour tout sous-ensemble F' de E, on appelle majorant de F' dans E tout élément m € E
tel que x < m pour tout x € F.

3. On dit que l'ensemble ordonné (E, <) est inductif lorsque tout sous-ensemble non-vide
totalement ordonné de E' admet un majorant dans E.

LEMME DE ZORN. Si (E, <) est un ensemble ordonné inductif non-vide, alors il admet (au moins)
un élément maximal.

Preuve. Voir ouvrage de référence ; elle pourra étre exposée en cours si le temps le permet. [

C’est cet argument qui permet par exemple de démontrer en toute généralité I’existence d’une
base dans un espace vectoriel, ou de démontrer le théoreme de Hahn-Banach. Dans le cadre de ce
cours, on va 'appliquer a I’ensemble des idéaux d’un anneau commutatif unitaire, partiellement
ordonné par I'inclusion.

7.3.3 Existence d’idéaux maximaux

THEOREME (de Krull). Tout anneau commutatif unitaire non-nul admet un moins un idéal
maximal.

Preuve. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit E I'ensemble de tous les idéaux de A
distincts de A. Il est non vide, car contient au moins {0}. L’inclusion définit une relation
d’ordre dans E. Ce n’est pas un ordre total, mais seulement un ordre partiel (si I,J € E
quelconques, on n’a pas forcément I C J ou J C I).
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Soit F' = {I;}rex une famille d’éléments de E totalement ordonnée par l'inclusion, c’est-
a-dire que, quels que soient k,¢ € X, on a Iy C I, ou I C I;. On introduit la réunion
I := Jpcx k- En général une réunion d’idéaux n’est pas un idéal (car cette réunion n’est
pas stable par addition), mais du fait que les idéaux I} sont ici supposés totalement ordonnés,
il est facile de vérifier que I est un idéal de A.

Si 'on avait I = A, on aurait 1 € I, donc il existerait k € X tel que 1 € I, d’'ou I, = A, ce
qui contredirait I € E. Clest donc que I # A, c’est-a-dire que I € E. Enfin il est clair que
tout I, € F vérifie I, C I, de sorte que I est un majorant de F' dans E. En résumé, on a
montré que E ordonné par I'inclusion est un ensemble partiellement ordonné inductif.

Par application du lemme de Zorn, E admet (au moins) un élément maximal M. Cela signifie
que M # A et que, quel que soit un idéal J de A tel que J # Aet M C J,ona J =M. On
conclut que M est un idéal maximal de A au sens de la définition de 7.3.1. O

COROLLAIRE (forme pratique d’application du théoréeme de Krull). Soit A un anneau commutatif
unitaire.

(i) Tout idéal de A distinct de A est contenu dans un idéal maximal de A.

(ii) Tout élément de A non inversible dans A est contenu dans un idéal maximal de A.

Preuve. Soit I un idéal de A tel que I # A. D’apres le théoreme de Krull, 'anneau A/I admet
un idéal maximal N. D’apres le corollaire 7.3.1, il existe un unique idéal maximal M de A
contenant I tel que N = M/I, ce qui prouve le point (i). La seconde assertion en découle
immédiatement en considérant pour tout x € A non-inversible dans A 1’idéal principal xA
qui est alors distinct de A. O
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Chapitre 8

Arithmétique dans les anneaux
principaux

8.1 Rappels généraux sur la divisibilité

Le but de cette section est de rappeler comment, dans un anneau commutatif unitaire A, les
principales notions sur la divisibilité s’interpretent en termes d’idéaux principaux. Rappelons
que, pour tout x € A, on note A = {zy; y € A} I'idéal principal de A engendré par x.

8.1.1 Multiples, diviseurs, éléments associés

DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient x et y deux éléments de A. On dit
que z est un diviseur de y dans A, ou encore que x divise y dans A, ou encore que y est un
multiple de x dans A, lorsqu'il existe a € A tel que y = za. On note alors : z|y.
PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tous x,y € A, on a :
(zly) = (yezd) s (yACzA).
Preuve. Supposons que z|y. Il existe a € A tel que y = za. Donc y € zA. De plus, tout

élément de yA est de la forme yb avec b € A, donc de la forme zab, et donc appartient & A,
ce qui montre que yA C zA. La réciproque est claire. O

REMARQUES. On déduit immédiatement que :
» Pour tous z,y,z € A, (zl|y et ylz) = (=z|z).
» Pourtoutue A, (ueU(A)) & (uA=A) & (uly quel quesoity € A).
» Pourtousz,uc A, (ucU(A) et zlu) = (z€U(A)).
DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient = et y deux éléments de A.
On dit que x et y sont associés lorsqu’on a a la fois z|y et y|z. On note alors x ~ y.
PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Pour tous x,y € A, on a :
(z~y) & (zly et ylx) & (zA=yA) < (ilexisteu € U(A) tel que z = uy).
Preuve. La premiere équivalence est vraie par définition, la seconde découle de 8.1.1. Pour
la derniere, supposons que z ~ y. Il existe u,v € A tels que x = uy et y = vz, donc

x =wuvz. Sixz = 0, alors y = 0, et on a x = uy pour tout u € U(A). Si z # 0, on écrit
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z(1—uv) = 0; intégrité de A implique que uv = 1, d’on u € U(A), ce qui montre le résultat

voulu. Réciproquement, supposons x = uy avec u € U(A); on a y|r et, puisque y = u ™

avec u~! € A, on a aussi z|y. On conclut que = ~ y. O
EXEMPLES.
(a) Dans Z, deux entiers m et n sont associés si et seulement si m = +n.

(b) Pour tout anneau integre A, deux polynomes P et @ de A[X] sont associés si et seulement
s'il existe ¢ € U(A) tel que P = cQ, et 'on a alors Q = ¢ 1 P.

(c) En particulier, si K est un corps, deux polynémes P et ) de K[X] sont associés si et
seulement s’il existe ¢ € K* tel que P = cQ.

REMARQUE. Deux éléments associés ont les mémes multiples et les mémes diviseurs dans A.
En effet. Supposons z ~ y. On a A = yA. Soit z un diviseur de y; alors yA C zA, d’ou
xA C zA, c’est-a-dire que z divise z. O

8.1.2 Eléments irréductibles, éléments premiers.

DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soit z un élément de A.

(a) x est dit irréductible dans A lorsqu’il n’est pas inversible dans A, et vérifie :
si x = ab avec a,b € A, alors a € U(A) oub e U(A).

(b) x est dit premier dans A lorsqu’il est non-nul et non inversible dans A, et vérifie :

si x divise ab avec a,b € A, alors x divise a ou x divise b.

EXEMPLES.

1. Dans 7Z, les éléments premiers et les éléments irréductibles sont les mémes : ce sont les
nombres premiers et leurs opposés.

2. Pour tout corps K, les polynémes de degré un sont toujours irréductibles dans K[X].
Si K = C, les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un. Si K = R,
les éléments irréductibles de R[X] sont les polynoémes de degré un, et les polynémes de
degré deux de discriminant strictement négatif.

REMARQUES.
» 0 n’est pas irréductible dans A.

» Dans la définition (a), le “ou” est exclusif. En d’autres termes, si x est irréductible dans
A et s’écrit x = ab, alors un seul des deux éléments a, b appartient a U(A).

» Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus I’étre dans un anneau contenant
A. Par exemple, 3 est irréductible dans Z, mais pas dans Q puisqu’il est inversible dans Q.
PROPOSITION (caractérisation en termes d’idéaux principaux). Soit A un anneau commutatif
unitaire intégre. Pour tout x € A, on a :
(i) (z irréductible dans A) < (xA maximal parmi les idéaux principaux de A distincts de A).

(ii) (= premier dans A) < ( xA idéal premier non-nul de A).
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Preuve. Supposons z irréducible. L’idéal principal M = x A est distinct de A car = ¢ U(A).
Soit J = aA un idéal principal de A distinct de A, c’est-a-dire tel que a ¢ U(A), et supposons
que M C J. Alors en particulier z € J, donc il existe b € A tel que x = ab. Puisque a ¢ U(A),
lirréductibilité de = implique que b € U(A). Donc x ~ a, d’'ot M = J. Ceci prouve que M
est maximal parmi les idéaux principaux distincts de A.

Réciproquement soit x € A tel que zA soit maximal parmi les idéaux principaux distincts
de A. Soient a,b € A tels que = ab. Alors & € aA, et donc xA C aA. Si a € U(A), alors
aA = A. Sinon, aA # A et la maximalité de xA implique alors que A = aA, donc = ~ a,
d’oti Pexistence de u € U(A) tel que x = ua. Mais x = ua = ba implique par intégrité de A
que b = u, et donc b € U(A). L’assertion (i) est ainsi établie.

L’équivalence (ii) est quant a elle évidente par définition méme d’un idéal premier (cf.7.3.1)
et par la proposition 8.1.1. O

COROLLAIRE. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.

(i) Tout élément de A associé a un élément irréductible dans A est irréductible dans A.

(ii) Tout élément de A associé a un élément premier dans A est premier dans A.

Preuve. Découle de la proposition précédente puisque deux éléments associés engendrent le
méme idéal principal. O

PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Tout élément premier dans A est
irréductible dans A.

Preuve. Soit x € A premier dans A. On a x ¢ U(A). Supposons que x = ab avec a,b € A. En
particulier z|ab, donc puisque x est premier, z|a ou z|b. Supposons que z|a. Il existe y € A
tel que a = zy, d’olt © = zyb, ou encore (1 — yb) = 0. A est integre et x est non-nul car
premier, donc yb =1, d’ott b € U(A). On prouve de méme que a € U(A) si z|b. O

REMARQUE. On verra plus loin que la réciproque est fausse en général (voit 8.2.4), mais vraie
pour les anneaux principaux (voir 8.2.1).

8.1.3 Pgcd, ppcm, éléments premiers entre eux

DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient z1, . .., T, des éléments de A.
On dit qu’ils sont premiers entre eux, ou étrangers, lorsque les seuls éléments de A qui divisent
x; pour tout 1 < ¢ < n sont les éléments de U(A).

PROPOSITION. Tout élément irréductible est premier avec tout élément qu’il ne divise pas.

Preuve. Soit z irréductible dans A. Soit y € A tel que x ne divise pas y. Par 'absurde,
supposons que u soit un diviseur commun de x et y non inversible dans A. On aurait alors
x = ua et y = ub avec a,b € A. Comme z = ua et u ¢ U(A), lirréductibilité de x
impliquerait que a € U(A). On obtiendrait u = xa~! avec a~! € A, de sorte que y = za~'b,
ce qui contredit le fait que x ne divise pas y.

DEFINITIONS. Soient @1, ...,x, des éléments d'un anneau commutatif unitaire integre A.

1. On dit qu'un élément a € A est un diviseur commun de x1, ..., z, dans A lorsque a divise
z; pour tout 1 <7 < n.

2. On dit qu'un élément a € A est un multiple commun de 1, ..., x, dans A lorsque z; divise
a pour tout 1 <1 < n.
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3. On suppose que les x; ne sont pas tous nuls. On dit que z1,...,x, admettent un plus
grand commun diviseur dans A lorsqu’il existe un élément d € A tel que d est un diviseur

commun de x1,...,Z, et tel que tout diviseur commun de x1, ..., x, divise d. On dit alors
que d est un pged de x1,...,x,.

4. On suppose que les z; sont tous non-nuls. On dit que xz1,...,x, admettent un plus petit
commun multiple dans A lorsqu’il existe un élément m € A tel que m est un multiple
commun de x1,...,x, et tel que tout multiple commun de z1,...,z, est un multiple de
m. On dit alors que m est un ppcm de x1,...,xy,.

REMARQUES.

» Parce que deux éléments associés dans A ont les mémes multiples et les mémes diviseurs
dans A, il est clair dans le point 3 ci-dessus qu’un élément d’ € A est un pged de zy,...,x, si
et seulement s’il est associé & d; de méme pour le ppcm dans le point 4. On dit que le pged et
le ppcm, lorsqu’ils existent, sont définis a [’association prés. On note alors :

d ~ pged(x1,...,x,) et m ~ ppem(zy,...,Ty).

» Soient x1,...,x, des éléments non-tous nuls de A. Il est clair que :
x1,..., 2T, sont premiers entre eux dans A si et seulement si pged(x1,...,zy,) ~ 1,
ce qui traduit encore que U(A) est 'ensemble des pged de x1, ..., xy,.

Dans le cas de deux éléments, on a un lien important entre pged et ppcm :

PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Si deux élément non-nuls x,y € A
admettent un ppcm dans A, alors ils admettent un pged dans A, et on alors la relation :

xy ~ pged(z,y) X ppem(z,y).

Preuve. Supposons que x et y admettent un ppcm m. Comme m est un multiple de x et de
y, il existe 2/, y’ € A tel que m = xz’ = yy'. Le produit zy est aussi un multiple de = et de
y donc de m, donc il existe d € A tel que zy = md. Ainsi zy = zz'd, donc par intégrité de
A, y = 2'd. De méme x = y'd, ce qui prouve que d est un diviseur commun de z et y.

Suposons maintenant que e est un diviseur commun de z et de y. Il existe z”,y” € A tels
que z = ex’ et y = ey”. L’élément n = ex”y"’ = xy” = 2"y apparait comme un multiple
commun de x et y. C’est donc un mutiple de m par définition du ppem. Il existe k € A
tel que n = km. Donc kme = ne = €22’y = zy = md d’olt ke = d par intégrité de A,
c’est-a-dire que e divise d. On conclut que d est un pged de a et y. O

ATTENTION.

e On peut dans certains anneaux trouver deux éléments qui n’admettent pas de pged, ou
qui admettent un pged mais pas de ppem (voir plus loin 8.2.4).

e Méme dans les anneaux les plus simples, la relation entre pged, ppcm et produit peut ne
plus étre vraie si ’on considere plus que deux éléments :
par exemple dans Z, pged(2,3,4) X ppem(2,3,4) =1 x 12 # 2 x 3 x 4.
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8.2 Cas des anneaux principaux.

8.2.1 Eléments irréductibles dans un anneau principal

Rappelons qu’on appelle anneau principal un anneau commutatif unitaire qui est integre et dans
lequel tout idéal est principal (c’est-a-dire que, quel que soit I un idéal de A, il existe x € A tel
que I = zA). On a déja vu en 7.3.1 que la réciproque du fait que tout idéal maximal est premier
est vrai dans le cas des anneaux principaux :

Dans un anneau principal, tout idéal premier non-nul est maximal (et donc, pour les
idéaux non-nuls, les notions de premier et de maximal coincident).

On a aussi dans ce cas la réciproque suivante de la seconde proposition de 8.1.2 :

PROPOSITION. Dans un anneau principal, tout élément irréductible est premier, et donc les
notions d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans ce cas.

Preuve. Soit z un élément irréductible de A. Il est non-inversible (par définition), non-nul
(voir remarque 8.1.2), et 'idéal M = xA est maximal parmi les idéaux principaux de A
distincts de A (voir premiere proposition de 8.1.2). Mais ici tout idéal de A est par hypothese
principal. Donc M est tout simplement un idéal maximal de A. Donc M est un idéal premier
de A (voir 7.3.1), et comme il est non-nul, on déduit de la premiere proposition de 8.1.2 que
z est un élément premier dans A. O

8.2.2 Pgcd et ppcm dans un anneau principal

THEOREME. Soit A un anneau principal.

Toute famille x1,...,x, d’éléments non tous nuls de A admet des pged dans A, qui sont les
générateurs de l'idéal x1 A+ -+ + x, A :

(dest un pged de 1, ...,y ) & (x1A+ -+ 2,A=dA)

Toute famille x4, ...,x, d’éléments tous non nuls de A admet des ppcm dans A, qui sont les
générateurs de l'idéal xt1AN--- Nz A :

(m est un ppcm de z1,...,2, ) < (T1AN---Nz,A=dA)

Preuve. Comme A est un anneau principal, I'idéal 1 A+- - -+z,, A est principal. Il existe donc
d € A tel que x11A+ -+, A = dA. Montrons que d est un pged de z1,...,x,. Pour tout
1<i<n,onaz;ACax1A+ -+ 2,4, donc ;A C dA, donc d|z;. Soit maintenant ¢ € A
tel que c|a; pour tout 1 < i < n. Alors 2;A C cA pour tout 1 <4 < n, done, puisque cA est
stable par addition, 1A+ --+x, A C cA, c’est-a-dire dA C cA, et donc ¢|d. Ceci prouve que
d est un pged de z1,...,x,. Réciproquement, soit d’ un pged de z1,...,x,. D’apres 8.1.3,
onad ~d, donc dA = d' A, c’est-a-dire d'A = 21 A+ -+ + x,A.

De méme, l'idéal x1AN---Nx, A est principal. Il existe m € A tel que z1AN---Nxz, A =mA.
Montrons que m est un ppcm de x1, ..., Z,. Pour tout 1 <i<mn,onax;A 2D z1AN---Nz, A
donc x;A O mA, donc x;|m. Soit maintenant ¢ € A tel que z;|c pour tout 1 < i < n. Alors
;A D cA pour tout 1 <7 <n, donc z1AN---Nxz,A D cA, c’est-a-dire mA DO cA, et donc
m/|c. Ceci prouve que m est un ppcm de . Réciproquement, soit m’ un ppem de a1, ..., x,.
D’apres 8.1.3, on a m’ ~ m, donc mA = m’A, c’est-a-dire m'A = 1 AN - N, A. O

COROLLAIRE (propriété de Bézout). Soit A un anneau principal. Soient x1, ..., x, des éléments
non tous nuls de A. Alors x1,...,x, sont premiers entre eux dans A si et seulement s’il existe
UL, ..., U, € A tels que x1u1 + -+ - + xpuy = 1.
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Preuve. Conséquence immédiate de la premieére assertion du théoréme précédent. O

Les coefficients uy,...,u, dans la propriété de Bézout ne sont pas uniques (voir par exemple
[PolyL3] pour leur détermination dans le cas n = 2).

Une conséquence de la propriété de Bézout est le résultat suivant bien connu et tres utile en
arithmétique élémentaire des anneaux principaux.

COROLLAIRE (lemme de Gauss). Soit A un anneau principal. Pour tous a,b,c dans A, on a :

( a divise be, et a premier avec b ) = ( a divise ¢ )

Preuve. Comme a et b sont premiers entre eux, il existe d’apres la propriété de Bézout
u,v € A tels que au + bv = 1. Donc ¢ = cau + cbv. Comme a divise be, on a bec € aA, donc
bcv € aA. Par ailleurs il est clair que acu € aA. Par stabilité de I'idéal a A pour I’addition,
on conclut que ¢ = acu + bev € aA. O

8.2.3 Cas particulier des anneaux euclidiens

Rappelons tout d’abord la définition suivante :

DEFINITION. On appelle anneau euclidien un anneau commutatif unitaire qui est integre, et
pour lequel il existe une application d : A* — N vérifiant les deux conditions suivantes :

1. pour tous a,b € A*, (alb) = (d(a) <I(b) );
2. pour tout a € A et b € A*, il existe ¢,r € A tels que :
(a=bg+r) et (r=0 ou §(r) <di)).

Une application § vérifiant ces deux conditions s’appelle un stathme euclidien. Dans la condition
2, on dit que q est un quotient et r un reste dans la division euclidienne de a par b.

Remarquons que la définition d’un stathme n’impose pas de conditions d’unicité de ¢ et r dans
la seconde condition.

EXEMPLES FONDAMENTAUX (voir par exemple [PolyL3] pour les preuves).
(a) L’anneau Z est euclidien, pour le stathme défini par §(z) = |x| pour tout = € Z*.

(b) Si K est un corps, 'anneau K [X| est euclidien, pour le stathme défini par §(F') = deg F’
pour tout F' € K[X] non-nul.

(c) L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien, pour le stathme défini par §(z) = zZ pour
tout z € Z[i] non-nul.

THEOREME. Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. Soit A un anneau euclidien, de stathme J. Il est integre, et il s’agit donc de montrer
que tout idéal I de A est principal. C’est clair si I = {0} (alors I = 0A4) ousi I = A (alors
I =1A). On suppose donc I # {0} et I # A. On consideére E = {6(z); x € I,z # 0}. Clest
une partie non-vide de N, elle admet donc un plus petit élément n. Il existe z € I, © # 0
tel que n = §(x). Soit alors a € T quelconque; par division euclidienne de a par z, il existe
q,r € Atelsque a =xzqg+r avecr =0ou d(r) < d(z) =n. Orr =a—xq avec a € I et
x € I, donc r € I par définition d’un idéal. Par minimalité de n, on ne peut donc pas avoir
0(r) < n, et donc nécessairement r = 0, d’ott @ = zq. Ceci prouve que tout a € I appartient
a xA. On conclut que I C zA, et donc I = zA. O
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EXEMPLES, CONTRE-EXEMPLES, REMARQUES.
(a) On retrouve que : Z, Z[i], et K[X] lorsque K est un corps, sont des anneaux principaux.

(b) La réciproque du théoreme est fausse. Il existe des anneaux principaux qui ne sont pas
euclidiens. C’est par exemple un exercice classique que de montrer que :

lanneau Z[w] = {a + wb; a,b € Z} pour w = 1—%—1’27@ est principal et non euclidien.

(¢) On a déja observé précédemment que 'anneau Z[X| n’est pas principal. Ceci montre que,
pour un anneau commutatif unitaire integre A :

( A euclidien # A[X] euclidien ) et ( A principal # A[X] principal ).

On a en fait le résultat général suivant :

PROPOSITION (cas des anneaux de polynomes). Soit A un anneau commutatif unitaire. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) A est un corps. (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Preuve. On a déja vu que (i) = (ii) = (iii). Supposons donc maintenant A[X] principal.
En particulier, A[X] est integre, donc A est intégre (en tant que sous-anneau d’un anneau
integre). Considérons I'application f : A[X] — A qui, & tout polynéme P = Y7  a; X",
associe le coefficient ag. Il est facile de voir que f est un morphisme d’anneaux, qui est
clairement surjectif. Donc le premier théoréme d’isomorphisme conduit & A[X]/Ker f ~ A.
L’intégrité de A implique que A[X]/Ker f est intégre, donc d’apres 7.3.1, Ker f est un idéal
premier non-nul de A[X]. Mais comme A[X] est supposé principal, Ker f est alors, d’apres la
seconde proposition de 8.2.1, un idéal maximal de A[X]. Donc A[X]/Ker f est un corps en
réappliquant 7.3.1. On conclut via I'isomorphisme A[X]/Ker f ~ A que A est un corps. [

REMARQUE (pged dans les anneaux euclidiens). Il résulte du théoréme ci-dessus que toutes
les propriétés arithmétique vraies dans les anneaux principaux s’appliquent en particulier aux
anneaux euclidiens. Ces derniers possedent de plus des spécificités propres, en particulier le
lemme suivant :

LEMME (fondamental de 'algorithme d’Euclide). Soit A un anneau euclidien. Soient a,b € A
tels que b # 0. Alors, pour tout reste r d’une division euclidienne de a par b, tout pged de a et
b est associé a tout pged de b et . En d’autres termes, en notant § le stathme de A :

(a=bg+r, avecr =0 ou §(r) <d(b) ) = ( pged(a,b) ~ pged(b,r) ).

Preuve. 1l résulte de I’égalité a = bg+r que a € bA+rA; comme bA+rA est un idéal, on en déduit
que ax € bA+rA pour tout z € A, c’est-a-dire aA C bA+rA. Comme par ailleurs bA C bA+rA, la
stabilité de bA+1rA pour I’addition implique alors aA+bA C bA+rA. En écrivant ensuite r = a—bq,
on montre de méme que bA+rA C aA + bA. Finalement aA +bA = bA + rA. Donc, en notant d un
pged de a et b, et d’ un pged de b et r, on a dA = d'A, c’est-a-dire d ~ d’. O

L’application itérative de ce résultat est a la base de ’algorithme d’Euclide, méthode puissante
de calcul dans les anneaux euclidiens (voir [PolyL3| ou autres ouvrages de référence pour des
exemples de mise en ceuvre et d’applications).
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8.2.4 Contre-exemples

On considere dans C le sous-ensemble :

A =7Z[iV5] = {a+iVbb; a,be Z} C C.
Il est facile de vérifier que A est un anneau commutatif unitaire intégre, qui contient Z comme
sous-anneau, et que 'application N : A — Z définie par :

N(z) = |z|> = a® + 5b% pour tout = = a + ib\/5
est multiplicative. On en déduit en particulier que :
UA) ={ze€A; N(z) =1} ={-1;+1}.

» L’élément 3 est irréductible mais non premier dans A.

En effet. Montrons que 3 n’est pas premier dans A. Observons d’abord que 3 ne divise pas
2 +iy/5 dans A (en effet, on aurait sinon (2 4 iv/5) = 3(a + ib\/5) avec a,b € Z, d’ott 3a = 2
et 1 = 3b, ce qui est impossible). De méme 3 ne divise pas 2 — iv/5. Et pourtant 3 divise
9 = (244v/5)(2 —i/5) dans A. On conclut que 3 n’est pas premier dans A.

Montrons maintenant que 3 est irréductible dans A. Il est clair que 3 n’est pas inversible
dans A. Supposons que 3 = zy avec © = a + ib\V/5 et y = ¢ + id\/5, ot a,b,¢,d € Z. On a
N(xz)N(y) = N(zy) = 9 dans N*, donc trois cas seulement sont possibles : N(z) = N(y) = 3,
ou N(z) =1et N(y) =9, ou N(z) =9 et N(y) = 1. Or le premier cas est impossible (car
a? + 5b% = 3 n’a pas de solutions entieres), le second implique que x € U(A), et le troisieme
implique de méme que y € U(A). On conclut que 3 est irréductible dans A. O

» Les éléments z = 3 et y = 2+ i1/5 admettent un pged dans A mais n’admettent pas de ppcm
dans A.

En effet. Puisque 3 est irréductible dans A, les seuls diviseurs de = dans A sont +3 et +1.
On a vu que 3 ne divisent pas y, on en déduit que x et y admettent £1 comme pged. Si
r et y admettaient un ppcm, il résulte de la proposition précédente que ce dernier serait
m = +ry = £3(2+1iv/5). Or comme 9 = 3 x 3 = (2+iv/5)(2—i/5) est un multiple commun
de x et de y, ce serait un mutiple de leur ppcm m = 3(2+ Z\/g), et donc 3 serait un multiple
de 2+ i\/5, ce qui est clairement impossible dans A. O

> Les éléments © = 9 et y = 6 + 3iv/5 n’admettent pas de pged dans A.

En effet. En écrivant 2 = 3 x 3 = (2 4+ iv/5)(2 — iv/5) et y = 3(2 + iv/5), il apparait que 3
et 2 4+ iv/5 dont des diviseurs communs de et y. Supposons que z et y admettent un pged
d. Ce dernier serait divisible par 3 et par 2 4 iv/5. Il existerait a,b € A tel que d = 3a et
d = b(2 +i/5). Mais d’autre part il existerait 2,3y’ € A tels que 9 = dz’ et 6 + 3iv/5 = dy’.
D’ou en particulier 9 = 3az’ donc a diviserait 3 dans A, c’est-a-dire a = +3 ou a = £1. Le
cas a = +3 est impossible car d = +9 ne divise pas y = 6 + 3iv/5. Le cas a = +1 est aussi
impossible car on aurait d = £3 = b(2 + iv/5) qui n’a pas de solution dans A. O

D’apres les résultats de 8.2.1 et 8.2.2, chacune de ces trois assertions suffit a prouver que cet
anneau A n’est pas principal.

On va introduire dans le chapitre suivant une classe d’anneaux plus générale, englobant stric-
tement les anneaux principaux, dans lesquels on peut faire de I'arithmétique : tout couple
d’éléments y admet des pged et des ppcm, la propriété de Bézout n’y est plus toujours vérifiée,
mais le lemme de Gauss y reste vrai.
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Chapitre 9

Arithmétique dans les anneaux
factoriels

9.1 Notion d’anneau factoriel.

9.1.1 Décomposition en facteurs irréductibles

DEFINITION. On appelle anneau factoriel un anneau commutatif unitaire qui est integre, et
dans lequel tout élément non-nul et non-inversible se décompose en un produit d’un nombre fini
d’éléments irréductibles dans A, de fagon unique, & l'ordre pres et au produit par un élément
inversible pres.

Explicitement, cela signifie que A est integre et que l'on a :

(F1) tout élément a € A tel que a # 0 et a ¢ U(A) s’écrit a = rira...1y, avec 11,72,...,Tp
irréductibles dans A ;

(F2) sirirg...Tn = S182...Sm, QV€C T1,...,Tn, S1,- .., Sm irréductibles dans A, alors m = n, et
il existe une permutation o € S, telle que s; ~ r4(;) pour tout 1 <i < n.

On parlera de le décomposition de a en produit de facteurs irréductibles, bien que 'unicité
s’entende a la relation d’association pres.

FExemple. 7 est factoriel, la décomposition ci-dessus n’étant autre que la classique décomposition
en produit de facteurs premiers. Ce n’est qu'un cas particulier du théoreme 9.1.2 ci-dessous.

PROPOSITION (une définition équivalente de la factorialité). Un anneau intégre A est factoriel
si et seulement s’il vérifie la condition (F1) de la définition et la condition suivante :

(F2’)  tout élément irréductible dans A est premier dans A.

Preuve. Montrons d’abord que (F1) et (F2) impliquent (F2’). Soit 7 un élément irréductible
de A; en particulier r # 0 et r ¢ U(A). Supposons que r divise dans A un produit ab, avec
a,b € A non-nuls. Il s’agit de montrer que r divise a ou b. Soit x € A tel que ab = rz. Si
a € U(A), on a alors r divise b. De méme b € U(A) implique que r divise a. On suppose donc
maintenant que a ¢ U(A) et b ¢ U(A). D’apres la condition (F1), on a des décompositions
en produits d’éléments irréductibles : @ = a1...an, b = b1... by €t x = x1...2,. Dot
aj...apby ... by = rxy...xp. Comme 7 est irréductible, le condition (F2) implique qu’ou
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bien il existe 1 < ¢ < n tel que r ~ a;, auquel cas r divise a, ou bien il existe 1 < j < m tel
que 7 ~ b;, auquel cas r divise b. On a ainsi prouvé que 7 est premier dans A.

Montrons maintenant que (F2’) implique (F2). On suppose donc que tout irréductible est
premier dans A. Supposons que 772...7;, = 51S2...5;, avec r; et s; irréductibles dans A
pour tous 1 < i <mnetl<j<m. L'élément r; est premier car irréductible, et comme il
divise 5152 ... 8, il existe 1 < j < m tel que r; divise s;. On a donc s; = ar; pour un certain
a € A. Comme s; est irréductible et que m ¢ U(A), on a a € U(A), c’est-a-dire 71 ~ s;. Par
intégrité, on simplifie par r1 pour obtenir ra...7r, ~ 81...5-15j41...5mn. On réitere, et le
résultat voulu s’en déduit par récurrence. O

9.1.2 Cas des anneaux principaux

THEOREME. Tout anneau principal est factoriel.

Preuve. Soit A un anneau principal. En particulier, il est integre (par définition) et il vérifie
la condition (F2’) comme on I’a montré en 8.2.1. 1l suffit donc de montrer que A vérifie la
condition (F1). Pour cela, raisonnons par absurde, en supposant que A ne vérifie pas (F1).
Cela signifie que ’ensemble :

R={a€ A, a#0, a¢ U(A), a n'est pas produit d’éléments irréductibles}

est non-vide. Il en résulte que l'ensemble E = {aA ; a € R} des idéaux principaux de A
engendrés par les éléments de R est également non-vide. On montre que E est inductif (voir
7.3.2) pour linclusion. Pour cela, considérons F' = (I;)rex une famille d’éléments de F
totalement ordonnée par l'inclusion. Pour tout k € X, considérons un élément a; € R tel
que Iy = apA. La réunion I = |J,c x Ix est un idéal non-nul de A. Comme A est principal, il
existe b € A, b #£ 0, tel que I = bA. Puisque b € I, il existe a € R tel que b € arA, et donc
bA C apA. Comme par ailleurs ayA C I = bA, on conclut que I = axA, et donc I € E. En
résumé, toute famille d’éléments de E totalement ordonnée admet un plus grand élément.
On conclut que E est inductif.

D’apres le lemme de Zorn, E admet (au moins) un élément maximal ; notons-le cA, avec
¢ € R. Parce que ¢ € R, il est non-nul, non-inversible, et non-irréductible. Donc il existe
xz,y € Atel que c = zy avec x ¢ U(A) et y ¢ U(A). Il en résulte que cA C zA avec cA # A,
et cA C yA avec cA # yA. De plus, il est clair que x € R ou y € R (en effet, sinon, x et y
seraient produits d’irréductibles, et donc ¢ = zy aussi), d’ot zA € E ou yA € E. Dans I'un
ou autre cas, il y a contradiction avec la maximalité de cA dans E. O

EXEMPLES ET REMARQUES.

(a)
(b)

()

Les anneaux Z, K[X] pour K un corps, et Z[i], sont factoriels, car principaux.

La réciproque du théoreme ci-dessus est fausse : il existe des anneaux factoriels qui ne sont
pas principaux. En effet, on verra plus loin en 9.2.4 que, si A est factoriel, alors A[X] est
factoriel ; ainsi Z[X] est factoriel, alors qu’il n’est pas principal comme on ’a vu en 7.3.1.

Il existe des anneaux intégres non factoriels. Par exemple 'anneau Z[iv/5] étudié en 8.1.2
possede des éléments irréductibles non premiers, et ne vérifie donc pas la condition (F2’).

L’anneau quotient A/I d’un anneau factoriel A par un idéal I peut ne pas étre factoriel,
méme lorsqu’il est inteégre (c’est-a-dire lorsque I est premier). Considérons par exemple
I'anneau A = Z[X] qui est factoriel (voir ci-dessus). Si 'on prend I = (X2 + 1) A, 'anneau
A/I ~ 7Z][i] des entiers de Gauss est euclidien, donc principal, donc factoriel. Mais pour

I = (X?+5)A, 'anneau A/I ~ Z[i/5] n’est pas factoriel, comme on vient de le voir.
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9.1.3 Divisibilité dans les anneaux factoriels, lemme de Gauss.

Commentaire. Le but de ce paragraphe est d’établir pour les anneaux factoriels certaines
propriétés arithmétiques que nous avons déja démontrées pour les anneaux principaux (exis-
tence de pged, lemme de Gauss). Sur le plan strictement logique, il est donc suffisant de
les montrer comme ci-dessous dans le cadre plus général des anneaux factoriels. 11 n’est
néanmoins pas inutile de connaitre les preuves directes que nous avons données dans le cas
particulier des anneaux principaux, ne serait-ce que pour différencier les arguments généraux
de ceux spécifiques au cas principal, comme le théoreme de Bézout.

REMARQUES PRELIMINAIRES SUR LES NOTATIONS. Soit A un anneau factoriel.

(a) Dans I'ensemble des éléments irréductibles de A, 'association définit d’apres 8.1.2 une
relation d’équivalence. En choisissant un représentant dans chaque classe d’équivalence, on
définit un systéme de représentants #Z des éléments irréductibles. Tout élément irréductible
de A est alors équivalent & un unique élément irréductible de la famille Z.

quel que soit r irréductible dans A, il existe ' € Z et u € U(A) uniques tels que r = ur’.
Exemples :

1. Dans l'anneau Z, on choisit généralement comme systeme de représentants des éléments
irréductibles ’ensemble & des nombres premiers positifs. Tout élément irréductible de Z
est de la forme ep avec p € P et ¢ € U(Z) = {—1,+1}.

2. Dans I'anneau C[X], on choisit généralement comme systéme de représentants des éléments
irréductibles ’ensemble Z les polynémes de degré 1 unitaires (c’est-a-dire de coefficient do-
minant égal & 1). Tout élément irréductible est de la forme a(X — ) avec X — 8 € Z et
a e U(CIX]) =C*.

(b) Soit Z un systéme de représentants des éléments irréductibles dans A. Soit a € A non-nul
et non-inversible. Il résulte de la condition (F1) que a s’écrit de fagon unique :

a=urtry?. . .rls, avecu € U(A), r; € #Z et n; € N* pour tout 1 <i <s.

LT,
FEzxzemples :

1. Dans Z, tout élément a non-nul et distinct de 1 s’écrit de fagon unique a = e pi*ps? ... pos,

avec e = +1, et n; € N* et p; € & pour tout 1 <i <s.
2. Dans C[X], tout polynéme P(X) de degré > 1 s’écrit de fagon unique :
P(X) =a(X = B1)" (X = B2)" ... (X = B)",
avec @ € C*, et n; € N* et 5, € C pour tout 1 <7 <.

(¢) Soit Z un systeme de représentants des éléments irréductibles dans A. Soient a,b € A non-
nuls et non-inversibles. En réunissant les facteurs irréductibles intervenant dans 1’écriture
ci-dessus de a et dans celle de b, et en autorisant alors des exposants nuls dans 1'une des
décompositions, a et b s’écrivent de fagon unique :

N ni_no g o mi,.m2 Mq
a=ury ry”...Tq et b=ovr"ry?...rg?, avecu,vec U(A),

ri € Z, ni € N, m; €N, (n;,m;) # (0,0) pour tout 1 <i <gq.

LEMME (diviseurs d'un élément dans un anneau factoriel). Soit A un anneau factoriel. Soit
a € A, non-nul et non-inversible. Avec la notation (b) ci-dessus, les diviseurs de a dans A sont
tous les éléments de la forme :
wrtrB? ook, 0 <p; <n; pour tout 1 <i<s, weU(A).
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Preuve. Soit b un diviseur de a. Si b € U(A), le résultat est clair avec b = w et p; =
pa = -+ = ps = 0. Supposons donc maintenant que b ¢ U(A). Soit r un des facteurs
irréductibles intervenant dans la décomposition de b. Comme b|a, on a r|a, c’est-a-dire que
r divise r'ry?...r". Puisque r est premier (car irréductible dans un anneau factoriel,
voir 9.1.1), on en tire que r est associé & l'un des r;. Ceci prouve que b est de la forme
b= wrf1r§2 ...rPsavec w € U(A) et p; > 0 pour tout 1 < ¢ < s. Pour montrer ensuite
que p; < m; pour tout 1 < i < s, raisonnons par ’absurde. Supposons par exemple (pour

fixer les idées) que p; > ny. En notant a = ab avec « € A, on aurait donc : ury?...rl =

zwry "B P avec p1 —ny > 0, ce que contredirait la condition (F2). Ce qui achéve
la preuve. O

PROPOSITION (pged et ppem dans un anneau factoriel). Soit A un anneau factoriel.
(i) Deux éléments quelconques admettent toujours un pged, et un ppem dans A.

(ii) Plus précisément, si a et b sont deux éléments de A non-nuls et non-inversibles, on a avec
les notations (c) :
pged(a, b) ~ 1{”7“1212 e rtl;q et ppem(a,b) ~ T‘fITSQ .. rgq,
avec h; = min(n;, m;) et ¢; = max(n;, m;) pour tout 1 <i < gq.

Preuve. Soient a,b € A. Si a =0, on a pged(a,b) ~b. Sia € U(A), on a pged(a,b) ~a ~ 1.
De méme si b =0 ou b € U(A). Sinon, a et b sont non-nuls et non-inversibles : le point (ii)
résulte alors de la proposition précédente et la définition des pged et ppem (voir 8.1.3). O

THEOREME (dit lemme de Gauss). Soit A un anneau factoriel. Soient a,b, ¢ trois éléments de
A. Sia divise be et si a est premier avec b, alors a divise c. En d’autres termes :

(albc et pged(a,b) ~1) = (alc)

Preuve. On peut sans restriction supposer que a, b, ¢ sont non-nuls et non inversibles. Avec

la notation (c), on pose :
— n1 .12 n — mi,.ma m — P1,.p2 p
a=uri'ry?...rg?, b=vrry? . rg?, c=wri'ry .org?,  avec u,v,w € U(A).

On suppose albe, donc n; < m; + p; pour tout 1 < ¢ < q. Par contraposée, supposons que a

ne divise pas ¢, c’est-a-dire qu’il existe un indice j tel que n; > p;. Alors m; > n; —p; > 0.
Ainsi n; > 0 et m; > 0, donc r; divise & la fois a et b, ce qui contredit pged(a,b) ~ 1. O

REMARQUE. En revanche, la propriété de Bézout n’est plus forcément vraie dans un anneau qui
n’est pas principal (méme s’il est factoriel). Par exemple, dans Z[X], les éléments 2 et X sont
clairement premiers entre eux, mais pourtant il n’existe pas de polynoémes S, T € Z[X] tels que
25 + XT =1, comme on I’a déja observé en 8.2.1.

9.2 Polynoémes a coeflficients dans un anneau factoriel

9.2.1 Irréductibilité des polyndomes a coefficients dans un anneau factoriel

DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Soit P un élément de A[X] tel que P ¢ A. On appelle
contenu de P, noté ¢(P), un pged dans A des coefficients de P.

Remarque. La notion de contenu n’est définie qu’a ’association pres, c¢’est-a-dire au produit
par un inversible de A pres. Lorsque 'on écrit ¢(P) = a, on a aussi ¢(P) = ua pour tout
u € U(A). On peut aussi écrire ¢(P) ~ a.
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DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Un polynéme P dans A[X] est dit primitif lorsque
deg P > 1 et lorsque ses coefficients sont premiers entre eux.

( P primitif ) < (degP>1 et ¢(P)=1) < (degP>1 et ¢(P)ecU(A)).
Remarques.

(1) Tout polynéme unitaire non constant est primitif.
(2) Tout polynome P € A[X] tel que P ¢ A s’écrit P = ¢(P)P; avec Py primitif.

LEMME 1. Soit A un anneau factoriel. Soient Py et Py deux éléments primitifs dans A[X]. Soient
a1 et as deux éléments non-nuls dans A. Si a1 Py = asPs, alors a1 et as sont associés dans A, et
Py et P, sont associés dans A[X].

Preuve. Comme P; est primitif, on a ¢(a1P;) = a;. De méme c(agPy) = as. Donc a; et ag
sont deux pged des coefficients du polynéome a1 P; = a9 P». Ils sont donc associés dans A : il
existe u € U(A) tel que az = uay. On a alors a1 P = uay Py, ce qui implique que P; = uPy
car A[X] est integre (rappelons que A[X] est intégre si et seulement si A l'est ; voir cours de
L3). Puisque u est un élément inversible de A[X], on conclut que P; et P, sont associés. [

LEMME 2 (Gauss). Soit A un anneau factoriel. Soient P et ) deux éléments non constants de
A[X]. On a I'égalité c¢(PQ) = c¢(P)c(Q). En particulier, P et () sont primitifs si et seulement
si PQ est primitif.

Preuve. On montre d’abord la seconde assertion. Supposons que P et () soient primitifs et
que PQ ne le soit pas. Comme ¢(PQ) n’est pas inversible dans ’anneau factoriel A, il est
divisible par au moins un élément p irréductible et donc premier. Considérons ’anneau integre
B = A/pA. La surjection canonique 7 : A — B se prolonge canoniquement en un morphisme
d’anneaux 7 : A[X] — B[X] défini par #(} a; X?) = > m(a;) X?. Comme c¢(P) = 1, I'élément
p ne divise pas tous les coefficients de P, donc #(P) # 0. De méme, 7(Q) # 0. L’intégrité
de B impliquant celle de B[X], on en déduit que #(P)7(Q) # 0, c’est-a-dire 7(PQ) # 0. Or,
p divise ¢(PQ), donc tous les coefficients de PQ, donc 7#(PQ) = 0. D’ou une contradiction.
On a ainsi montré que P et @ primitifs implique PQ primitif.

Réciproquement, supposons P@ primitif. On peut toujours écrire P et @) sous la forme
P =c¢(P)P; et Q = ¢(Q)Q1 avec Py et Q1 primitifs. Alors P;@Q; est primitif d’apres ce qui
précede, et 1’égalité PQ = ¢(P)c(Q)P1@Q1 implique avec le lemme précédent que ¢(P)e(Q)
est associé a 1 dans A, c’est-a-dire inversible dans A. D’ou ¢(P) € U(A) et ¢(Q) € U(A), de
sorte que P et () sont primitifs. On a ainsi démontré ’équivalence de la seconde assertion.

Déduisons-en plus généralement la premiére. En notant P = ¢(P)P;, Q = ¢(Q)Q1 et PQ =
c¢(PQ)S1 avec P, Q1,51 primitifs, 1'égalité ¢(PQ)S1 = ¢(P)c(Q)P1Q1 implique, puisque
P11 est primitif d’apres le début de la preuve, que ¢(PQ) est associé a ¢(P)c(Q) dans A,
ce que l'on a convenu d’écrire aux éléments inversibles pres ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). O

LEMME 3. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Tout polynéme P € K[X]
tel que P ¢ K peut s’écrire P = qP;, avec q € K* et P, € A[X] primitif dans A[X].

Preuve. Notons P =Y %Xl avecn > 1, a; € A, s; non-nuls dans A, et a,, # 0. Quitte a
multiplier le numérateur et le dénominateur de chaque fraction a;/s; par un méme élément
non-nul de A, on peut écrire toutes les fractions a;/s; avec un méme dénominateur s (par
exemple un ppem des s;, ou encore simplement le produit de s;), sous la forme a;/s; = a}/s,
avec a; € A. Donc P = 13" ~a/X'. En désignant par d un pged des af, et en écrivant
a; = db;, les b; sont premiers entre eux dans A, de sorte que P = gPl avec P, = Z?:o b; X?
primitif.

81



THEOREME. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Soit R un élément non-nul
de A[X].

(i) Si R € A, alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est irréductible dans A.

(ii) Si R ¢ A, alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est primitif dans A[X]
et irréductible dans K[X].

Preuve. Rappelons que U(A[X]) = U(A) puisque A est inteégre (voir par exemple [PolyL3]).

(i) — Supposons R € A. Notons alors R = r. Supposons d’abord r irréductible dans A. En
particulier r ¢ U(A) donc r ¢ U(A[X]). Si P et @ dans A[X] sont tels que r = PQ, on a
0 =degr = degP +deg@ donc P € A et Q € A, de sorte que 'irréductibilité de r dans
A implique P € U(A) ou Q € U(A), cest-a-dire P € U(A[X]) ou Q € U(A[X]), ce qui
prouve que 7 est irréductible en tant qu’élément de A[X]. Supposons maintenant que r est
irréductible dans A[X]. En particulier r ¢ U(A[X]) donc r ¢ U(A). Si a,b € A sont tels que
r = ab, alors cette égalité dans A[X] implique a € U(A[X]) ou b € U(A[X]), c’est-a-dire
a€U(A)oubeU(A), ce qui prouve que r est irréductible en tant qu’élément de A.

(ii) — Supposons R de degré non-nul dans A[X], primitif dans A[X], et irréductible dans
K[X]. Si P et @ dans A[X] sont tels que R = PQ, comme R est irréductible dans K[X],
on a P ou @ dans U(K[X]) = K*. Mais P et @ étant & coeflicients dans A, cela signifie
que P ou @ appartient & A*. Considérons le cas o P € A, P # 0. Dans A[X], on peut
toujours écrire @ = ¢(Q)Q1 avec (Qq primitif. On a 'égalité R = Pc(Q)Q1 avec Pc(Q) € A,
Q1 primitif dans A[X] et R primitif dans A[X]. On en déduit avec le lemme 1 ci-dessus que
Pc(Q) € U(A). D’ou a fortiori P € U(A), ou encore P € U(A[X]). De méme Q € A, Q # 0,
implique @ € U(A[X]). On a ainsi montré que R est irréductible dans A[X].

Récipoquement, supposons R de degré non-nul irréductible dans A[X]. Ecrivons-le sous la
forme R = ¢(R)R; avec R; primitif dans A[X], de méme degré que R; lirréductibilité de R
implique alors Ry ou ¢(R) inversible dans A[X]. Comme deg Ry = deg R > 1, le premier cas
est exclu, donc ¢(R) € U(A[X]), c’est-a-dire ¢(R) € U(A), et donc R est primitif dans A[X].
Pour montrer maintenant que R est irréductible dans K[X], considérons P et ) dans K[X]
tels que R = P@. Raisonnons par ’absurde en supposant que P et () ne sont pas dans K ; ils
sont d’apres le lemme 3 de la forme P = 7 P; et Q = $Q1 avec a,b, ¢,d non-nuls dans A, et
Py, Q primitifs dans A[X], de mémes degrés strictement positifs que P et ) respectivement.
L’égalité R = PQ devient bdR = acP; Q1. Or R est primitif dans A[X] comme on vient de le
voir, et P11 'est aussi d’apres le lemme 2. En appliquant le lemme 1, on déduit que R est
associé & P1@; dans A[X]. Il existe donc u € U(A[X]) = U(A) tel que R = uP;Q;. Comme R
est supposé irréductible dans A[X], il en résulte que P, ou @ appartient a U(A[X]) = U(A),
ce qui contredit '’hypothese faite selon laquelle P et Q sont de degrés strictement positifs.
C’est donc que P ou @ appartient & U(K[X]) = K*, ce qui achéve de prouver que R est
irréductible dans K[X]. O

REMARQUE. On a en particulier montré dans la preuve ci-dessus le résultat souvent utile suivant :

Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Soit R un élément de A[X]. Si R est
le produit de deux éléments de K[X] de degré > 1, alors R est le produit de deux éléments de
A[X] de degré > 1.

On termine ce chapitre en développant trois applications classiques de ce théoreme, relatives a
lirréductibilité des polynomes a coefficients dans un anneau factoriel.
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9.2.2 Premiere application : réduction modulo p

NOTATIONS. Soit A un anneau factoriel, de corps de fractions K. Soit I un idéal premier de A et
L le corps de fractions de anneau integre B = A/I. A tout polyndéme R dans A[X], on associe

sa réduction modulo I, qui est le polynéme R dans B[X] défini par :
n n

siR= > a; X" avec a; € A, alors R= Y a@;X’, avec a; € B.
i=0 i=0
Il est facile de vérifier que I’application R — R définit un morphisme d’anneaux A[X] — B[X].

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, soit R =Y 1" ja; X" € A[X] tel que a,, ¢ I. Si R
est irréductible dans B[X| ou L[X], alors R est irréductible dans K[X].

Preuve. Supposons que R ne soit pas irréductible dans K[X]. Il s’écrirait donc comme produit
de deux polynémes de K[X] de degré > 1. Donc, en appliquant la derniére remarque de
9.2.1, il existerait dans A[X] un polynéme P = Y7 b;X* de degré p > 1 et un polynoéme
Q=21 ,cX"de degré g > 1 tels que R = PQ. On aurait alors b,c, = a,, ¢ I, donc by, ¢ I
et cqg ¢ I, d’olt deg P = p et deg @) = ¢. Mais par ailleurs R = PQ et l'irréductibilité de R
dans B[X] ou L[X] impliquerait que deg P = 0 ou deg @ = 0, d’ot1 une contradiction. O

On applique souvent ce principe pour le cas ot A = Z et en prenant pour I l'idéal principal
engendré par un nombre premier p, de sorte que B = L = Z/pZ est un corps. En rappelant
la notation classique F,, pour désigner le corps Z/pZ, la réduction modulo p d’un polynéme de

Z[X] est son image par le morphisme d’anneaux :
n

. —_— n .
ZX]—=FpX], R=> a,X'"—»R=) aX"
i=0 i=0
On a alors par exemple :

COROLLAIRE. Soit R un polynéme unitaire dans Z[X]. S’il existe un nombre premier p tel que
la réduction de R modulo p soit irréductible dans F),[X], alors R est irréductible dans Q[X] (et
donc dans Z[X| puisqu’il est primitif).

EXEMPLE. Soit R = X% — 2X*% — 4X3 + 3X% 4+ 6X + 5 € Z[X]. Sa réduction modulo 2
est R = X® + X2 4+ 1 dans Fo[X]. Il est facile de vérifier par identification que R ne peut
s’exprimer dans Fo[X] ni comme le produit d’un polynéme de degré 1 par un polynéme de
degré 4, ni comme le produit d’un polynéme de degré 2 par un polynome de degré 3; R est
donc irréductible dans (Z/2Z)[X], et donc R est irréductible dans Z[X].

EXEMPLE. Soit R = X% +4X? +3X%2 4+ 7X — 4 € Z[X]. Sa réduction modulo 2 est R =
X4+ X2 4+ X = X(X3+ X +1) € Fo[X], qui n’est donc pas irréductible dans Fy[X]. Sa
réduction modulo 3 est R = X*+ X34+ X —1 = (X2 +1)(X2+ X — 1) € F5[X], qui n'est
donc pas irréductible dans Fs[X]. Sa réduction modulo 5 est R = X4 — X3 -2X242X 41 =
(X —2)(X3 4+ X2 4+ 2) € F5[X], qui n'est donc pas irréductible dans F5[X]. Sa réduction
modulo 7 est R = X* — 3X% +3X2 +3 = (X — 2)(X% — X% + X +2) € F;[X], qui n'est
donc pas irréductible dans F7[X]... Faute de pouvoir appliquer le corollaire directement, on
modifie un peu le raisonnement. Si R admettait un zéro dans Z, alors ﬁ admettrait un zéro
dans F3 ; il est facile a partir de la décomposition de R de vérifier que R n’admet pas de zéro
dans 3, et donc R n’admet pas de zéro dans Z. Si R était produit de deux polynomes de
degré 2 dans Z[X], alors R serait produit de deux polynémes de degré 2 dans Fy[X], ce qui
n’est pas le cas. On conclut que R est irréductible dans Z[X].

REMARQUE. Ce corollaire de réduction modulo p donne seulement une condition suffisante
d’irréductibilité. Il est tres loin d’étre applicable en toutes circonstance : il existe des po-
lynémes irréductibles dans Z[X| dont la réduction modulo p est non irréductible dans F,[X]
quel que soit le nombre premier p.
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9.2.3 Deuxieme application : critere d’irréductibilité d’Eisenstein

THEOREME. Soit A un anneau factoriel. Soit P = ap X" + ap 1 X" '+ -+ a1 X + ag un
élément de A[X] de degré n > 1. On suppose qu’il existe dans A un élément p, premier dans A,
et satisfaisant les trois conditions suivantes :

p divise ag, a1, ...,0n_1, p ne divise pas a, p? ne divise pas ag.
(i) Alors P est irréductible dans K[X], ou K désigne le corps de fractions de A.

(ii) Side plus P est primitif dans A[X] (en particulier s’il est unitaire dans A[X]), alors P est
irréductible dans A[X].

Preuve. On montre d’abord le point (ii). Supposons donc P primitif. Par 'absurde, supposons
P non irréductible dans A[X] : il existe donc Q, R € A[X] tels que P = QR, avec 0 < deg Q <
deg P et 0 < deg R < deg P. Comme P est primitif, le lemme 2 de 9.2.1 implique que @ et R
le sont. Posons @ = >°7_ b, X' et R=>_ ¢;X* avecb,c; € A,et 0<g<net0<r<n.
On a a,, = byer # 0, et hypothese p ne divise pas a,, implique que p ne divise pas b, et ne
divise pas c,. On a aussi ag = byco, et donc par hypothese p divise bocy mais p? ne divise
pas bgcg, ce qui implique que p ne divise pas by ou p ne divise pas ¢g. Si I'on est dans le cas
ou p ne divise pas by, alors p divise ¢y en utilisant le fait que p est premier dans A. On a
vu que p ne divise pas ¢, et on peut donc considérer le plus petit entier k € {1,...,r} tel
que p ne divise pas c. Par construction, p ne divise pas bgck, et p divise b;cx_; pour tout
i € {1,...,k}. Il en résulte que p ne divise pas ap = bocg + bick—1 + -+ + brcy. Comme
1 <k <r <mn, ceci est contraire aux hypotheses faites au départ sur P. C’est donc que P
est irréductible dans A[X].

On ne suppose plus maintenant que P est primitif. Notons P = ¢(P)P; avec P; primitif.
Comme ¢(P) est un pged des a; (pour 0 < ¢ < n), il existe a(,al,...,a, premiers entre eux
dans leur ensemble tels que a; = ¢(P)a} pour tout 0 < ¢ < n.Donc P, = a), X"+ - -4a} X +ay.
On a clairement p qui ne divise pas a/, (sinon il diviserait a,, = ¢(P)al,) et p* qui ne divise
pas a( (par le méme argument). Pour 0 < ¢ < n — 1, p divise a; = ¢(P)a} avec p qui ne
divise pas ¢(P) (car sinon p diviserait en particulier a,,, ce qui est exclu), et donc p divise a.
Les coefficients a) du polynéme primitif P, vérifiant donc les conditions du critére, on peut
appliquer & P; la premiere étape, et conclure que P; est irréductible dans A[X]. D’apres le
point (ii) du théoreme 9.2.1, il s’ensuit que P; est irréductible dans K[X]. En multipliant

par ¢(P) € K* = U(K[X]), il en est de méme de ¢(P)P; = P. O

EXEMPLES : P = X% +4X3 412X +2 est unitaire donc primitif dans Z[X], et il est irréductible
dans Z[X] par application du critére d’Eisenstein. Pour tout n € N*; X™ — 2 est irréductible
dans Q[X], ce qui prouve qu’il existe dans Q[X] des polynomes irréductibles de tout degré.

Exercice (polynomes cyclotomiques). Soit P(X) = XP~1 4+ ... + X +1 € Z[X], ou p est un
nombre premier. Montrer que le polynéme T'(X) = P(X +1) vérifie T(X) = >7_, (}) X" L.
Utiliser le critére d’Eisenstein pour vérifier que T'(X) est irréductible dans Q[X]. En déduire
que que P(X) est irréductible dans Q[X].

9.2.4 Troisieme application : factorialité des anneaux de polynémes

THEOREME. Si A est un anneau factoriel, alors 'anneau A[X]| est factoriel.

Preuve. Montrons que A[X] vérifie (F1). Soit P € A[X], non-nul et non inversible. Si
deg P = 0, alors P € A. Comme A est factoriel, P s’écrit comme un produit d’éléments de
A irréductibles dans A, donc irréductibles dans A[X] d’apres le point (i) du théoréme 9.2.1.
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On supposera dans la suite que n = deg P est strictement positif. On peut sans restriction
supposer que P est primitif (car sinon P = ¢(P)P; avec Py primitif, et ¢(P) se décomposant
d’aprés ce qui précede en produit d’éléments irréductibles dans A donc dans A[X], il suffit
de trouver une décomposition en produit d’éléments irréductibles de P; pour en déduire une
décomposition de P). On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, on écrit P = aX + b avec
a,b € A premiers entre eux. Il est clair que P est irréductible dans A[X]. Prenons maintenant
n > 1 et supposons (H.R.) la condition (F1) vérifiée par tout polyndéme primitif de degré
< n. Si P est irréductible, c’est fini. Sinon, il s’écrit P = QR avec 0 < deg@ < deg P et
0 < deg R < deg P. D’apres le lemme 2 de 9.2.1, @Q et R sont primitifs, donc par applica-
tion de I’hypothese de récurrence, ils se décomposent en produits d’éléments irréductibles de
A[X], dott P = QR aussi.

Montrons que A[X] vérifie (F2’). Soit R un élément irréductible de A[X]; montrons qu’il est
premier. Si deg R = 0, alors R est irréductible dans A (point (i) du 9.2.1), donc premier dans
A puisque A est factoriel (voir 9.1.1). Il s’agit de montrer que I’élément R de A est premier
dans A[X]. Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. Alors R divise ¢(PQ) =
c¢(P)e(Q), done divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A puisque R est premier dans A, donc a fortiori
divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A[X], et finalement R divise P ou @ dans A[X].

Considérons maintenant le cas non trivial oit deg R > 0. D’aprés le point (ii) du théoreme
9.2.1, R est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], ou K est le corps de fractions
de A. Mais comme K est un corps, K[X] est principal donc factoriel, de sorte que d’apres
9.1.1, lirréductibilité de R dans K[X]| implique que R est premier dans K[X]. Il s’agit de
montrer que R est premier dans A[X]. Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X].
On a a fortiori que R divise PQ dans K[X], et comme R est premier dans K[X], on déduit
que R divise P ou @ dans K[X]. Supposons pour fixer les idées que R divise P dans K[X].
Il existe S € K[X] tel que P = RS.

Supposons d’abord S ¢ K. D’une part P = ¢(P)P; avec P; primitif dans A[X]. D’autre
part, d’apres le lemme 3 de 9.2.1, on a S = %Sl avec d, s € A non-nuls et S; primitif dans
A[X]. Dot s¢(P)P1 = dRS; dans A[X], avec Py primitif et et RSy primitif (comme produit
de deux polyndmes primitifs, voir lemme 2 de 9.2.1). On en déduit avec le lemme 1 de 9.2.1
que d et sc(P) sont associés dans A. Il existe u € U(A) tel que d = usc(P), donc s divise
d dans A, donc % € A, et finalement S € A[X]. On conclut que R divise P dans A[X]. Si
maintenant S € K, on raisonne comme ci-dessus, mais en prenant S; = 1.

Ceci acheve de prouver que R est premier dans A[X]. On a ainsi montré que A[X] vérifie les
conditions (F1) et (F2’); on conclut avec 9.1.1 que A[X] est factoriel. O

EXEMPLES.

(a) Z[X] est factoriel (rappelons une fois encore qu’il n’est pas principal).

(b) Pour tout anneau A, on définit I'anneau des polynomes en deux indéterminées A[X,Y] a
coefficients dans A, qui n’est autre & isomorphisme pres que A[X][Y]. Si A est factoriel,
A[X] est factoriel d’apres le théoréme précédent, et en le réappliquant, on déduit que
A[X][Y] est factoriel. En résumé :

( A factoriel ) = ( A[X,Y] factoriel ).

(c) Plus généralement, en définissant par récurrence A[ X1, Xo, ..., X,| = A[X1, ..., Xn_1][X4),
I'application itérée n fois du théoreme ci-dessus montre que :

( A factoriel ) = ( A[Xy,Xq,...,Xy,] factoriel ).

Les anneaux de polynémes en n indéterminées fontl’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 10

Polynomes en plusieurs
indéterminées

10.1 Anneaux de polynomes en plusieurs indéterminées

10.1.1 Construction formelle

On fixe un anneau commutatif unitaire A. On rappelle ici pour mémoire comment sont construits
et définis formellement les anneaux de polyndmes a coefficients dans A.

a) Retour sur le cas des polynémes en une indéterminée.

On fixe un anneau commutatif unitaire A. Notons (provisoirement) B = A®M I’ensemble des
suites d’éléments de A qui sont “a support fini” c¢’est-a-dire dont tous les termes sont nuls sauf
un nombre fini d’entre eux. On note Op = (04,04,...). Pour tout f = (an)neny € B distinct
de 0p, on appelle degré de f le plus grand des entiers n € N tels que a, # 0. On définit une
addition et une multiplication dans B en posant, pour tous f = (ap)nen €t g = (bp)nen dans B,

n
f +9= (CLn + bn)TLEN et fg = (Cn)nGNa avec Cp = Z aibp—;.
1=0

» On peut montrer (vérification technique et fastidieuse, mais élémentaire) que, pour ces
opérations, B est un anneau commutatif unitaire, avec Op = (04,04,...) et 1 = (14,04,04,...).
On T'appelle 'anneau des polynémes en une indéterminée a coefficients dans A.

» On définit aussi le produit externe d’un élément o € A par un élément f = (a,)nen € B en
posant af = (aap)nen. A noter que le produit externe a. f n’est autre que le produit interne de
f par (a,04,04,...). C’est pourquoi on convient de noter encore o I'élément (cv,04,04,...) de
B. En particulier O =04 et 15 = 14.

» En posant e; = (04,04,...,04,14,04,04,...), avec le 14 en i 4+ 1-iéme position, pour tout
i € N, tout élément de B s’écrit de facon unique f = > _yane, avec les a, € A nuls sauf un
nombre fini d’entre eux (de sorte que la somme est finie). Il est clair que e,e,, = €4 pour tous
n,m € N, et donc e, = e} pour tout n € N. On note traditionnellement X = e; et B = A[X],
et I'on retrouve les notations usuellement utilisées pour désigner les polynomes.
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b) Généralisation au cas des polynémes en plusieurs indéterminées.

On fixe un anneau commutatif untaire A et un entier naturel n > 1. Considérons une application :

f: Nt — A
(il, iz, . ,in) —> Qi1 ig,... in
, o . N S .
que 'on notera sous forme de suite (indexée sur N"), c’est-a-dire (@i, 4y,....in ) (i1 ,is,... in)enn - On dit
que f est a support fini lorsque a;, j,.... ;,, = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments (i1, iz, . .., in)

de N™. On note Z%,,(A) 'ensemble de toutes les suites f de ce type qui sont & support fini.

» Il est technique mais élémentaire de vérifier que %, (A) est un anneau commutatif pour la
somme et le produit définis par :

(@i im i) (i1 sizyoonsin)ENP T Dy imoiin ) (i1 siyosin)ENP = (@i ini T Diy im i) (i1 i oy ) NP

(@irin,ooyin ) (i1 i2,0sin) NP X (Diyinoniin ) (i1 sisennsin)ENT = (Citsigonsin) (i1 iz sin)EN
avec

Ci1ig,in — 27:1 er+krzz’r a]l:]Qv--w]nbk17k27---7k’n'

» Pour tout @ € A, on note encore a la suite (ail,iz,...,in)(il,iz,...,z‘n)eNn dont tous les termes
@iy i, ...in, SONE NS, sauf agp, . o = a. La définition du produit dans %#,,(A) montre que :

a X (bil,ig,...,in)(i1,i2,...,in)€N” = (abi1,i2,...,in)(il,iz,...,in)EN"7
de sorte que A peut étre identifié & un sous-anneau de %, (A). En particulier, le neutre additif
et le neutre multiplicatif de 'anneau %, (A) sont (via 'identification ci-dessus) le zéro et le un
de 'anneau A.

» Pour tout (j1,72,---,jn) € N, on note X{.ng2 ... X" la suite (iyig,oiin) (i1 i, nnyin)enn dont
tous les termes sont nuls, sauf a;, j, . j, = 1. La définition du produit dans %, (A) permet de
vérifier que :

(XX X (X Xg2 L Xhny = X x e Xt
En particulier, XY X9 ... X% =1 et tout élément de %,,(A) s’écrit comme une somme finie :

. Y ) _ . .yl yl2 i
(au,m,-..,zn)(n,zz,...,zn)eN” = Z(i17i27,_,7’in)€Nn all,@Qv---JnXl X2 Xnn

c) Définitions et exemples.

DEFINITION. L’anneau Z,,(A) ci-dessus est appelé 1'anneau des polynomes en n indéterminées
a coefficients dans A. On le note A[X1, Xo,..., X,].

DEFINITIONS. Un polyndme de la forme CLX?X;2 ... XIn avec a € A, est appelé un mondéme. Si
a # 0, Ventier i1 + io + - - - + i, est appelé le degré total de ce monoéme. Tout polynome est une
somme de monomes, et on appelle degré total d’un polynéme non-nul le maximum des degrés
totaux des monémes dont il est la somme. Par convention, le degré total du polynome nul est
strictement inférieur au degré total de tout polynéme non-nul; on le note —oo.

DEFINITIONS. Un polynéme non-nul de A[X7, Xo, ..., X,] est dit homogéne de degré d (ou d est
un entier naturel) s’il est une somme de mondémes qui sont tous de méme degré total d. Pour
tout polynome P non-nul de A[X1, Xo,...,X,] et tout entier naturel d, on appelle composante
homogéne de degré d de P la somme des monomes de P de degré total d.

e Sin = 1, on note X = X; et on retrouve 'anneau A[X] bien connu, étudié au chapitre
précédent. Le degré total est le degré usuel.
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e Sin =2, on note souvent X = X et Y = Xo; un élément de A[X,Y] est une somme finie :
P= > al-,inYj, avec a; ; € A.
(1,5)EN?

ExEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X, Y] les polynomes :
P=3X3Y +5X3-2XY +7 et Q=XY+5X—-6Y+1.

Le degré total de P est 4, celui de @ est 2. Dans @, la composante homogene de degré 2 est
XY, la composante homogene de degré 1 est 5X — 6Y, la composante homogene de degré 0
est 1. On calcule :

PQ =3X*Y? + 20X*Y —18X3Y? + 25X* — 27Xy — 2X?%Y?
N——

6 5 4
X3 —10X%Y + 12XY? XY X — 427 )
+5 0 + +5 + 35 + 7
3 2 1 0

e Sin = 3, on note souvent X = X1, Y = Xy et Z = X3; un élément de A[X,Y,Z] est une
somme finie :
P= > ai7j7kX"YjZk, avec a; jr € A.
(i,4,k)EN?

ExEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X,Y, Z] les polynomes :
P=X*+XYZ+X%Z e Q=X+Y-7Z.

P est homogene de degré 3 et Q est homogene de degré 1.

Le produit PQ = X* + X3Y +2X%2YZ — X272 + XY?Z — XY Z? est homogene de degré 4.

10.1.2 Propriétés de Yanneau A[X;, Xy, ..., X,].

LEMME (propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient A et B deux anneaux et ¢
un morphisme d’anneaux A — B. Alors, quels que soient un entier n > 1 et des éléments
b1,b2,...,b, de B, il existe un unique morphisme d’anneaux ® : A[X;, Xs,...,X,] — B qui
prolonge ¢ (c’est-a~dire ®(a) = ¢(a) pour tout a € A), et tel que ®(X;) = b; pour tout 1 <i < n.

Preuve. Si ® existe, il vérifie nécessairement :
o X iz in) — o C\pi1piz i
(I)(Z Qi ig,yin X1 Xo -~-Xn") =2 @(@iy a1 S -

ce qui réciproquement définit bien un morphisme d’anneaux A[X7, Xo,..., X,] — B. O

PROPOSITION (fondamentale). Soit A un anneau.

(i) Pour tout entier n > 2, il existe dans A[X1, Xo,...,X,] un sous-anneau isomorphe a
A[Xl,XQ, ceey anl], et I'on a alors A[Xl,XQ, PN ,Xn] >~ A[Xl,XQ, PN ,Xn,ﬂ[Xn].

(i) En particulier, A[X,Y]| ~ A[X]|[Y], et A[X,Y, Z] ~ A[X,Y][Z] ~ A[X][Y][Z].

Preuve. Dans B = A[X1, X, ..., X,], considérons le sous-ensemble C' formé des polynoémes
P = Zaihizw,i”X{'le oo Xl vérifiant a4, 4, = 0 pour tout (i1,iz,...,i,) € N tel
que i, # 0. Il est clair que C est un sous-anneau de A isomorphe & A[X7, Xs,..., X;—1].
D’apres le lemme précédent (appliqué avec n = 1), linjection canonique ¢ : C' — B se
prolonge en un unique morphisme d’anneaux ® : C[X]| — B tel que ®(P) = ¢(P) = P pour
tout P € C et ®(X) = X,,, qui réalise de fagon évidente un isomorphisme C[X] ~ B, d’ou
le résultat en revenant aux notations de ’énoncé. O
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THEOREME. Soit A un anneau. Soit n un entier naturel non-nul.
(i) Si A est intégre, alors A[X1, Xa,...,X,] est intégre.
(ii) Si A est factoriel, alors A[X1, Xs,...,X,] est factoriel.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n grace a la proposition précédente, en utilisant le
fait déja plusieurs fois souligné qu’un anneau de polynomes a coefficients dans un anneau
integre est integre, et le théoreme 9.2.4 pour la factorialité. O

Remarque. On n’a pas de propriétés analogues pour les notions d’anneau principal ou euclidien :
méme si K est un corps, K[X,Y]| ~ K[X][Y] n’est jamais principal (d’apres le second théoreme
de 8.2.3).

10.2 Polynoémes symétriques.

Dans toute cette partie, on fixe un entier n > 2 et un anneau A integre, et on se place dans
Panneau de polynomes A[X7, Xo, ..., X,].

10.2.1 Action canonique du groupe symétrique sur ’anneau des polynomes.

NOTATIONS. Pour tout polynome P € A[X;, X2,...,X,] et toute permutation o € S,,, on note
P, le polynome de A[X;, Xs,...,X,] obtenu en permutant les indéterminées X, Xs,..., X,
suivant o, c’est-a-dire :

Py(X1, X2,..., Xn) = P(Xo(1), Xo2)s - - s Xo(n))-

Ezemple. Pour n =3 et 0 = (1,3,2),si P(X,Y,Z) = X?>+YZ —3XY, alors P,(X,Y,7) =
7?2+ XY —-37ZX.

Remarque. Quel que soit n > 1, P est constant (c’est-a-dire de degré nul), alors P = P, pour
toute o € S,,.

PROPOSITION.
(i) Le groupe S, opeére sur A[X1, Xa,...,Xy] par action :
Sn X A[Xl,XQ, .. ,Xn} — A[Xl,XQ, A ,Xn]
(O-’ P) = PO' '

(ii) Quelle que soit o € S, 'application : P +— P, est un automorphisme de I’anneau
A[X1, Xo, ..., Xo].

Preuve. Simple vérification, sans aucune difficulté. O

10.2.2 Sous anneau des polynomes symétriques

DEFINITION. Un polynome P € A[X7, Xo, ..., X,] est dit symétrique si P, = P pour toute
o € S,. En d’autres termes, 'ensemble des polynomes symétriques n’est autre que ’ensemble
des points fixes pour I’action du groupe S,, sur ’ensemble A[X1, X2, ..., X,].

PROPOSITION. L’ensemble des polynomes symétriques dans A[Xi, Xo,...,X,] est un sous-
anneau de A[X1, Xa, ..., X,].
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Preuve. Simple vérification, utilisant le point (ii) de la proposition précédente. O

» EXEMPLES avec n = 2. Les polynémes suivants sont des polynémes symétriques dans A[X, Y] :

(1) S1=X+4Y, S=X24+Y2 S3=X3+4+Y3,

(2) Wi=X+4Y, Wo=X24+XY +Y2 W3=X3+X2Y+XY24Y3,

(3) D=(X-Y)%

(4) X1=X+4Y, 3y=XY.
» EXEMPLES avec n = 3. Les polynoémes suivants sont des polynomes symétriques dans
AX,)Y, 7] :

(1) S1=X+Y+2Z Sy=X2+Y2+2%2 S3=X34+Y34 273,
(2) Wi=X+Y+2Z Wo=X?+XY+XZ+Y?+YZ+Z2
Ws=X34+Y3 4+ 23 + X2Y + XY? 4+ X2 2+ XZ2 +Y?Z +YZ? + XY Z,
(3) D=(X-Y)*(X-2)*Y - 2)>2
4) X1 =X+4Y+2Z Xo=XY+XZ+YZ 33=XYZ.
Ces exemples sont des cas particuliers des exemples classiques suivants.

» EXEMPLES avec n quelconque. Les polyndmes suivants sont des polynomes symétriques dans
A[Xl, Xg, ce ,Xn] :

(1)  les sommes de Newton : Sp=XF+ X5+ +X¥| pour tout k € N*;
(2)  les polynémes de Wronski : | W), = Z X' X2 ... X | pour tout k € N*;

i1ttt Fin=k

(3)  le discriminant des indéterminées : D= H (X: — X;) |;

(4)  les polynémes symétriques élémentaires :
Yi=X1+Xo+ -+ Xp,
Yo =X1Xo+ X1 Xg+ -+ X1 X, + XoXs+ -+ Xo X+ -+ X0 1 Xy,

Y = Z Xi, Xi, ... Xi, | pourtout 1 <k <mn, (somme de (Z) termes),
1<t <t << <n

Y =X1Xo ... Xy

REMARQUE. Dans A[X1, Xo, ..., X,][Z], le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X3)...(Z — X,,)
vérifie :
P(Z)= 2" — 12" £ 55272 — o (—1)1S, 1 Z o+ (—1)"E,..
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10.2.3 Théoreme de structure de ’anneau des polynémes symétriques

On reprend toutes les notations et hypotheses du paragraphe précédent. En particulier, on note
31,29,..., %, les polynomes symétriques élémentaires.

e Premier exemple introductif.
Considérons dans Z[X,Y, Z] le polynéme symétrique :
P(X,)Y,Z)=X?Y + XY?+Y?Z+YZ?+ Z°X + ZX".

On calcule :
YiXo=(X+Y+2)(XY+YZ+ZX)

=XY+ XYZ+XZ+XY?+Y?Z+XYZ+XYZ+YZ?+ Z°X

= P(X,Y,Z)+3XYZ = P(X,Y, Z) + 35,
On conclut que : P(X,Y, Z) = X139 — 353,
ou encore : P(X,)Y,Z) = F(¥1,%9,%3), avec F = XY —3Z € Z[X,Y, Z].

e Second exemple introductif.
Considérons dans Z[X,Y, Z] le polynéme symétrique :
PX,Y,2)=2X-Y-2)2Y - Z-X)2Z-X -Y).
On calcule :
P(X,Y,Z) = (3X — £1)(3Y — %1)(3Z — %1)
= (9XY —3X¥; —3Y% +¥2)(37 — X1).
= 2TXYZ — 9XYS — 9XZ%, + 3X22 — 9Y 2% + 3Y' %2 + 3752 — %3
=2TXYZ - 9(XY + XZ+YZ)S1 +3(X +Y + 2)¥2 — ¥3.
On conclut que : P(X,Y, Z) = 2733 — 9553 + 233,
olu encore : P(X,)Y,Z) = F(31,%2,%3), avec F =277 — 9XY +2X3 € Z[X,Y, Z].

THEOREME. On suppose que A est intégre. Soit n > 2 un entier. Pour tout polynéme symétrique
P e A[X1,Xy,...,X,], il existe un unique polynéme F € A[X1, X2, ..., X,] tel que :

P(X1,X5,...,X,) =F(31,%9,...,%,),
ol X1, %9, ..., 2, sont les polynémes symétriques élémentaires en les X;, 1 < ¢ < n.

La preuve de ce théoreme est relativement longue et technique. Elle pourra étre détaillée
en cours si le temps le permet. On ne la reprend pas dans ces notes, et renvoyons aux
divers ouvrages de référence. On développe en revanche ci-dessous quelques applications des
polynomes symétriques a des questions concretes d’algebre.

10.2.4 Formules de Newton

On reprend toutes les notations et hypotheses des paragraphes précédents. En particulier, on
note X1, X9, ..., 2y, les polynomes symétriques élémentaires, et S1,So, ... les sommes de Newton.

THEOREME. On suppose que A est intégre. Soit n > 2 un entier. On a les relations suivantes
dans 'anneau A[X1, Xo,..., X,] :

(i) Sk — 2151+ 225,20 — -+ (—1)k_12k_151 + (—1)kk2k =0, pourtoutl <k <n,
(ii) Sp— 21501+ X285p 9+ -+ (—1)n2nSg_n =0, pour tout £ > n.
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Preuve. Considérons le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X3)...(Z — X,,) dans Panneau
A[X1, Xa,..., X,;][Z]. Comme on l’a vu & la fin de 10.2.2, on a :

P(Z) = 2" =S4 271 4 5,272 — o ()18, Z 4 (—1)"S,.
e Par définition de P, on a P(X;) = 0 pour tout 1 <i < n, et donc :
X! =S X X (), X 4 (1), = 0.

On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < i < n; il vient :
Sn —Y1Sp_1+ 22800 — -+ (_1>n—12n7151 + (—1)”n2n =0,
ce qui est l'assertion (i) pour k = n.

e Pour ¢/ > n, on considére dans A[X;, Xa,...,X,][Z] le polynéme Z*~"P(Z). Pour tout
1 <i<n,il vérifie X" P(X;) = 0, donc :

XM (XD = DX T DX 4 (C1) T S X+ (1)) =0,
ou encore :
XE =S X 4 DX - (D), X (1), X = 0.

On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < i < n; on obtient exactement
Passertion (ii).

e Pour k = 1, la formule (i) est triviale, puisque S; = X.

o Il reste & prouver (i) pour 1 < k < n. On raisonne pour cela par récurrence sur le nombre n
d’indéterminées. C’est clair pour n = 3, car alors kK = 2 et ’on a bien : Sy — 3157 + 2%, = 0.
On suppose maintenant la relation (i) vraie dans A[X;, Xs,..., X,,_1], et on fixe 1 < k < n.

On considere le polynome Sy — $1S,_1 + XoSy_o — -+ + (=1)¥ 18,151 + (—1)*kX;, dans
A[Xy, Xo, ..., X,]. Notons-le Q(X1, Xs,...,X,—1,X,). Il est homogene de degré k.

Introduisons dans A[X7, Xo, ..., X,,—1] le polynéme Qo (X1, ..., Xn-1) = Q(X1,..., X5_1,0).

Il est clair que, pour tout 1 < i <n—1,0n a: %;(Xy,...,Xn-1,0) = Z;(X1,..., Xn-1),
et de méme S;(X1,...,X,-1,0) = S;(X1,...,X,—1). L’hypothese de récurrence se traduit
donc par : Qo(Xy,...,X,—1) =0 dans A[X, Xo, ..., X, 1].

En d’autres termes, Q(X1,...,X,-1,0) = 0 dans A[X;, Xo,...,X,,—1, X,]. On en déduit
que @ est divisible par X,, dans A[X;, Xo,..., X1, X,,]. Comme @ est symétrique, cela
implique que @ est aussi divisible par X; pour tout 1 <4 < n — 1. Finalement @ est divisible
par le produit X; X5 ...X,. Comme @ est homogene de degré k < n, ce n’est possible que
si @ = 0, ce qui prouve le résultat voulu, et acheve la preuve. O

» APPLICATION 1 (expression des sommes de Newton en fonction des polynéomes symétriques
élémentaires). On suppose que A est intégre. Soit n > 2 un entier. On a les relations suivantes

dans 'anneau A[X1, Xo,..., X, :

S = >, Sy = 51X — 239 = E% — 23, S3 = S9%1 — 5129 + 333 = Ezl)) — 3%139 + 333,

et ainsi, de proche en proche, I’expression de tous les S; comme des polynomes en les X;.

» APPLICATION 2 (expression des polynomes symétriques élémentaires en fonction des sommes
de Newton ; cas d’un corps de caractéristique zéro). Soit n > 2 un entier. Soit K un corps de

caractéristique zéro. On a dans l'anneau K[X1, Xo, ..., X,,] les relations suivantes :

X1 =51, Dy = 35 — 352, B3 = 557 — 35152 + 353,

et, de proche en proche, I'expression de tous les ¥; comme des polynomes en les S;.
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COROLLAIRE (une autre forme du théoreme fondamental; cas d’un corps de caractéristique
zéro). Soit n > 2 un entier. On suppose que A est anneau intégre et de caractéristique nulle.
Soit K son corps de fractions. Pour tout polynéme symétrique P € A[Xy, Xa, ..., Xy], il existe
un unique polynéme G € K[X1, Xo, ..., X,] tel que :

P(X1,Xs,...,Xpn) =G(S1,52,...,5),
ou S1,859,...,Sy, sont les n premiéres sommes de Newton en les X;, 1 < i < n.

Preuve. 11 suffit de combiner la remarque ci-dessus avec le théoreme fondamental 10.2.3. O

10.2.5 Relations entre coefficients et zéros d’un polynéme en une indéterminée.

DEFINITION. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynome de K[X]| de degré non-nul
admet (au moins) un zéro dans K.

Remarque. Si K est algébriquement clos; tout polynoéme de degré n > 1 dans K[X] se
décompose en un produit de n facteur de degré un, et a donc n zéros dans K (compt{e avec
leur ordre de multiplicite).

Ezemples et contre-exemples. Le corps C est algébriquement clos (théoréeme de d’Alembert-
Gauss). Les corps R et Q ne sont pas algébriquement clos. Un corps fini F' n’est jamais
algébriquement clos (car le polynéme P(X) = [[ (X —a) + 1 n’a pas de zéros dans F
puisqu’il prend la valuer 1 en tout point de F).

a€F

PROPOSITION. Si K est un corps algébriquement clos, alors pour tout polynéme P(X) =
Yoiga; X" de degré n > 1, les n zéros ai, s, . .., ay de P vérifient :

Ap—
Yi(ar,ag,...,0n) = (=1)F =k pour tout 1 < k < n.

n

Preuve. Soit P = " ja;X" un polynéme de K[X], de degré n > 1. Comme K est
algébriquement clos, P admet n zéros aq, s, ..., a, dans K, et se factorise en :

P(X) =Y 0aiX" =a,[[},(X —a;), aveca,#0.

Pour tout 1 < k < m, notons o, = Xp(a1,qe,...,q,) le k-itme polynéme symétrique
élémentaire évalué en les a;. On a alors d’apres la derniere remarque de 10.2.2 :
H?ZI(X —a) = X" - X" 40X 2 — o (1) oy 1 X+ (1),
On en déduit par identification que : ap—1 = —an01, Ap—2 = an02, ..., jusqu'a a; =
(- ta,on_1, ap = (—1)"a,0,. O
COROLLAIRE. Soit K un corps. Soient oy, a, . .., oy, des éléments quelconques de K. Pour tout
1 <i<n, posons g; = X;(a1,a,...,a,). Alors aq, ag, . .., a, sont les zéros du polynéme :
X" — o X" 4 0o X2 — o (1),
Ezemple 1. Pour P(X) = aX? + bX + ¢ € C[X], avec a # 0, on retrouve le résultat bien
connu : b ¢
o1=a1+ay=—— et o9=ajay=—.
a a

Ezemple 2. Pour P(X) = X3 + pX + q € C[X], on retrouve le résultat bien connu :

or=o1+as+a3=0, o0y=0aias+ajaz+azas3=p et o03=ajaa3=—q.
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10.3 Résultant et discriminant

10.3.1 Notion de résultant de deux polynémes.

COMMENTAIRE. Dans toute cette partie, K est un corps algébriquement clos. On cherche a
résoudre la question suivante : étant donnés deux polynoémes distincts P et () de degré > 1
dans K[X], trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’ils admettent au moins un
zéro commun. Dire que P et @@ admettent un zéro commun « € K équivaut a dire que le
polynéme X — « divise a la fois P et @ dans K[X], ce qui équivaut & dire que leur pged dans
Panneau K[X] est de degré > 1.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polyndémes non-nuls dans
K[X] de degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons :

m . n ,
P=> X" e Q=)> bX" aj,b; € K, ap #0, b, #0.
i=0 i=0

On appelle résultant de P et () le déterminant d’ordre m + n suivant :

am 0 . 0 0 bn 0 . 0 0 —1
Qm—1 Qm . . . bn—1 bn, . . . — 2
Ay—2 Am—1 . . . bn_o bp_1 . . . — 3

Am 0
Um—n+1 Om—n+2 - Am—1 Am by . . . . —n
Am—n Am—n+1 - Am—2 QAm_1 bo b1 . . . —n+1
Am—n—1 Am—n . . Am—2 0 bo . . . —n+2
0 0
R(P,Q) =
0

as as . Gn  Qptl 0 . . by, 0 —m-—1

al ag . Qp—1 an 0 bn,1 bn —m

aop ai . QAp—2 Qp—1 0 . . bn_o bp_1 —m+1

0 ao

. . . an aq . . . bo bl

0 0 . 0 ao 0 0 . 0 bo —m+n
n m

Remarque. On a supposé ci-dessus que m > n, pour fixer clairement ’écriture du déterminant.
L’analogue pour m < n s’en déduit mutatis mutandis.

LEMME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polynémes dans K|[X] de
degrés respectifs m > 1 et n > 1. Ils admettent un zéro commun dans K si et seulement s’il
existe des polynémes R et S dans K[X] tels que :

degR<m—1, degS<n-1, RQ=SP.

Preuve. Supposons les trois conditions du lemme vérifiées. Appelons oy, aq, ..., &, les zéros
(non nécessairement distincts) de P dans K. Alors, pour tout 1 < ¢ < m, le polynéme
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X — «; divise P, donc divise RQ, dans K[X]. Puisque X — a; est premier (car irréductible
dans 'anneau principal K[X]), on a donc X — «; qui divise R ou X — «a; qui divise Q, et
ceci quel que soit 1 < ¢ < m. Comme deg R < m, on ne peut pas avoir R divisible par
(X —a1)(X —ag)... (X — ap). Cest donc qu'il existe au moins un indice 1 < ig < m tel
que X — a;, divise Q). Ainsi o, est un zéro commun a P et ) dans K.

Réciproquement, supposons que P et ) aient un zéro commun « € K. Si D est un pged de
P et Q dans K[X], on a deg D > 1, et il existe des polynémes non-nuls R et S dans K[X]
tels que P = RD et Q = SD, avec deg R < deg P et degS < deg@. On a alors 1’égalité
RQ = RSD = SP. O

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes de K[X] non-nuls et non
constants ont au moins un zéro commun dans K si et seulement si leur résultant est nul.

Preuve. Soient P = Z a; X' et Q = Z b; X dans K[X], de degrés respectifs m > 1 et
=0 =0
n > 1. D’apres le lemme I'existence d’un zéro commun a P et @ equlvaut a l'existence
m—1

de deux polynoémes non-nuls R = Z XX de degré <m —1,et S = Z w; X%, de degré

<n—1, tels que RQ = SP. Par 1dent1ﬁcat10n cette égalité équivaut aux relatlons

A hn—1 = bn)\m—l
Am—1Hn—1 + Cmln—2 = bp_1Am—1 T bpAm_2
Om—2fn—1 + Gm—1ln—2 + Amfn—3 = bn2Am—1+bn1Am—2 + by A3
aop1 +aipto = boAi +b1)o
aopo = bodo

En faisant “tout passer” dans le premier membre, on obtient un systéme linéaire homogene,

de m—+n équations a m+n inconnues, qui sont fi,—1, hn—2, - - -5 40y —Am—1s —Am—2, - -y —AQ-
Il admet une solution non-nulle si et seulement si son déterminant est nul. Or ce dernier n’est
autre que le résultant R(P,Q), d’ou le résultat. O

COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes de K[X]| non-nuls et non
constants sont premiers entre eux dans K[X]| si et seulement si leur résultant est non-nul.

Preuve. On a déja observé au début du paragraphe que l'existence d’un zéro commun a P
et Q équivaut au fait que leur pged est de degré > 1, c’est-a-dire que P et Q ne sont pas
premiers entre eux. D’ou le résultat d’apres le théoréme précédent. O
Ezxemples en petits degrés.
eSiP=aX+0b et Q=cX+d, alors R(P,Q) = ad — be.
eSi P=aX?+bX +c et Q=pX+gq, alors R(P,Q) = p*c+ q*a — pqb.
eSi P=aX?+bX+c et Q=pX2+qX+r, alors R(P,Q) = (ar —cp)? — (aqg — bp)(br — cq).
Ezxercice. Soit a € K un parametre quelconque. Montrer qu’il existe au plus 7 valeurs de a

pour lesquelles les polynomes P = X% + X3+ X +a+1et Q = aX?® + X + a ont un zéro
commun. (Indication : vérifier que R(P,Q) = a” + 2a* + 3a® + a®> + a + 1.)
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10.3.2 Expression du résultant en fonction des zéros

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polynémes non-nuls dans
K[X] de degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons :

P= Z%)aiXi =an [[[Li(X —aj) et Q= Z%)biXi = by [[j=1 (X = 8;)-

Alors le résultant est donné par : R(P,Q) = al, bl H (a; — Bj).
1<i<m
1<j<n
Preuve. Les a; pour 1 < i < m et les b; pour 1 < j < n*sont les coefficients dans K de P
et @ respectivement, avec donc a,, # 0 et b, # 0. Les a; pour 1 < ¢ < m et les 8; pour
1 < j < n*sont les zéros dans K de P et () respectivement, comptés avec leur ordre de
multiplicité. On raisonne en plusieurs étapes.

Premiére étape. Soient Py et Q1 les polynémes unitaires dans K[X] définis par P = a,, P; et

Q=0b,01.0na:
P1:H;-n:1(X—aj) et QIZH;'L:1(X_ﬁj)'
Notons o1, ...,0., les fonctions symétriques élémentaires en les zéros ay,...,a,, de P, et
al,...,00 les fonctions symétriques élémentaires en les zéros Sy, ..., 5, de Q. D’apres les
résultats de 10.2.5, on a :
Am—1 ago / bn_1 / bo
o1 =— , o O =(—1)"—, o1 =— , oo = (—1)"—,
1 am m ( ) A 1 bn n ( ) b'n,
et donc : P =X" - X"l 4o, Xm2 — 4+ (1) lo, 1 X+ (=)0,
Qr=X"—o| X" Lo Xn2— (-1l X+ (—-1)"0),.

Deuxiéme étape. Reprenons les expressions développées P = Z;Zo a; X" et Q= Z?:o b X",
L’expression du déterminant R(P,Q) vu en 10.3.2 permet de voir R(P, Q) comme un po-
lynéme en les n + m + 2 indéterminées ag,as, ..., am,bg,b1,...,b,. Plus précisément, la
forme du déterminant permet d’observer que ce polyndéme est homogene de degré n en les
indéterminées ag, a1, - . . , G, et homogene de degré m en les indéterminées by, by, . . ., b,. Dans
Panneau Kag,ai, ..., am,bo,b1,...,by], notons :

R(P,Q) :F(a07a17...,am,bo,bl,...,bn).
D’apres les observations précédentes :
R(P,Q) = ap by F(2, 2, St ] g0 B ast ),

m’ am

Cette relation appliquée aux polynémes P; et ()1 développés comme a la fin de la premiere
étape s’écrit :

R(P, Q1) = F((-1)"0m, (-1)" lop_1,...,—01,1,(=1)"0,, (-1)" ol _y,...,—07, 1).

On en déduit d’abord que R(P;, Q1) est un polynome symétrique en ay,as, ..., q,;, d'une
part, et en 1, 3a,..., 3, d'autre part (c’est le sens évident du théoréme 10.2.3).

On en déduit d’autre part que R(P, Q) = a,b/"R(P1,Q1), d’ott R(P1, Q1) = 0 si et seulement
si R(P,Q) = 0, c’est-a-dire d’apres le théoreme 10.3.1 si et seulement s’il existe un couple
(t,7) avec 1 <i<met 1 < j < ntel que o = F;.

Ces deux remarques impliquent que, dans Ko, ..., Qm, B1, ..., Ba], le polynéme R(Py, Q1)
est divisible par (a; — ;) pour tous 1 < i < met 1 < j < n, et donc par le produit
II= ngz’gm,lgjgn(ai — B;). En comparant pour chacun des polynémes R(Pi, Q1) et II les

degrés en aq, s, ...,y et en B, fa, ..., B, ainsi que le coefficient de (s - - - @)™, on en
tire que R(P;, Q1) = II. On conclut R(P, Q) = a b1, ce qui achéve la preuve. O
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REMARQUE. On a donc les expressions suivantes du résultant :

R(P,Q)=apb [ (i—8)=ap [ Qai)=(1""7 [ PBy)
1<i<m 1<i<m 1<j<n
1<j<n

qui rendent explicite la conclusion du théoreme 10.3.1

10.3.3 Discriminant d’un polynéme.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. On appelle discriminant d'un polynome P
de degré au moins égal a 2 dans K[X] le résultant de P et de son polyndéme dérivé P’. On note :

A(P) = R(P, P').

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P un polynéme de degré au moins
égal a 2 dans K[X] et P’ son polynéme dérivé. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le polynéme P a au moins un zéro multiple dans K.
(ii

) Les polynémes P et P’ ne sont pas premiers entre eux.
(iii) Les polynémes P et P’ ont au moins un zéro commun dans K.
)

(iv) Le discriminant A(P) du polynéme P est nul.

Preuve. L’équivalence de (ii) et (iii) est claire. Par définition du discriminant, I’équivalence
de (iii) et (iv) est une conséquence du théoreme 10.3.1. Il suffit donc de montrer I’équivalence
de (i) et (ii).

Supposons d’abord que P a un zéro multiple «. Alors il existe un polynéme @ de degré
n — 2, oul n désigne le degré de P, tel que P(X) = (X — a)?Q(X). On a alors P'(X) =
2(X —a)Q(X) + (X —a)?Q'(X), de sorte que X — « est un diviseur commun de P et P’ de
degré non-nul. Donc P et P’ ne sont pas premiers entre eux.

Supposons réciproquement que P et P’ ne sont pas premiers entre eux. Leur pged D est
de degré strictement positif. Comme K est algébriquement clos, il admet au moins un zéro
a € K. Le polynéme X —«a divise D, donc divise P et P’. Il existe en particulier un polynome
Q@ de degré n — 1, ot n désigne le degré de P, tel que P(X) = (X — a)Q(X). On a alors
P(X)=Q(X)+ (X —a)Q'(X). Mais comme X — « divise aussi P’, on en déduit qu’il divise
Q. Et donc P est divisible par (X — «)?, ce qui achéve la preuve. O

COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Un polynéme P de degré au moins égal
a 2 dans K[X] n’admet que des zéros simples dans K si et seulement si son discriminant est
non-nul.

EXEMPLE 1. Dans C[X], considérons P(X) = aX?+bX +c, avec a # 0. On a P'(X) = 2aX +b,
et donc :

A(P)=R(P,P") = = a(4dac — b?).

a2a 0
b b 2a
c 0 b

L’application du corollaire ci-dessus montre que P n’a que des zéros simples si et seulement si
b2 — dac # 0, résultat bien connu!

EXEMPLE 2. Dans C[X], considérons P(X) = X3+ pX +¢. On a P'(X) = 3X2 + p, et donc :
10300
A(P) = R(P,P') = p0p03| =g 3+ 2742
N T gpopo| — P T
0gq00p

N
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Supposons que A(P) = 0, et notons « le zéro multiple de P dans K (il est forcément unique

puisque P est de degré 3). Comme « est alors aussi zéro de P’, on a a? = —£.

Si p = 0, alors la nullité de A(P) = 4p> + 27¢® implique que l'on a aussi ¢ = 0, donc
P(X) = X3, qui admet 0 comme zéro triple.

Si p # 0, alors la nullité de A(P) = 4p3 + 27¢*> implique que I'on a p = —%, d’out
a? = —-£= %. On vérifie que seul a = ,% est zéro de P, et c’est un zéro double.

PROPOSITION (expression du discriminant en fonction des zéros). Soit K un corps algébriquement
clos. Soit P = ap, X" +---+ a1 X + ap un polynéme de degré n > 2 dans K[X]. Soient a, ..., an,
les zéros de P dans K. Alors le discriminant de P est donné par :

AP) = ()" a2 ] (i —ay)

1<i<j<n

Prewve. On a: P(X)=a, [[ (X —ag), donc: P'(X)=a, >, (
1<k<n 1<5<n M<k<n,k#j

d’ou, pour tout 1 < i < n, I'égalité :

(X —ak))

P/(Oti) = an(ai — 041)(041‘ — 042) . (Oti — ai_l)(ai — C)éi+1) . (Oéi — Oén).
On calcule alors en utilisant les expressions de la remarque finale de 10.3.2 :
A(P)=R(P,P")=ay ' [ P'(a)

1<i<n

= (LZ_lH an(ai — al)(ai — Oég) e (ai — ai,l)(ai — OéiJrl) . (Oéi — Oén)
1<i<n

= ai"fln (Oél' — al)(ai — Oég) e (O[i — ai_l)(ai — Oéi+1) e (Oéi — Oén)

1<i<n

= (13:171 (—1)i71(a1 — ai)(az - Oéi) . (041'71 — ai)(ai — Ozi+1) . (O[i — an)
1<i<n

— ain—l(_l)n(n—l)/Q H (ai _ Oéj)Q. O

1<i<j<n

Remarque. Cette relation justifie le nom de discriminant des indéterminées donné a 1’exemple
(3) du paragraphe 10.2.2.
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