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1 Introduction des nombres complexes

1.1 Introduction

On connait les ensembles de nombres N C Z C Q C R. Des équations de degré 2 qui n’ont pas de
solution dans N, Z ou Q peuvent avoir des solutions dans R, par exemple I’équation 2 = 3. Plus
généralement, toute équation de la forme z? = a a des solutions dans R lorsque le réel a est positif.
Le but de ce qui suit est de construire un ensemble plus grand que R, que l'on va noter C, dans
lequel toutes les équations de degré 2 ont des solutions (et méme de tous degrés).

Le principe est le suivant. On considére I’'ensemble R? des couples de réels (x,y), avec © € R et
y € R. Un tel couple s’écrit z.(1,0) + y.(0,1). On a sur R? I'addition usuelle. On construit une
multiplication entre couples tels que le couple i = (0,1) vérifie i x i = (—1,0). L’ensemble R?,
lorsqu’on le munit de cette multiplication, est noté C et appelé ’ensemble des nombres complexes.

1.2 Forme algébrique d’un nombre complexe

On note C I’ensemble des nombres complexes. Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique :

’ z=x+1ty avecrz,y <€ R. ‘

Le réel x s’appelle la partie réelle de z, le réel y s’appelle la partie imaginaire de z ; on note parfois :
’ r =Re(z), y=Im(z). ‘

Deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire :

’ siz, 2y, ER, z+iy=2"+iy & z=2"ety=19 ‘

Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre complexe
dont la partie réelle est nulle s’appelle un imaginaire pur; leur ensemble est noté iR.

’ si z,yeR, alors [z+iyeR & y=0], et [z+iyciR & z=0] ‘

1.3 Addition des nombres complexes.

La somme de deux nombres complexes s’obtient en additionnant leurs parties réelles et leurs parties
imaginaires :

(z+iy) + (@' +iy) = (x +2") +i(y +3).

ProprIETES. Cette addition a toutes les bonnes propriétés usuelles : commutativité [z + 2" = 2’ + 2],
associativité [z + (2’ +2"”) = (z+2) +2"]. Le nombre complexe 0 = 0+ 0 est neutre pour cette addition
[0+ z =z + 0 = z pour tout z € C|. L’opposé d’un nombre complexe z € C est —z = (—x) + i(—y);
c’est le nombre complexe tel que z 4+ (—z) = (—z) + 2 = 0.

1.4 Multiplication des nombres complexes

Le produit de deux nombres complexes est défini de facon a prolonger le produit des réels et & partir
de la formule fondamentale :

-2

| P=ixi=-1 |

Le produit de deux nombres complexes quelconques est donné par la formule :

(z +ay)(a’ +1iy) = (w2’ — yy') +i(ay’ +2'y).

PropPrIETES. Cette multiplication a toutes les bonnes propriétés usuelles : commutativité [22" = 22|,

associativité [z(2'z"") = (22')z"]. Le nombre complexe 1 = 1 + 30 est neutre pour cette addition [1z =

21 = z pour tout z € C|. La multiplication est distributive sur I'addition [z(z" + 2") = 22" + 2z2"|.



1.5 Inverse d’un nombre complexe non-nul

Tout nombre complexe z non-nul admet un inverse noté z !

1 1

1 . 9 , o . 9 .
ou ;; c’est par définition I'unique

nombre complexe tel que zz7+ = z7 "z = 1; sa partie réelle et sa partie imaginaire sont données par
la formule fondamentale :
1 T ]

pour x,y € R non tous les deux nuls.

= —1
x4y w2 4y? a? 4y

EN EFFET. Remarquons d’abord que le fait que z = x + iy # 0 équivaut a dire que x et y ne sont pas
simultanément nuls, donc 22 + 32 # 0. On pose alors 2’ = 7 et y = — 2717 On calcule :
v =gy =t~y = et oy +a'y = ooy + oty =0,

ce qui prouve que (z + 1y)(z’ + iy’) = 1 et montre le résultat voulu.

1.6 Conjugué d’'un nombre complexe

On appelle conjugué d’un nombre complexe z le nombre complexe noté Z qui a la méme partie réelle
que z et une partie imaginaire opposée :

siz=x+1y avec x,y € R, alors z=2x —1y.

Les propriétés suivantes sont immédiates :

Z=12 242 =Z+7 et —z=-%
z— 7z =2iIm(z) et z+4+7z=2Re(z) 22 =2.7
Z=zoz2eR et Z=-2&2z¢ciR siz#0, z71=(z)!

1.7 Module d’un nombre complexe.

Soit z = = + 4y un nombre complexe quelconque, avec x,y € R. Le produit de z par son conjugué
est toujours un réel positif :
2z = (v +iy)(x —iy) = 22 +y> > 0.

z|, la racine carrée de ce réel :

On appelle module de z, noté

siz=x+iy avec x,y € R, alors |z| =Vz2z=+/22+y? € R,.

On résume dans le tableau ci-dessous les principales propriétés du module.

2|l =0 & 2=0 |22'| = |2|.]7/] |2 + 2| < 2|+ ||

IZ| = |z] et | — 2| = |7] |27 = |2|7! pour z # 0 inégalité triangulaire

1.8 Interprétation géométrique.

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé, tout
point M est déterminé par ses deux coordonnées

HEEVE SRESE N SR M d'affixe »
. . , partie

réelles : son abscisse = et son ordonnée y. imaginaire :
- 4 de z |
Le nombre complexe z = x+ iy est alors appelé I affize i
. |
du point M. ,
|
Réciproquement, il est clair qu’a tout nombre com- : '
X

plexe z = x + 1y avec z,y € R, on associe 'unique
point M de coordonnées (z,y) dans le repére choisi.

partie réelle de z

On a ainsi une correspondance entre les points du plan et les nombres complexes.



Il est clair que, si M d’affixe z, alors : TP
M, d'affixe —%Z M d'affixe 2

e le point M’ d’affixe —z est le symétrique i :
de M par rapport a 'origine O du repére. i :

i 1
e le point M; d’affixe Z est le symétrique | :
de M par rapport a 'axe des abscisses du i

|

}

i

}

i

repére.

e le point My d’affixe —Z est le symétrique

I'r rt al’ax rdonnéesdu = &———mmmmmmmm
de M par rapport al’axe des ordonnées d
M' daffixe —z M, daffixe Z

repere.

De plus, par définition du module d’une part et de la distance dans le plan d’autre part, on a :

Pour tout point M d’affixe z, le réel positif |z| = /22 +y2 = OM

est la distance entre le point M et l'origine O du repére.

Il en résulte que, si A et B sont deux points
d’affixes respectives z4 et zp, alors :

e |zp—z4|=AB=0D

ou D est le point d’affixe zg — z4.

o |24+ 2| =0C
ot C' est le point défini par la somme de vecteurs
(régle du parallélogramme) : OA + OB = OC. FaiE IRRR IRMAREe

1.9 Reésolution dans C des équations de degré 2 a coeflicients réels

a) Equations de la forme 22 = A, avec A € R

Il s’agit donc de déterminer les racines carrées dans C d’un nombre réel A fixé.

1. Si A > 0, on sait ses racines carrées sont vA et —v A, qui sont dans R.

2. Si A <0, alors —A > 0, et les racines carrées de A sont iv/—A et —iv/—A, qui ne sont pas

dans R.
En effet, cela provient simplement du fait que (iv/—A)? = i?(vV=A)? = —1 x (=A) = A, et de
méme pour son opposé. O

b) Equations de la forme az? + bz + ¢ =0, avec a,b,c € R, a # 0
On calcule le discriminant A = b? — 4ac, qui est un nombre réel.

1. Si A > 0, on sait que I’équation a deux solutions réelles distinctes :

I

—b+VA —b—vA
:%ﬁ et 1y = b2f7 avec A > 0.

2. Si A =0, on sait que ’équation a une solution réelle double —%.

3. Si A < 0, on utilise I’étape précédente pour montrer que I’équation a deux solutions complexes
distinctes, qui sont conjuguées I'une de 'autre :

zlz% V=R e 22:% VfA, avec A < 0.




1.10 Complément : formule du binéme

a) Convention de notation générale d’une somme. Supposons que 'on ait une famille de
nombres réels ou complexes ag, a1, as,...a,. Pour alléger les notations, on note leur somme :

n

at+ar+ar+--+ap=) a
k=0

L’indice inférieur sous le sigma donne le rang ot démarre la somme (ici, c’est 0, mais ce peut étre 1
ou n’importe quel autre entier naturel). L’indice supérieur sur le sigma donne le rang ou se termine
la somme (ici n). L’indice muet de sommation noté ici k peut étre désigné par n’importe quelle
autre lettre (souvent ¢, ou j,...).

5 4
Par exemple : > k* =0+ 1+44+9+16+25 =55, ouencore Y. 2" =244 +8+416 = 30.

k=0 k=1
On peut ainsi écrire briévement des formules générales (comme les deux suivantes vues au lycée) :
Sl =lta+a? a4 =15 Sk =0414243+4.. 4 pn= 20
i=0 k=0
b) Factorielle. Pour n un entier > 0, on note ’ nl=1-2-3-...-n

Ceci se lit “n factorielle”. Par exemple, 4! =1-2-3-4 = 24. On ajoute la convention 0! = 1.

c) Coefficients binomiaux. Ils sont définis par :

n n! .
(k) = m pour tous n, k des entiers > 0 tels que n > k.
‘(n— .
n aemontre (ce n-est pas immeédia que ltes coe cients binomiaux son es entiers naturels.
On dé t "est édiat l ts b td t turel
5 5! 5! 5-4-3-2-1 5-4
Par exemple, (2) “aG-2 a3 21321 2
On a les formules suivantes Ces formules permettent de calculer de proche en proche

les coefficients binomiaux suivant le triangle de Pascal.

o) =)= ) PR

01
111
n n 2|1 2 1
y =1, 301 3 3 1
401 4 6 4 1
501 5 10 10 5 1
<”>+< n ):<”+1> 61 6 15 2 15 6 1
k k+1 k+1

d) Formule du bindéme. Soient a,b deux nombres réels ou complexes, et n un entier > 0. Alors

(a+b)" = Zn: (Z) aFpnk

k=0

Par exemple, avec n = 2 ou n = 3, on retrouve les identités remarquables bien connues :

2
(a+b)?=>" <z>akb2k = (3)(1062 + G)albl + <§>a2b0 =1-b>+2-ab+1-a®=a*+2ab+b>.

k=0

N A S b A N L N A P £ A N T
(a+0b) _Z<k>a bk = <O>b +<1>ab +<2>a b—|—<3>a =a® + 3a”b + 3ab® + b°.
k=0



1.11 Quelques exercices

Exercice 1. On considére les nombres complexes z1 = 1+14, 20 =3 —2i et 2z3=—1+ 3i.
1. Placer dans le plan complexe les affixes de ces trois nombres. Calculer leurs modules.
2. Calculer z1 + 29, zo0 + 23 et 23 — z1, puis z129, 2223 et 2321.
3. Calculer z1 + 29, 29 + Z3 et 23 — z1, puls Z129, 2223 et 2321.

Exercice 2. Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

4(=243i)+3(=5—=8i) ; 2—9)B+T7i) ; 2—-9)(1+1i) ; (1—4)2 ; (1+14)3 ;
1 1+2 1—i  2-3i
4—i " 3+4i " —6+5i  di—1

Exercice 3. Résoudre dans C les équations :

(4 —2i)2% = (1 + 5i)z, (1+4i)z — 3 — 5i = 1+ 24, 2242z =2+ 34,

z4z=2, z—z=2, 7 = 22 (243i)z2—1—2=7-3i.

Exercice 4. On pose j = —% + @z
1

1. Calculer |j|, 52, 53, = puis 1 +j + j2.
J

2. Représenter dans le plan complexe les affixes de j et j2.

Exercice 5. Déterminer ’ensemble des points M du plan dont 'affixe 2z vérifie :

—3 <Re(z) <2et1<Im(z) <3; |z —3+1i| =3; z2=7Z; 2z = 13.

Exercice 6. Résoudre dans C les équations suivantes :

3224 22—-1=0; 224+324+4=0; 224+2z4+1=0

Exercice 7. Résoudre rapidement dans C 'équation z? = 16 et représenter graphiquement ses
solutions dans le plan complexe.

Exercice 8. Calculer sous forme algébrique les nombres complexes (14 14)® et (2 — )%
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2 Nombres complexes et trigonométrie

2.1 Quelques rappels de trigonométrie

Rappelons que :
e cosa et sina sont des réels compris entre —1 et 1, définis quel que soit o € R,
e ils vérifient cos(a + 2k7) = cos a et sin(a + 2k7) = sin « pour tout entier k.
e On peut définir tan o = 82 dgs lors que cos o # 0.

COS &
sinus
Il faut connaitre quelques valeurs de référence des cosinus
et sinus(les tangentes s’en déduisent) : e (y:g
i P
ok
1 ! T
T | x| ®|x LA AR NI
a |01 5| 7] 3|2 2 : 6
|
V3 V2| 1 .
cosa | 1 5 5 5 0 |
1
: 1 \/5 \/g cosinus
Sin &« O 5 5 3 1 0 1 Q ﬁ
2 2 2

On peut déduire de nombreuses autres valeurs en utilisant les propriétés de symétrie :

cos(—a) =cosa | cos(a+ ) = —cosa | cos(m —a) = —cos
sin(—a) = —sina | sin(a+7) = —sina | sin(m — a) =sinaw
sinus
cos(a+ 5) = —sina | cos(§ — o) = sina

cosinus

cosinus

Formule fondamentale : | cos?a +sin?a =1 pour tout a € R

Il est utile de connaitre aussi les relations pour la somme, ot a et b sont deux réels :

’ cos(a +b) = cosacosb — sinasinb, sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

2.2 Argument d’un nombre complexe non-nul

Soit z = = 4 iy un nombre complexe quelconque, avec x,y € R. Notons p son module :

p=lz|=Vzz =22+ 3%

Si p =0, alors z = 0, et réciproquement.




On supposera désormais que z est non-nul, donc p > 0.
Introduisons alors le nombre complexe z1 = %z. Il s’écrit sous forme algébrique z1 = x1 + iy avec :

—Zz = T = Yy = Yy
T = » \/m et Y1 o \/W
On a |z| = |%z! = ﬁ]z\ = %]z\ = 1. Ainsi les réels z1 et y; vérifient 2% + y? = 1.

Il existe donc un réel 4 tel que 1 = cosf et y; = sinf. Ainsi on a montré que :

’ tout z € C non-nul s’écrit : 2z = p(cosf +isinf), avec p=|z| >0, et 6 €R.

L’expression ci-dessus s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe non-nul z.
Un réel 0 satisfaisant cette égalité s’appelle un argument du nombre complexe non-nul z.

On note 6 = arg z (modulo 27, voir ci-dessous).

it 1. Par définition, 6 est une mesure en radians de 'angle
orienté des vecteurs (07 ,OM) ou M est le point du
plan d’affixe z et I le point de ’axe des abscisses d’af-
fixe 1.

2. Attention : 0 n’est pas unique;

' tout réel 042k avec k € Z est un autre argument de z.
On appelle parfois argument principal de z, noté Arg z,

y = psiné

o 0 1 4 . . .
2= podsd celui des arguments de z qui appartient a [—m, 7[.
/// \\\ , .
A 8 On a modulo 27 les égalités :
7z . N
M, d’affixe —z ,7 y = psinf = psin(r — 6) N Mdaffixe =
B S argz = —argz
P [
[A! ! \\
| m—0 Lo arg(—z) =argz+m
| |
o i
= ? — arg(—z) =1 —argz
—x = pcos(m —0) o x = pcost g - g
el e ] M d’affixe z
- ~O Y= ps]n@ I O Y S
Bk N |
14 N
7 N |
’ > 1
Vi \ e
/] Y = s5in@ oo Yo Md’affixe z !
. y = psin :
7 IR }
n : i 0 0 :x = pcosf = pcos(—0)
! o —0 :
i [ i
i [ !
—_r = g 1
! xz=pcos(0+m) [O+7 ) e i
! i O x = pcosf :
v H | i . . M, d’affixe 7
i I —y=—psinf ————mm et
\ ] .
v ’ = psin(—0)
o /
\! /
....................... 4 —y=psin(6 + ) v
M’ Qaffixe — z Lt
Ny ;
\\ //
\\ //




2.3 Argument du produit de deux nombres complexes

a) Propriété fondamentale : si 6 est un argument de z et ' un argument de 2’, alors 6 + 0’ est
un argument du produit zz'.

Comme on sait déja que |z2/| = |z||2|, on peut donc résumer en :

p(cos @ +isin®) x p'(cos @ +isinf’) = pp' [cos(0 + ') + isin(6 + 0")].

PREUVE. Soient z = p(cosf + isinf) et 2’ = p'(cos @’ + isinf’). On sait que |z2'| = pp'.
Posons z; = %z =cosf +isinf et 2] = %z' = cos® +isinf’, de sorte que 2z’ = pp'z12;. On calcule :
2121 = (cos@ + isinf)(cos 0’ + isinf’) = (cosfcos ' — sinfsin@’) + i(cos O sin O’ + sin 6 cos §")

=cos(f + 0") +isin(0 +0'), ce qui montre le résultat voulu.

Une conséquence immédiate mais trés importante pour les applications est la formule suivante :

b) Formule de Moivre : ’ (cos@ + isinf)"™ = cos(nh) + isin(nbh). ‘ pour tous n € N et § € R.

2.4 Notation exponentielle.

On introduit la notation : pour tout 8 € R

’ exp(if) = cosf +isinf || ou encore | e'? = cosf +isind ‘

Il en résulte immédiatement que 'on a, pour tout # € R :

let?| =1, cosf = 1(etf e,

_ , d’ott les formules d’Euler : '

it — 6719’ sinf = %(619 6710)
Comme conséquence de la propriété 2.3, on obtient :

R - ; ; - 1 ;

el0 el — ot (0+0)) en particulier | (e/%)" = &!™? et| — = e Y
e

Avec cette notation : | tout z € C non-nul s’écrit : z = pe'?, avec p=|z| >0, et 6 €R.

Cette expression est appelée la forme exponentielle du nombre complexe non-nul z.

Elle est particuliérement bien adaptée aux calculs multiplicatifs puisque, dans un produit, les mo-
dules se multiplient alors que les arguments s’ajoutent :

pet? o el? = (pp') e (0+6") | et en particulier (petfyn = pnein?

Deux exemples a connaitre.

i

. ™ . 'TI'
J< t €2, 12 1 e’ 5
. . ;37 s .
3 (O] % 24 1.

10 =—1=¢€ =e "2,
]| 0 1 0 1 .2
_ 1 3, _ qif 3 _
J=—s5+t%i=¢e3, j°=1,
2 1 3. g4m 2
< J=my Tt =es =60 =
== £y 1+j+j%=0.




2.5 Deux applications classiques.

a) Linéarisation des puissances de sin ou cos. Il s’agit d’exprimer cos™ z ou sin” x comme une
somme de cos(pz) ou de sin(pz) avec p < n. Pour cela, on applique directement les formules d’Euler,
et la formule du binéme.

EXEMPLE : cos3 z = 2%(6” _|_efix)3 — 2%[( ia:)S +3( za:)Q( 7i:r) +3( iw)(efiac)Q + (efiw)?)}
= 55 [e37 4 e 73 4 3(e™ +e7)] = L cos3w + 3 cosw

b) Probléme réciproque. Il s’agit d’exprimer cos(nz) ou sin(nz) comme un polynéme en cosz
ou sin z. Pour cela, on applique directement la formule de Moivre, et la formule du bin6éme.

EXEMPLE : On part du développement :

3 = cos®x + 3cos? z(isinz) + 3cosz(isinx)? + (isinz)?

32 —3coszsin®z + (3 cos? zsinx — sin® z),

(cosz + isinx)
= cos
d’ou : cos(3z) = Re(cosz + isinz)® = cos® z — 3coszsin®

3

et sin(3z) = Im(cosz + isinz)? = 3 cos? xsinx — sin® z.

2.6 Quelques exercices

Exercice 1. Ecrire sous forme trigonométrique et sous forme explonentielle les nombres complexes :

L+ivB; iy 1445 =25 0 =4 7473 LS

Exercice 2. Fcrire sous forme algébrique les nombres complexes :

V33 2v/2 e~ 3iT/3 . 9 i . % o2in/3 . %

. s . 4z _j2r
Exercice 3. On pose : z1 = 4€*1, zo =3ie's et z3=—-2e"'3.

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes : zo, 23, 2129, ZZQ, 21 (2923)2.

Exercice 4. Déterminer ’ensemble des points M du plan dont 'affixe z vérifie :

_ . _ 60 s
(1) arg(z%) =7 +2kr (k€Z); (2) z=reavec3 <r<det -7 <0<

wolx

Exercice 5. Déterminer la distance entre les points A et B du plan d’affixes respectives a = 2¢'3
et b= —2+1.

Exercice 6.
1. Linéariser sin(z).
4

2. Exprimer cos (4z) et sin(4x) en fonction de cosz et sinz.
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3 Polynoémes a coefficients réels ou complexes

Dans ce chapitre, la notation K désigne soit ’ensemble R des nombres réels, soit I’ensemble C des
nombres complexes.

3.1 Qu’est ce qu’un polynéme ?

Un polynoéme P est une expression de la forme

P=a,X"+ap, 1 X" '+ - auX?+a1 X +ag |

ou les coefficients ag, . . . , ap sont des éléments de K et X est un symbole formel appelé indéterminée
du polynoéme. On peut bien stir utiliser la notation plus globale :

n )
P=ag+a1 X +aX’+ - Fa, 1 X" +a,X"=> a; X" |,
1=0

Pour tout b € K, on peut considérer le nombre P(b) = a,b" + an_1b" "' + - --a2b® + a1b + ag, qui
est un élément de K, que 'on 'appelle la valeur prise par P en b.

On a déja rencontré des fonctions de R dans R qui sont “polynomiales". Effectivement, on associe
au polynome P la fonction P : K — K définie par : P(2) = a,2™+an_12" 1+ - - agz®+a12+ag

pour tout x € K. Elle vérifie par construction P(b) = P(b) pour tout b € K. O

3.2 Notions de bases sur les polyndmes

» Dans I’écriture 3.1, on a les notions suivantes :
1. Chacun des termes a, X" constituant la somme est appelé un monéme.
2. P est appelé le polynome nul lorsque tous les coefficients ay, . . ., a, sont nuls; on note P = 0.

3. Si un polynéme P n’est pas le polynéme nul, on appelle degré de P le plus grand exposant
de X devant lequel le coefficient n’est pas nul. On note deg(P) le degré du polynéme P :

deg P =max{j € N|a; # 0}

Par convention, le degré du polynoéme nul vaut deg0 = —oo.

4. Pour un polynéme non nul, le coefficient dominant est le coefficient a,, pour lequel n = deg P
(ce coefficient dominant est non nul par définition du degré). Si le coefficient dominant vaut 1,
on dit que le polynoéme est unitaire. Un polynoéme de degré 0 est un élément de K.

» CONSEQUENCES IMPORTANTES. On retiendra en particulier que, par définition :

— Deux polynoémes sont égaux si et seulement s’ils sont de méme degré et que les coefficients de
leurs mondémes de méme indice sont égaux :

[ZaiXi: ZbiXZ} — [n:met a; = b; pourtoutOSign}
i=0 i=0

— En particulier, un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

[Z a; X' = 0} — [ai =0 pour tout 0 <3 < n}
i=0

» NOTATIONS. On note K[X] désigne I’ensemble de tous les polynémes a coefficients dans K.
Pour tout entier N > 0, on note Kx[X] I’ensemble de tous les polynémes a coefficients dans K de
degré inférieur ou égal a N.
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3.3 Addition des polyndomes

L’addition de deux polynémes est définie de facon naturelle, en additionnant terme & terme les
mondmes de méme indice.

EXEMPLES. (2X3 +5X? — X +2) + (X3 —4X? 4+ 3X - 3)
=2+1)X*+(B-4)X?+(-1+3)X+(2-3)=3X>+ X% +2X — 1.

(BX346X? —4X +7)+ (X3 + X?+4X —5) =4X34+7X? + 2.

(BX3 —4X +1)+ (5X?+7X) =3X3 +5X2 + 3X + 1.

On peut donner la formule générale :

n ) m ) max (n,m) )
Si P=>Y a; X" et Q= bX" alors P+Q= > (a;+0b)X" |
i=0 i=0 i=0

avec la convention de notation a; =0sii >net b =0sii>m.

Il en résulte que : ’ deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) ‘

Cette addition vérifie de fagon évidente que, pour tous P,Q, R € K[X], on a :
P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R), P+0=P.

3.4 Produit d’un polyndéme par un nombre réel ou complexe

Le produit d'un polynéme P € K[X] par un nombre A € K est définie de fagon naturelle en
multipliant par A chacun des monémes de P.

n . n .
Si P=) a; X" et A€K, alors A.P=> Aa; X* |,
=0 =0

En combinant ce type de produit avec des sommes (ou des différences), on peut calculer des com-
binaisons linéaires de polynomes.

EXEMPLE. Prenons P = X? — X2 +2X +1et Q = 3X? + X — 4. On peut calculer :
P-Q=X3-4X?+X+5; 2P—-4Q =2X°-14X2+18; 1Q=X?+1X 1.
Ce produit “externe” vérifie de fagon évidente que, pour tous P,Q € K[X] et \, u € K, on a :
AMP+Q)=AP+AQ, AN+up).P=AXP+puP, X(uP)=Au.P, 1.P=P, 0.P=0.

3.5 Multiplication des polynétmes

Pour comprendre comment 1’on effectue le produit de deux polynémes, commencgons par regarder
la situation en petits degrés :

Soient P = a4X4 + a3X3 + (12X2 +a1 X +ay et Q= b3X3 + b2X2 4+ b01X + by.
On définit PQ comme étant le polynéme de degré 7 donné par :
PQ = a4b3X7 + (a4b2 + a3b3)X6 + (a4b1 + asby + agbg)X5 + (a4bo + agbi + asby + albg)X4
+(asbo + agby + ai1be + aobg)X3 + (agbp + a1by + aobz)X2 + (a1bp + aob1) X + apbp.

On peut donner la formule générale :

n . m . n+m 1 .
Si P=) a; X" et Q=) b;X' alors PQ= > (> ajbi—;)X" |
i=0 i=0 i=0 j=0
Il en résulte que : ’ deg(PQ) = deg P + deg Q ‘

Cette multiplication vérifie de fagon évidente que, pour tous P, @, R € K[X], on a :
PQ=QP, (PQ)R=P(QR), P(Q+R)=PQ+PR.
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3.6 Polyndéme dérivé

Pour tout polynéome P de K[X], on définit son polyndéme dérivé P’ en posant :

Si P=>aX alors PP=>ia; X1 |
i=0 =1

7

On en déduit que [ (P’ =0) < (P = ap) < (deg P =0) | ; on dit alors que P est constant.
Il en résulte aussi que :

’ si P est non constant, alors deg P’ = deg P — 1 ‘

Cette dérivation vérifie de fagon évidente que, pour tous P,Q € K[X] et A € K, on a :
(P+Q) =P +Q, (\P)=\P, (PQ) =PQ+PQ.

EXEMPLE. Prenons P=3X?2-5X+2 et Q=X2+ X+ 1.
» On calcule P+ Q =4X? —4X + 3, dou (P+ Q) =8X —4,
Par ailleurs P’ =6X —5et Q' =2X 4+ 1, et onabien P+ Q' =8X —4=(P+ Q).
» On calcule PQ = 3X* —2X3 —3X +2, dou (PQ) =12X% - 6X2 — 3.
Par ailleurs P'Q = (6X —5)(X?*+ X +1)=6X3+X? + X -5
et PQ' = (3X%2-5X +2)2X +1)=6X3—-7X2 - X +2
dont la somme est 12X3 —6X?2 — 3. On a bien (PQ)' = P'Q + PQ'.

3.7 Multiples et diviseurs d’un polynéme

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K, avec B # 0. On dit que B divise A dans K[X]
s’il existe un polynéme @ a coefficients dans K tel que A = B@Q. On note alors : B|A.

[ B|A dans K[X] | <= [ il existe Q € K[X] tel que A = BQ)]

On dit aussi que A est un multiple de B dans K[X], ou que B est un diviseur de A dans K[X].

EXEMPLES. X — 3 et X + 3 divisent X? — 9 dans R[X] car X2 — 9 = (X — 3)(X + 3).
2X + 5 divise 2X3 +5X2 + 2X + 5 dans R[X] car 2X3 +5X? +2X +5 = (2X +5)(X2 + 1).
X + 2i divise 3X? 4 12 dans C[X] car 3X? + 12 = 3(X?% +4) = 3(X + 2i)(X — 24).

3.8 Complément : division euclidienne de polynémes

La situation ci-dessus est un cas particulier simple du résultat plus général suivant (que nous ne
démontrons pas ici) :

THEOREME. Soient A et B deux polynoémes & coefficients dans K, avec B # 0.

Il existe un unique couple (@, R) de polynomes a coefficients dans K tel que

A=BQ+ R et degR <degB.

Trouver (@, R) c’est effectuer la division euclidienne de A par B dans K[X].
Le polynéme A est appelé le dividende, B le diviseur, @) le quotient et R le reste.

» REMARQUE 1 (lien avec ce qui précéde). Dire que B divise A signifie donc que le reste de la
division euclidienne de A par B est nul.

» REMARQUE 2 (utile pour la suite). Pour tout b € K, le reste de la division euclidienne de P
par X — b est égal & P(b).

En effet, dans la division euclidienne P = (X —b)Q+ R, le reste R vérifie deg R < deg(X —b) = 1,
donc R € K, et la valeur prise par P en b est P(b) =0 x Q(b) + R, donc R = P(b).
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3.9 Quelques exercices

Exercice 1. Pour chacun des polynémes suivants, donner son degré et son coefficient dominant.

Py=1+43X —2X? P =X"4+4X%4+(1-1)X?
Py=3X(1+ X% +2X% -1 Py=(i+X)(1+3X?-iX)
4
Py= Y (Kl +1)Xx* Ps=(3X —7X% 4 4)
k=1

Po=[X(X+1)(X +2)(X +3)(X +4)] P =01-X"1+X)>+X"2 n>o0.

Exercice 2. Pour chacune des entrées du tableau ci-dessous, donner sous une forme adaptée et
simple, la somme, le produit ou la dérivée des polyndémes considérés :

Polynoéme P Polynome Q || P+Q | PxQ | P | Q'

2X —1 X2 -2X 42 ? ? 7| 7

3(X —1)(X +2) (X +3)? ? ? 7|7
(X —2)4—-X)(X+1) | X3 -5X2+8 ? ? 7|7

Exercice 3. Déterminer les réels a, b et ¢ pour lesquels ’égalité suivante est vraie :
2AX —a)(X +4)2 =2X3 +bX?% + cX + 32.

Exercice 4. Trouver tous les polynémes P de degré inférieur ou égal a 3 tels que que l'on ait a la
fois :

P0)=1, P(1)=0, P(-1)=-2 et P(2)=4.
Exercice 5. Trouver tous les polynémes @) de degré inférieur ou égal a 3 tels que :
Q(0) =Q'(0) = Q"(0) = Q"(0) = 1.

Exercice 6 (pratique de la division euclidienne). Dans chacun des cas suivants, effectuer la
division euclidienne de A par B dans K[X] :

A=X8-1 B=X3-1

A=3X°4+4X?+1 B=X%*4+2X+3
A=3X"+2X*-X?24+1 B=X*4X+42
A=X*— X34 X -2 B=X?-92X+4.

Exercice 7.

a) Montrer que X2 +2X?2 — 5X — 6 est divisible par X + 1 et par X — 2 dans R[X].

b) On considére P = X3 —3X?2+4. Calculer P(1). Est-ce que P est divisible par X —1? Montrer
que P est divisible par (X — 2)? dans R[X].

c¢) Quels sont les diviseurs de X3 + 9X dans C[X]?

Exercice 8. Soient a et b deux nombres réels et P = X% 4+ 2aX3 + bX? 4+ 2X + 1. Pour quelles
valeurs de a et b le polynome P est-il le carré d’un polynéme de R[X]?

Exercice 9. A quelles conditions sur les réels a, b, ¢, le polynéme X +aX?+bX + c est-il divisible
par X2+ X +17

12
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4 Factorisation des polynomes & coefficients réels ou complexes

Comme dans le chapitre précédent, la notation K désigne soit ’ensemble R des nombres réels, soit
I’ensemble C des nombres complexes.

4.1 Notion de polynéme irréductible

Quel est le probléme ¢ Soit P un polynome de K[X]. On se pose la question de savoir s’il a
des diviseurs, au sens de la définition introduite en 3.7. Une premiére observation est que toute
constante non-nulle A € K* est un diviseur de P puisque 'on peut écrire P = /\.%P, avec \
polynoéme de degré nul et %P polynéme de méme degré que P. Une seconde observation est que,
pour tout A € K*, le polynéme AP est un diviseur de P puisque que l’on a de méme P = %.)\P.
La notion de polynéme irréductible correspond aux situations ot ces deux cas triviaux, qui sont
toujours vérifiés, correspondent aux seuls diviseurs de P.

a) Définition. Un polynéme P € K[X] est dit irréductible si deg(P) > 1 et si ses seuls diviseurs
sont les constantes A et les polynomes de la forme AP avec A € K*.
Ezxemples

1. Un polynome de degré 1 est toujours irréductible (car s’il s’écrit comme un produit de deux
polynémes, I'un des deux est de degré 0, donc est une constante).

2. P=X3+2X?— X — 2 n'est pas irréductible dans R[X] car on a P = (X — 1)(X2+3X +2).
Mais X2+ 3X +2 n’est pas non plus irréductible dans R[X] car X2 +3X +2 = (X +2)(X +1).
Finalement P = (X — 1)(X 4 2)(X + 1), avec chacun des trois facteurs qui est irréductible.

3. Q = X*—1n’est pas irréductible dans R[X] car Q = (X2 —1)(X2+1) = (X —1)(X+1)(X2+1).
Dans R[X], on montre que X2 +1 est irréductible, et on ne peut pas décomposer davantage Q.
Mais dans C[X],on a X2+ 1= (X —i)(X +1), dott Q = (X — 1)(X + 1)(X —i)(X +1).
Le principe mis en ceuvre dans ces exemples est général et aboutit au résultat suivant.

b) Théoréme de factorisation. Soit A un polynome a coefficients dans K avec deg A > 1.
Il existe un entier r > 1, des polynoémes irréductibles unitaires P;, Ps, ..., P, distincts, des entiers
strictement positifs k1, ko, ..., k. et une constante X € K, X\ # 0, tels que

A=\pPF ph ... pkr

Cette décomposition est unique & l’ordre prés des facteurs.

4.2 Racines d’un polynéme

a) Notion de racine. Soit P un polynéme dans K[X]. On appelle racine de P dans K tout
nombre ¢ € K tel que P(c) = 0.

» Caractérisation d’une racine en termes de divisibilité. Soient P € K[X] et ¢ € K.

(c est une racine dans K de P) <= (X — ¢ divise P dans K[X])

En particulier, un polynéme non nul P € K[X] admet au plus deg P racines dans K.

b) Notion de multiplicité d’une racine. Soient P € K[X], P # 0, ¢ € K une racine de P et
m € N*. On dit que ¢ est racine de P avec multiplicité m lorsque

Pc)=P(c)=P'(c)=---=P™ D()=0 et P™(c)£0.

Si m = 1 on parle de racine simple, si m = 2 on parle de racine double.
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» Caractérisation d’une racine multiple en termes de divisibilité. Soient P € K[X], P # 0, c € K
une racine de P et m € N*,

(X —¢)™ divise P dans K[X],
—c

(c racine de P dans K de multiplicité m) = 1 o
(X — ¢)™*! ne divise pas P dans K[X].

Au plan pratique, cela se traduit pour tout P € K[X] non-nul, tout ¢ € K et tout m € N*, par :

P=(X-0"Q
Q(c) #0

(c racine de P de multiplicité m) < il existe Q € K[X] tel que {

Ezxemples

1. Soit P = X* -3X3+3X?2 - X = X(X —1)%. On a P(0) = 0, donc 0 est une
racine réelle de P, donc X divise P. On calcule P(X) = X (X3 -3X2+3X 1) =
X (X —1)3. On conclut que 0 est racine simple et 1 est racine triple de P dans R.

2. Soit P = X° - X*4+2X3-2X24+ X —1.Ona P(1) =0, donc 1 est une racine réelle
de P, donc X —1 divise P. On calcule P = (X —1)(X*4+2X2+1) = (X —1)(X2+1)%
Le polynéme P n’a qu’une seule racine réelle, qui est 1, qui est une racine simple.
Si 'on considére P comme élément de C[X], on a P = (X — 1)(X —4)?(X + )%
Donc dans C, P admet 1 comme racine simple, et i et —i comme racines doubles.

4.3 Cas des polynomes a coefficients dans C

Tout repose sur un théoréme profond, non-trivial & démontrer, dit théoréme de d’Alembert-Gauss,
qui établit que :

(a) Tout polynome non constant & coefficients dans C admet au moins une racine dans C.

On peut reformuler ce résultat sous la forme plus précise suivante.

(a’) Tout polynome a coefficients dans C, de degré N > 1, a exactement N racines dans C (en
tenant compte de la multiplicité).

Il en résulte que 'on connait les polynomes irréductibles de C[X].

(b) Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement les polynémes de degré 1, c’est-a-dire de
la forme A(X —b) ou X et b sont deux nombres complexes avec A # 0.

Ceci permet de formuler de fagon effective et simple un théoréme de factorisation dans C[X].

(c) Pour tout polynome P non constant a coefficients dans C, il existe un entier r > 1, des
nombres complexes by, ba, ..., b, distincts, des entiers strictement positifs ki, ko, ..., k. et un
nombre complexe A non nul tels que

P=XX—b)"(X —by)2 - (X —b,)kr.

Cette décomposition est unique & ['ordre prés des facteurs. Les nombres complexes b; corres-
pondent exactement aux racines de P dans C. La multiplicité de b; est donnée par Uentier k;.
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4.4 Cas des polyndmes a coefficients dans R

La passage de C & R repose sur I'observation facile suivante.

(a) Sice C est racine d’un polynome P a coefficients dans R alors ¢ est aussi racine de P.

Il suffit pour justifier cette observation de remarquer que P(c) = 0 implique P(c) = P(¢) = 0.
Il en résulte que I'on connait les polynémes irréductibles de R[X].

(b) Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
1. d’une part, tous les polynomes de degré 1, c’est-a-dire de la forme \(X — b) ou X et b
sont deux nombres réels avec X # 0,

2. d’autre part tous les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif, c’est-a-dire
de la forme A\(X2% +pX +q) o \, p et q sont des réels tels que A\ # 0 et p? — 4q < 0.

On obtient ainsi un théoréme de factorisation dans R[X] sous la forme suivante.

(c) Tout polynéme P non constant a coefficients dans R s’écrit sous la forme
_ k1 k- 2 01 2 ls
P=XX=b)" - (X =b)" (X7 p1 X +q1)" - (X7 +psX +qs)

ot A € R*, by,...,b. sont des réels, p1,...,Ds,q1,...,qs Sont des réels avec p? —4q; < 0 pour
tout 1 <1i <s, et les k; et les £; sont des entiers positifs.

Cette décomposition est unique & ['ordre prés des facteurs. Les nombres complexes b; corres-
pondent exactement aux racines de P dans R. La multiplicité de b; est donnée par ’entier k;.

4.5 Remarques sur les liens entre irréductibilité et racines dans R[.X]

Soit P € R[X] un polynéme non nul.

1. Il est faux de penser que si P n’a pas de racine, alors il est irréductible dans R[X].
Par exemple, P = X* +5X2+4 = (X2 +1)(X2+4) n’a pas de racine réelle mais n’est pas
irréductible dans R[X].

2. Il est faux de penser que, si P est irréductible dans R[X], alors P n’a pas de racine réelle.

Par exemple, P = 3X — 6 = 3(X — 2) est irréductible dans R[X] car c’est un polyndéme de
degré 1 de R[X], et 2 est racine réelle de P.

3. En revanche, si deg P = 2, alors P est irréductible dans R[X] si et seulement si P n’a pas de
racine réelle.

Ce résultat découle du fait que les seuls polyndémes de degré 2 irréductibles sur R sont ceux
de discriminant strictement négatif.

4. Notons aussi que, si P est de degré impair, alors P admet nécessairement une racine réelle.

Cela découle du point (a) de 4.4. On peut aussi le déduire du fait que la fonction polynomiale
associée P est continue sur R et vérifie lim_, P = +o0 et lim, P = Fo0o, ce qui implique
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires que P s’annule pour au moins une valeur
ceR.

4.6 Relations entre coefficients et racines (cas des polynémes de degré 2)
Soit P = aX?+bX + c un polynome de degré 2 a coefficients complexes. Si u et v sont deux racines
distinctes de P alors on a

c
u+v=—— et uv=-.
a a

1 suffit pour le vérifier d’identifier les coefficients dans a(X — u)(X —v) = aX? + bX +c.
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4.7 Quelques exercices
Exercice 1. Déterminer ’ordre de multiplicité de la racine 1 du polynéme

A=X°—5X*+14X3% —22X2 +17X — 5.

Exercice 2.
1. Pour quelle(s) valeur(s) de A € R le polynome M = X2 — 3X + X a-t-il une racine double ?
Quelle est alors ’autre racine ?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de a le polynéme (X + 1)” — X7 — a admet-il une racine multiple
réelle 7

Exercice 3. Factoriser dans R[X] et C[X] les polynomes suivants :
Qo= X%+1, Q1= X?-3X —14, Q2= X%2—2X +2, Q3= X3 —-8.
Exercice 4.

1. Montrer que le polynéme S = 2X3 — 3X2 4 1 admet une racine double. En déduire la décom-
position de S en produit de polynémes irréductibles dans R[X].

2. Mémes questions avec le polynome T = X4 4+ 2X2 — 8X + 5.

Exercice 5. Décomposer le polynome Q = X* —5X3 + 13X2 — 19X + 10 en produit de facteurs
irréductibles dans R[X], aprés avoir calculé Q(1) et Q(2).

Exercice 6. Décomposer le polynome P = X5 4+ X4 +4X3 +4X? 4+ 4X + 4 en produit de facteurs
irréductibles dans R[X], puis dans C[X], aprés avoir calculé P(—1).

Exercice 7. Montrer que la propriété 4.6 du cours se généralise en degré 3 sous la forme suivante :
si P=aX?3+bX?+cX +d est un polyndéme de degré 3 a coefficients complexes et si u, v et w sont
trois racines distinctes de P alors on a

b c
u+v+w=—-——, wHovowtwu=- et vow=-—-—.
a a a
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5 Limite d’une fonction réelle d’une variable réelle

5.1 Premiére exemple de situation : limite finie en ’infini

a) Considérons une fonction f : R — R. Supposons qu’elle est définie au voisinage de +o0, c’est-a-
dire au moins sur un intervalle de la forme A, +o00], ot A est un réel. Soit ¢ un réel fixé.

On dit que f admet ¢ pour limite en 400, ou encore que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers +oo,
lorsque l'on peut rendre f(z) aussi proche que 'on veut de ¢, a condition de prendre z suffisamment
grand. On note alors :

axe des
ordonnées

lim f(z)=1¢

T—+00

O A axe des abscisses

Dire que lim f(z) = ¢ signifie donc que :
T—r—+00
la distance entre f(z) et ¢ peut étre rendue aussi petite que 1'on veut a condition de
prendre x suffisamment grand,
ou encore que :

pour tout réel € > 0, on a |f(x) — ¢| < e dés lors que z est plus grand qu’un certain réel
A > 0 (qui dépend bien siir du e choisi),

ou encore que :
quel que soit € > 0, il existe A > 0 tel que, si x € |A, +o0[, alors f(x) € [{ — e, 0+ ¢],
ce que l'on traduit en disant que :
pour tout voisinage J de ¢, il existe un voisinage I de +oo tel que : x € I = f(z) € J.

b) Si I'on note Cy la courbe représentative de f dans un repére du plan, on a une interprétation
graphique immédiate de cette proriété :

[ lim f(x)=¢] & [ladroite d’équation y = ¢ est asymptote (horizontale) & C¢ en +o0 |

T—+00

¢ ¢

o

¢) On a une notion analogue de limite finie en —oo. On note alors :

lim f(z)=1¢

T——00

1R



5.2 Deuxiéme exemple de situation : limite infinie en une valeur finie

a) Considérons une fonction f: R — R.

Soit a un réel tel que f est définie dans un voisinage

< 5 N . . . axe des
a gauche de a, c’est-a-dire au moins sur un intervalle ordonnées
de la forme Ja —n, a[, o n > 0.

On dit que f admet 400 pour limite a gauche en
a, ou encore que f(z) tend vers +o0o quand x tend
vers a & gauche, lorsque l'on peut rendre f(z) aussi
grand que 'on veut, a condition de prendre x suffi-
samment proche de a & gauche.

On note alors | lim f(x) = 400
(Bz}(l

axe des abscisse:

0O a—nm

Dire que lim f(z) = +o0 signifie donc que :
r—a

f(x) peut étre rendu aussi grand que 'on veut a condition de prendre z suffisamment
proche (a gauche) de a,

ou encore que :
pour tout réel M > 0, on a f(z) > M dés lors que la distance entre x et a est plus petite
qu'un certain réel n > 0 (qui dépend bien stir du M choisi),

ou encore que :
quel que soit M > 0, il existe n > 0 tel que, si x € Ja —n, a[, alors f(x) € |M, +oo],

ce que 'on traduit en disant que :
pour tout voisinage J de 400, il existe un voisinage (a gauche) I de a tel que : x € [ =

f(z) e J.

b) Si 'on note Cy la courbe représentative de f dans un repére du plan, on a une interprétation
graphique immédiate de cette proriété :

[lim f(z) = +o0] < [la droite d’équation « = a est asymptote (verticale) a Cy & gauche de a|
Tr—a
<

¢) On définit de fagon analogue les propriétés :

lim f(z) = —o0 lim f(z) = 400 lim f(z) = —o0

Tr—a Tr—a Tr—a

< > K\ >
9

Bien stir ces différentes lim f(z) = —o0
notions peuvent se com- I ra
biner entre elles, et se et f(z) = +oo lim f(z) = +o0
combiner aussi avec des s _ e
. lim f(z) = +o0 i —
asymptotes horizontales, z2a Lm f(z) = -
comme sur les exemples i i lim f(z)=1¢ i
suivants : F*too
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5.3 Troisiéme exemple de situation : limite infinie en ’infini

a) Considérons une fonction f: R — R.

Supposons qu’elle est définie au voisinage de 400,
c’est-d-dire au moins sur un intervalle de la forme
A, +o00[, ot A est un réel.

On dit que f admet 400 pour limite en 400, ou
encore que f(x) tend vers +oo quand z tend vers My
+00, lorsque 'on peut rendre f(x) aussi grand que

I'on veut, a condition de prendre z suffisamment
grand.
On note alors lim 400 | ere s b
x——+00 f( ) 2 A Ay As

Dire que lim f(x) = +oo signifie donc que :
Tr—r+00
f(z) peut étre rendu aussi grand que 'on veut a condition de prendre x suffisamment
grand
ou encore que :

pour tout réel M > 0, on a f(z) > M dés lors que = est plus grand qu’un certain réel
A > 0 (qui dépend bien str du M choisi),

ou encore que :
quel que soit M > 0, il existe A > 0 tel que, si z € |A, +o0], alors f(x) € | M, +o0],
ce que 'on traduit en disant que :

pour tout voisinage J de +00, il existe un voisinage I de 400 tel que: x € I = f(x) € J.

b) On définit de fagon analogue les propriétés :

‘N

lim f(z lim f(z)=+o0 lim f(x)=—o0

T——+00 ZT——00 T——00

c) Attention : dans la situation ou f(x) tend vers
oo lorque x tend vers co, on n’a pas forcément
d’asymptote. Lorsque cela se produit, c’est une
configuration particuliére, dans laquelle on parle
d’asymptote oblique. Mffb) """""""""""""""""" 7

Plus précisément, si  lim f(z) = 400, /
T—+00

et si A désigne une droite d’équation y = ax + b
avec a,b € R,

on dit que A est une asymptote a la courbe repré-
sentative de f en 400 lorsque

lim (f(z)— (az +b)) = 0. 3

T—r—+00

270



5.4 Notion générale de limite

a) D’une fagon générale, dire | lim f(x) = w |signifie que :
Tr—Q

’pour tout voisinage J de w, il existe un voisinage I de a tel que f(x) € J pour tout = € I.

Dans cette écriture, a peut désigner un réel a, ou +0o, ou —co. De méme w peut désigner un réel
£, ou +00, ou —oo.
b) Dans le cas ol «v est un réel, on peut étre amené a distinguer un voisinage a droite ou un voisinage

a gauche, et donc une limite & droite (on dit aussi par valeurs supérieures) et une limite & gauche
(on dit aussi par valeurs inférieures).

En particulier, si a et £ sont des réels,

lim f(z) = ¢ signifie que : lim f(x) et lim f(x) existent et sont toutes les deux égales a /.
Tr—a m;)a Zz)(l

<

c) On peut pour les limite & gauche et a droite utiliser une autre notation que celle introduite
ci-dessus, plus légére mais nécessitant d’étre soigneux dans les écritures :

lim f(x) se note aussi lim f(z) et lim f(z) se note aussi lim f(x)
ra x—at z2a r—a—

5.5 Limites de quelques fonctions classiques

Pour tout n € N* :
lim 2™ = +o00
T—+400
lim 2™ = 400 si n pair

T—r—00
lim z? =400 lim 2% = -0 : n s :
T —00 =00 xkrzloox = —00 si n impair
lim z? =400 lim 2% =400
r——+00 r——+00
0. /
lim - =0/ lim -1 =+4c0 lim e® =0 lim Inz = —oo
T——00 z—qt T T——00 z—0t
lim ﬁ =0 lim Tia = —00 lim e* =+ lim lnxz =+
T——+00 T—a~ T—+00 T——+00

On peut calculer les limites de trés nombreuses fonctions en combinant la connaissance de ces limites
usuelles avec les régles opératoires sur les limites que ’on va voir maintenant.

DN|



5.6 Limites et opérations

a) Reégles de calcul. Soient f et g deux fonctions admettant une limite dans un voisinage d’un
méme « (éventuellement & droite ou & gauche) pouvant désigner un réel a, ou —oo, ou +00. Notons

. . . _ /
lim f(z) =w et lim g(z) =,

avec w et w’ pouvant désigner des réels £ et £/, ou —oo, ou +oo. On a alors :

lim (f + g)(z) = w+ /', lim (fg)(z) = w x ' et lim ——= = — |,

T T—a T—a g(m) w

SifeR, {400 =1+

SifleR, l—oo="Ll+(—00)=0—(+00) = —00+{ = —0o0.
( (=200 et =2 =to0.
( 1

=Foo et EX=Fco.

Si€>0,  {x(do0)=
Sif<0,  {x(koo)=
SitceR, =0

b) Forme indéterminées usuelles. Dans les cas qui échappent a ces régles, il faut faire une étude
spécifique plus approfondie.

o 0 o o
400 —00, —o0+00, 0Oxo0, o00ox0, —, 0 sont des formes indéterminées.
00

c) Des limites a connaitre. Les trois formules suivantes seront justifées plus loin, mais sont
précieuses pour lever certaines indéterminations.

i In(1 v 1
T I T T
z—0 X z—0 xT z—0 T

=1.

d) Cas des quotients ou le dénominateur tend vers zéro. Un autre type de situations nécessite

une étude détaillée, celle des quotients de la forme g ou .

D’une fagon générale. Supposons que w’ = 0, c’est-a-dire que g tend vers 0 pour z tendant
vers a. On s’intéresse au quotient 5, que 'on peut voir comme le produit f X %. Il s’agit donc

de déterminer la limite de % pour z tendant vers a.

1. S’il existe un voisinage de a sur lequel g(x) est strictement positive, on dit que g tend vers
0 par valeurs supérieures, et 'on note lim g(z) = 0F.
Alors, lim —~ = +o00, et 'on peut apf)ﬁc(fuer les régles usuelles pour calculer lim f@)

T g(x) T (z)

2. S'il existe un voisinage de « sur lequel g(x) est strictement négative, on dit que g tend

vers 0 par valeurs inférieures, et 1'on note lim g(z) =0".

. T—r R
Alors, lim (—130) = —o00, et 'on peut conclure de méme.
rT—o

3. Sinon, on a une indétermination, qu’il faut lever par une étude plus approfondie.

5.7 Limites et composition

Soient f et g deux fonctions; les symboles « et w pouvant désigner un réel, ou —oo, ou +00, on a

si lim f(z) =w, etsi lim g(z) existe, alors lim g(f(x)) existe et vaut lim g(z)
T T—w T T—w

Ezemples. Ona lim In(z?+z+1)=+4ococar lim (z2+2+1)=+ccet lim Inz = 4cc.
z—)Jroo T—r+00 T—>+00
sSinx
x

De méme, lim exp( ) =ecar lim 2% =1 et lim e” =e.
x—0 z—0 &

rz—1
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5.8 Quelques exercices

Exercice 1 (calculs directs de limites, opérations et composition).

a) zli)r_{loo(ex +z), zEIPOO(efC +z), zli)rfoo(\/iﬂ—ln(?)x)), xgrfoo (1 +1n(32)), xli}r_noo (%ﬁ + 3ew).

In(x3)
. ¢ . . T\ ) . T o 2 . x - L
b) lim o (G —1). Mmoo, lm ef(-ah), dim et (1- ),
1 — cos? t In(1 3z _q
c) lim Soes e x’ lim anm’ lim n(' —|—a:)’ lim
z—0 T =0 T z—0 sinzx =0 2z
a) 1 22 — 11z + 28 i 22— 11z +28 i 22 — 11z + 28 i 22— 11z + 28
vos @225 | wos 4225 | wots 4225 | oo a2 25

Exercice 2 (limites en +o0o des fonctions polynomiales).
a) Calculer les limites en +00 et —oo des fonctions suivantes :
flx)=22-3; g(ax)=a3+4z; h(z)=222+62—4; k(z)= 32245z — 1.
b) Montrer que, si f(z) =Y 1, a;x" est une fonction polynomiale de degré n (a; € R, a, # 0),

alors xgrfmf(x) = xgrlloo(anx ) et xgr_noo flx) = xgglm(anx ).

Exercice 3 (limites en £oo des fonctions fractions rationnelles).

a) Calculer les limites en +00 et —oo des fonctions suivantes :

42% — 3 53 + 222 —x 4+ 7 r? -1 R |
= —--- = N = —-—————-=:11: k‘ = -
I =g 9@ a1 MW= gy MO =g
b) Montrer que, si f(z) = ¢ ”i;i%”‘_lf::nja’fgﬁﬁ% est une fonction fraction rationnelle avec

an # 0 et by, # 0, alors

. Y anx” : — i anx”
A S0) = i ) e i f@) =l e

Exercice 4 (limites des fonctions puissances). On rapppelle que, pour tout o € R et tout réel x > 0,
on a z® = e*M? Démontrer que :

400 sia<0 0 sia<0
lim+:va: 1 sia=0 et lirf *=<1 sia=0 ,
. = .
e=0 0 sia>0 e 400 sia>0

2
1
Exercice 5 (asymptote oblique). On considére f : R\ {1} — R définie par f(x) = %
T
1. Déterminer les limites de f(z) lorsque z — 17 et lorsque x — 17,

2. Déterminer les limites de f(z) en 400 et en —oo.

c
3. Montrer l'existence de a,b,c € R tels que pour tout « # 1, f(z) = ax +b+ -1
:I;‘ J—
En déduire que la courbe Cy admet une asymptote oblique, dont on donnera une équation, en
+00 et en —oo0.
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6 Meéthodes et outils pour le calcul de limites

6.1 Meéthodes de factorisation

a) Limite en oo des fonctions polynomiales et fractions rationnelles. On a déjé vu et
démontré dans les exercices précédents que :

— La limite en 400 ou en —oo d’une fonction polynomiale est égale & la limite de son monome
de plus haut degré.

— La limite en +00 ou en —oo d’une fonction fraction rationnelle est égale & la limite du quotient
du monoéme de plus haut degré de son numérateur sur le mondéme de plus haut degré de son
dénominateur.

b) Multiplication par une quantité conjuguée. Il s’agit de lever certaines indéterminations
liées a la présence de sommes ou de différences, en utilisant la troisiéme identité remarquable (a —

b)(a+b) = a® — b2

— Premier exemple. On veut calculer la limite en 0 de f(x) = 7%1_1 On a une forme indéter-
minée car le numérateur et le dénominateur tendent vers 0. On multiplie le numérateur et le
dénominateur par la quantité conjuguée du numérateur :

Vr+1-1)(Vzr+1+1) (x4+1)—-1 x 1

M= A e e IRl aarirD) Variel

On déduit lim (v/z + 1+ 1) = 2 donc lim f(z) = 3.
z—0 z—0

— Second exemple. On veut calculer la limite en +o00 de g(z) = V22 + 2 — Va2, On a une forme
indéterminée de la forme +o00 — (+00). On multiplie par la quantité conjuguée :

(x):(\/m—\/ﬁ)(\/er\/?): (22 + ) — 22 _ x
! Vit o+ Vi Vo4V Vot Ve

Mais pour x > 0, on a :

1
g(x) = z = , dott lim g(z) = 1.

a(y/1+1-1) 1+141 w0

c) Factorisations visant a faire apparaitre des limites connues.
. o 24 g o
— Premier exemple. On veut calculer la limite en 0 de f(z) = % On a une forme indéter-
minée car le numérateur et le dénominateur tendent vers 0. On factorise par x :

oot ) e

f@) = rz+1)  z+1
Comme on sait que lim 882 = 1 on conclut que lim f(z) = % =1.
z—0 T z—0
— Second exemple. On veut calculer la limite en 400 de g(z) = Inz — 2. On a une forme

indéterminée de la forme +00 — (+00). On factorise par x :

g(x):x<m;_1>.

Mais, comme on le verra un peu plus loin, on sait que lim

r—r+00
lim f(2) = (+00) x (~1) = —ox.

Inz — 0. On conclut que

N



6.2 Méthodes de majoration et d’encadrement

a) Comparaison de limites. Désignons par a un réel a, ou +o00, ou —oo. La propriété suivante
découle directement de la définition des différents types de limites.

si f(z) < g(x) au voisinage de «
et alors lim f(z) < lim g(z).

si lim f(x) et lim g(x) existent re roa

Dans le cas ol « est un réel a, la propriété reste vraie si ’on considére seulement des limite & gauche
ou a droite en a.

Attention & I’énoncé précis de cette propriété, et en particulier aux deux points suivants :

1. L’hypothese les limites de f et g existent est essentielle : 'hypothése f < g et 'existence de
lim g(x) n’entraine pas l’existence d’une limite pour f.
T—x

Par exemple, pour f(x) = sinz et g(z) = i—ﬁ, on a f(z) < g(z) au voisinage de +oco et
lim g(z) =1, mais cependant f n’a pas de limite en +oo0.

T—+00
2. Méme si f(z) < g(z) au voisinage de «, les autres hypothéses étant conservées, la conclusion
reste la méme : la limite de f est inférieure ou égale a celle de g.
Ezemple, pour f(z) = 2 et g(z) = L on a f(z) < g(x) au voisinage de +o0o mais cependant

AP f ) = I gle) =0

b) Encadrement de limites finies (parfois appelé théoréeme des gendarmes). Désignons par o un
réel a, ou +00, ou —oo. Considérons trois fonctions f, g, h définies au voisinage de a. Soit £ un réel.
La propriété suivante découle directement de la définition des différents types de limites.

g(z) < f(x) < h(x) au voisinage de «
et alors lim f(r) existe, et 'on a lim f(z) = £.

< e T _ T—Q T—o
si g}g{l}g(m) = 11% h(z)=14¢

2
Ezemple. Considérons la fonction f(z) = %jlﬂ)

r€I,ona—1<cos(x?+1) <1, donc le numérateur de f vérifie
r—1<x—cos(x®>+1)<x+1.
En multipliant chaque membre de I'inégalité par l'inverse de 3z + 1 > 0. On obtient :
g(z) < f(z) < h(x), en notant g(x) = % et h(z) = 3”_”;;11.
Comme Ill)r_{loog(x) = IETOO h(xz) = 1/3, on trouve que ZEIEOO f(z) existe et vaut 1/3.

sur lintervalle I = [0, +o0o[. Pour tout

c) Majoration et minoration pour des limites infinies. Désignons par a un réel a, ou +o0,
ou —oo. Considérons une fonction f définie au voisinage de a.

z) < f(xz) au voisinage de «
a(z) < J(z) & , alors  lim f(z) = +o0.

S’il existe g telle que { lim g(z) = oo lim
Tr—o

f(z) < h(z) au voisinage de «
S’il existe h telle que < . , alors  lim f(x) = —oc.
h_r)n h(z) = —o0 e

Ezemple. Considérons la fonction f(z) = In(1 + 2% — \/zsin(x)) sur lintervalle |1, +oo[. Pour
tout z € I, on a —1 < sinx. En multipliant par \/z > 0, il vient —/z < y/x sinz. Donc :
0<2?—x<2?—/rsine <1+2%—/rsinz.

La fonction logarithme étant croissante, on obtient g(z) < f(z) pour tout = € I, avec g(z) =

2_ 1 2— = 1 = 1 =
In(z*—/x). Comme xkgloo(a: VZ) = 400, 0n a xll}r_{loog(x) +00, et donc acgr-lr-loo f(z) = +o0.

ox



d) Cas des fonctions majorées, minorées, bornées. Rappelons d’abord quelques définitions.
Soit f une fonction, I une partie de R et M un nombre réel.

1. M est un majorant de f sur I si f(z) < M pour tout x € I.

2. M est un minorant de f sur I si f(z) > M pour tout x € I.

3. f est majorée (resp. minorée) sur I si elle posséde un majorant (resp. minorant).
4

. Une fonction a la fois majorée et minorée sur I est dite bornée sur I.

L’existence de majorant ou de minorant permet parfois de déterminer des limites, comme le résume
le tableau ci-dessous, dans lequel ¢ et d sont des réels, f et g des fonctions, et le symbole a désigne
un réel a, ou +o00, ou —oo.

Hypothéses Conclusion

f > c au voisinage de « lim g(z) = +o0 | lim (f(z) + g(z)) = 400

T—Q T—Q

f > ¢> 0 au voisinage de « lim g(x) = 400 lim f(z)g(x) = +o0

¢ < f(z) < d au voisinage de « | lim g(z) = to0 lign (f(z) +g(z)) = £o0

T—rQ X [0}
¢ < f(z) < d au voisinage de « lim g(z) =0 lim f(x)g(x) =0
T—Q T—Q

6.3 Croissance comparée

Les formules suivantes permettent de lever les indéterminantions dans de trés nombreux calculs, et
sont & trés bien connaitre.

1 x
lim zln(z) =0 lim n(z) =0 lim ze® =0 lim & = +oo
r—0+ r—+00 T T—r—00 r—+o00 I

D’ot proviennent ces propriétés ¢ En étudiant les variations de la fonction y/z — Inx, on voit
facilement que 0 < Inz < /z pour tout = > 0. Il en résulte que 0 < me < 7&” = % En
passant a la limite pour x — +o00, on obtient par encadrement la deuxiéme des formules ci-
dessus. La premiére s’en déduit par le changement de variable y = % Puis le changement de
variable z = Inx permet d’obtenir la troisiéme & partir de la premiére, et la quatriéme & partir

de la deuxiéme.

On montre plus généralement que, pour tout n € Non a :

1 " x
lim z[ln(z)]"=0; lim In{z)" =0; lim 2"*=0 et lim £ -t
x—0+ T—+400 x T—>—00 r——+oo

On mémorise parfois ces formules en disant de fagon familiére que « x ’emporte sur le logarithme,
et l'exponentielle [’emporte sur x ».
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6.4 Utilisation du nombre dérivé

Rappelons d’abord qu’une fonction f définie au voisinage d’un réel a est dérivable en a si le taux de
variation de f en a, c’est-a-dire le rapport w, tend vers une limite finie quand x tend vers a.
Cette limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en a, noté f’(a). En d’autres termes, lorsque cette

limite existe :

) -t 1) (@)

T—a T —a

La fonction f’ qui & un nombre réel a associe le nombre f/(a) s’appelle la fonction dérivée de f. Elle
est définie sur ’ensemble des réels ou f est dérivable. Les fonctions polynomiales, rationnelles, puis-
sance, exponentielle, logarithme, trigonométriques, sont dérivables sur leur domaine de définition,
et leurs fonctions dérivées sont & connaitre.

L’égalité (%) peut étre utilisée pour lever certaines formes indéterminées dans les calculs de limite,
par exemple les trois résultats suivants classiques énoncés précémment en 5.6.c.

1. Premier ezemple. La fonction f(x) = sinz est dérivable sur R, et sa dérivée est f/(z) = cosz.
En appliquant la formule (%) en a = 0, on obtient lim SB2Z — ]jm SnZ=sn0 _ ¢4 = 1,
z—0 T z—0 z—0

2. Deuziéme exemple. La fonction f(z) = In(1 + z) est dérivable sur |—1, +oo[, et sa dérivée est

f(x) = 14%90 En appliquant (x) en a = 0, on obtient ili% w = al;l_r% In(+z)-lnl _ 1 _

z—0 - 140

3. Troisiéme exemple. La fonction f(x) = e” est dérivable sur R, et sa dérivée est f'(x) = e”. En
e® eO 0
=e¢ =1

appliquant la formule (%) en a = 0, on obtient lim =1 = lim

z—0 z—0 *=0
6.5 Quelques exercices
Exercice 1. Calculer les limites suivantes
1 :pgrfoox (5 B ﬁ)’ 4 zligl+ %’ T :vllﬁ-loo E;fjﬁ,
2 Jm Gy, 5 lp s S Hm B
30 dm (e —wkd), 6 dim £l 0. lim SR

Exercice 2. Calculer les limites suivantes, en utilisant le produit par une quantité conjuguée.

VorHA2 2. lim <\/a:3—21:—|—1—\/x3+5).

T—-+00

1. lim
z—0

Exercice 3. Déterminer les limites suivantes si elles existent, en utilisant des majorations ou mi-
norations.

1. limzsin?(1). 2. lim Va3 + Lesn®@), 3. lim Zreos@?)

z—0 T—+00 r400 6231
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Exercice 4. Déterminer les limites suivantes si elles existent, en utilisant les croissances comparées.

. e . eatl . 23
1. IEIEOO (In(z) —e*). 3. xEI-Poo = 5. xllgloo T

3 T : 2 T li In(2e”)
2. IEI_POO (e x) 4. xll}l’_noo(x + 1)e”. 6. xiréle N

Exercice 5. Calculer les limites suivantes en utilisant le nombre dérivé.

In(2—2z) .

rz—1

VaZ+1-v/2 | 3. lim &£2°-1
= . .

=3

2. lim
rz—1

1. lim
rz—1

Les exercices suivants sont destinés & I’entrainement personnel,
et ne seront pas forcément corrigés en TD

Exercice 6. Calculer les limites suivantes si elles existent.

. 2943 . sin(3z) . In(2z%41)
L. xll)I_noo d4z—a?° 7. ili% sin(2x) © 13. ill}% R
i 2 8. lim (& —e® —e™®). cy In@?-1)
2 lm e (342, lim (57 ) 14 lim B,
. 2
3. lim (Wa?+z+1—2x). 9. lim Z%_Jrj 15.  lim (2% —1)e3**5,
T—+00 z—0t+ T——00
. sin(3z) cos(2x) : 1 2 1 ; 7
4. lim SmCoel, 10, lim (m - 3x+5) Ao 16 dim (Fln().
. 1 . 4_5r244 . 3z
5 Jm e o lim et 17 S
s —2z2-2 iy sin(5z) im &5
6. xgrzloo R 12. wginoo T 18. xggloo 55
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7 Continuité et dérivabilité

7.1 Notion de continuité

a) Définition (continuité en un point). Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D de R.
Soit a un élément de D. On dit que f est continue en a (ou que f est continue au point a) si et
seulement si f admet une limite en a et que cette limite vaut f(a).

(f est continue en a) < ( il_I)I(ll flx)= f(a))

b) Définition (continuité sur un ensemble). Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D
de R. On dit que f est continue sur D si et seulement si f est continue en tout point a de D.

Traduction graphique. La fonction f est continue sur D si et seulement si on peut tracer
la représentation graphique de f dans un repére du plan « sans lever le crayon ».

c) Des résultats généraux.

— Les fonctions polynomiales, fractions rationnelles, exponentielle, logarithme, puissances, tri-
gonométriques, sont continues sur leur ensemble de définition.

— La somme, le produit, le quotient, la composée de deux fonctions continues sont des fonctions
continues sur I’ensemble ot elles sont définies.

d) Une situation typique a savoir traiter. Dans « beaucoup » de situations, on considére une
fonction f qui est continue d’aprés les résultats généraux précédents, sauf éventuellement en un,
deux, ou quelques points isolés ot il y a un probléme particulier de continuité, que ’on étudie alors
en revenant & la définition.
sin &
pt
sinz __
=1

e Premier exemple. Considérons la fonction f(x) =
Elle est définie et continue sur R*. On sait que lim
—

x
Si l'on prolonge f & R en posant f(0) =1, on a liH(l) f(z) = f(0), ATTUALA
T—r

donc f est continue en 0, et donc finalement f est continue sur R.

e Second exemple. Considérons la fonction f définie par :
fl@)="2lsi z e R, et f(0) =0. TR
Elle est constante égale a 1 sur |0, +o00], et constante égale & —1
sur ]—o0, 0[. Elle est donc continue sur ]0, 4o00[ et sur |—oo, 0[.
Mais lim f(z) =1et lim f(z) = —1, donc lim f(z) # f(0), I
z—0~ z—0

z—0t -
et donc f n’est pas continue en 0.

—22 43z six<3

e Troisieme exemple. Soient a € R et f, la fonction définie sur R par : f,(z) = _
ae® 3 -1 siz> 3.

Pour quelles valeurs de a la fonction f, est-elle continue sur R ?

Il est clair que f, est continue sur |3, +oo[ ainsi que sur |—oo, 3]. Le probléme est la continuité en 3.
La question est de savoir si 3}13% fa(r) = fa(3). Sachant que f,(3) = —324+3 x 3 = 0, il s’agit donc de
déterminer pour quelles valeurs de a on a zlgg (ae*=3 —1) = 0. Puisque ml_i)rglﬁ(a e 3 -1)=a—1,

la seule valeur qui convient est a = 1. En conclusion :

(fa est continue sur R) < (f, est continue en a) < (a=1).

[>10)



7.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

a) Théoréme. Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Quels que soient a et b dans I, si y est un réel compris entre f(a) et f(b), alors il existe un réel ¢
compris entre a et b tel que f(c) =y.

/\ 1) /\ > ) :
0] S S 1 Remarquons qu’il n’y a aucune raison en
(y) 5 f(y) général pour qu’'un tel réel ¢ soit unique
fla)l : @

\ \ i (cette question d’unicité sera abordée plus

“\/ i “\/ 7 loin dans le cours).

b) Corollaire (une application fréquente).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. ()
Si a et b sont deux éléments de I tels que f(a) et f(b) sont de signes
opposés, alors f s’annule (au moins une fois) entre a et b.

C’est-a-dire que la représentation graphique de f coupe (au moins une o
fois) I’axe des abscisses entre a et b.
Les réels c tels que f(c) = 0 sont parfois appelés les zéros de f.

fla)

1)

c) Attention : ’hypothése de continuité est absolument indispensable.

Sur le schéma ci-contre, la fonction f représentée présente une disconti- v
nuité en un réel compris entre a et b, et il existe des réels y entre f(a) =T
et f(b) qui ne sont I'image d’aucun réel c entre a et b.

a b

d) Une application classique du TVI : principe de dichotomie. Il s’agit d’un processus algo-
rithmique permettant de localiser par encadrements successifs les zéros ¢ d’une fonction f continue
sur un intervalle [a, b] telle que f(a) et f(b) sont de signe opposé. Pour cela :

1. On pose a1 = %‘H’ et détermine le signe de f(aq). Il se présente trois cas :

(a) f(a1) =0, et alors on peut prendre ¢ = ay.
(b) f(a) et f(ay) sont de signe opposé. On sait alors qu’un zéro de f se trouve dans [a, a;].
(c) f(ar) et f(b) sont de signe opposé. On sait alors qu'un zéro de f se trouve dans [a1, b].
2. Dans le cas (a), on a trouvé le zéro cherché.
Dans le cas (b), on recommence en posant az = 4™ et on compare le signe de f(az) avec le
signe de f(a1) et le signe de f(a).
Dans le cas (c), on recommence en posant ag = M’% et on compare le signe de f(ag) avec le
signe de f(ay) et le signe de f(b).

3. On réitére et on trouve un encadrement de ¢ de plus en plus précis : a I’étape n, I'intervalle
dans lequel se trouve un zéro ¢ de f est de longueur b;—n“.

» Exemple d’application. Considérons la fonction polynomiale f(z) = (z — 7)% + 2z — 21. Calculer f(2) et

£(10) et en déduire un réel a tel que 'intervalle ]a, a + 1] contienne un zéro de f.

Solution. On calcule f(2) = —142 < 0 et f(10) = 26 > 0. Comme f est continue, on déduit du TVI qu’il
existe ¢ € ]2,10[ tel que f(c) = 0. On pose a; = (2 + 10) = 6 et on calcule f(6) = —10 < 0. On cherche
donc ¢ dans ]6,10[. On pose as = (6 + 10) = 8 et on calcule f(8) = —4 < 0. On cherche donc ¢ dans |8, 10].
On pose az = (10 +8) = 9 et on calcule f(9) =5 > 0. Le TVI implique finalement que ¢ € ]8,9]. La valeur
de a cherchée est donc a = 8.
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7.3 Image d’un intervalle par une fonction continue

a) Une notation importante. Si I est un intervalle et si f est une fonction a valeurs réelles définie
au moins sur I, on appelle image (directe) de I par f, notée f(I) I'ensemble des images par f des
éléments de I, c’est-a-dire I’ensemble des réels y pour lesquels il existe un réel x appartenant a I tel

que y = f().
’ f)={f(z);zel}={yeR;ilexiste z € I tel que y = f(z)} ‘

b) Théoréme. Rappelons qu’un intervalle de R est par définition une partie I de R vérifiant la
propriété : si x et y sont deux éléments de I, alors tout réel compris entre x et y est encore un
élément de I. On déduit alors du théoréme des valeurs intermédiaires la propriété suivante.

’si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle de R. ‘

c) Cas particulier d’un segment. On appelle segment de R un intervalle fermé [a,b], ot a et b
sont deux réels tels que a < b. On peut dans ce cas préciser le résultat précédent.

’si f est continue sur un segment I = [a,b], alors f(I) est un segment [m, M| de R. ‘

M = f(a1)
1)
Cet énoncé repose sur le fait que la continuité de
fla)p== f implique que f admet sur [a,b] un maximum
\ @ M = max f(I) et un minimum m = min f(I).
a )
m = f(xo)

d) Des configurations diverses. Dés lors que I n’est plus un segment (c’est-a-dire que I est
ouvert ou semi-ouvert, ou infini), intervalle f(I) peut lui-méme étre de diverses formes, comme
I'illustrent les quelques exemples suivants :

IT=11,+00[

fl@)=5, I=[L+ocl, [f(I)=]0,1]

g \ 2
F(1)
I
f(z) =sinz, I=][0,2x[, f(I)=][-1,1]
(1) flz) =1,
1 I'=[-1,0],
I =]—00, +o0] f(I) =]—o00,—1]
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7.4 Rappels et compléments sur la dérivabilité

a) Dérivabilité d’une fonction en un point. On a
déja rappelé plus haut qu’une fonction f définie au voi-
sinage d’un réel a est dérivable en a lorsque le taux de
variation %ﬁ(a) tend vers une limite finie quand z tend
vers a. Cette limite s’appelle alors le nombre dérivé de f
en a, noté f'(a).

) -t 10 @)

r—ra Tr—aQa

b) Equation de la tangente. Le passage a la limite ci-
dessus correspond géométriquement & une position limite
de la droite joignant les points (z, f(x)) et (a, f(a)), qui
définit la droite tangente en a a la courbe de f. Cette
tangente a pour pente (ou ceefficient directeur) le nombre -
dérivé f'(a), et une équation de la tangente est : o

v = (@)@ —a)+ f(a) e

c) Lien entre dérivabilité et continuité. On peut en revenant aux définitions montrer que :

’ (f dérivable en a) = (f continue en a)

, la réciproque pouvant étre fausse.

» Par exemple la fonction f(x) = |z| est continue en 0, mais non dérivable en 0, car le taux de

(w) I(

variation =5 0 — |$| tend vers 1 pour z — 0%, et vers —1 pour z — 0~

d) Fonction dérivée. Soit I un intervalle et f : I — R une fonction définie sur I telle que f est
dérivable en tout point de I. On dit alors que f est dérivable sur I et on appelle fonction dérivée
de f la fonction f’: I — R qui, a tout réel x € I, associe le nombre dérivé f'(z) de f en x.

Le calcul pratique de la dérivée d’une fonction dérivable repose sur deux principes : connaitre les
dérivées de certaines fonctions usuelles, et combiner ces dérivées classiques en utilisant les formules
donnant la dérivée d’'une somme, d’un produit, d’'un quotient, d’une composée... que nous rappelons
ici pour mémoire, et qui s’appliquent sous les hypothéses assurant qu’elles ont un sens.

o . V(N 9 (Y et o BV — (o o )
(f+g9)=f+g | (fo) =Fg+fg (g) e (g) B (gof) =(g"of)xf

On ne détaille pas plus ici, ces méthodes de calcul ayant été vues dans le cadre d’'un autre cours.

e) Dérivées d’ordre supérieur. Soit I un intervalle et f : I — R une fonction.
1. On dit que f est deux fois dérivable si f est dérivable et si f’ est aussi dérivable. La dérivée
de f” est notée f” ou f?), et est appelée la dérivée seconde de f.
2. On dit que f est trois fois dérivable si f est deux fois dérivable et si f” est aussi dérivable. La
dérivée de f est notée f” ou fB), et est appelée la dérivée troisiéme de f.
3. Par récurrence, on dit que f est n fois dérivable si f est n — 1 fois dérivable et si la dérivée
(n — 1)-iéme de f est dérivable. On note alors f(™ = (=1 la dérivée n-ieme de f.

f) = (fr=Dy en particulier : f() = f/. et par convention f(® = f

» Ezemple. Prenons f(x) = sinz. Pour tout z € R, on a :
f(z) =sinz, f'(z)=cosz, f'(z)=—sinz, fO(z)=—cosz, fW(z)=sinz, etc
» Ezemple. Prenons flx) = x3 Pour tout x € R, on a :

fla)=a% f'(x) =32 f'(z) =6z, [P(z)=6, fD(z)=0, fO(z)=0, etc
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7.5 Quelques exercices

(ax)? six <1,

us

Exercice 1. Soit a € R. On considére la fonction f : R — R définie par f(x) = . . .
asin(fz) siz>1

Pour quelles valeurs du paramétre a la fonction f est-elle continue ?

Exercice 2. Etudier en fonction des valeurs des constantes «, 8,7 € R la continuité de la fonction

1 six <0,
g : R — R définie par g(x) = { ae™ + Be” +yz(e* —e %) si0<x <1,
e? six > 1.

Exercice 3. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = zcosz — 3. Calculer f(0) et f(—m). En
déduire que I’équation x cosz = 3 admet au moins une solution réelle.

Exercice 4. Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution réelle :
(a) sinz=x—1, b)) 25+z-1=0.

Exercice 5. Soit f : R — R définie par f(x) = (x — 1)3 + 42 — 12. Montrer qu'il existe un unique
réel ¢ tel que f(c) = 0 (on pourra étudier les variations de f). Utiliser la méthode de dichotomie
pour encadrer ¢ par deux entiers consécutifs.

Exercice 6. On considére la fonction f : R — R définie par f(x) = 23 + 322 — 92 + 2 pour tout
z € R. On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan. Pour tout a € R,
on note M (a) le point de Cy d’abscisse a.

1. Montrer que Cy admet en tout point M (a) une tangente, que I’on notera 7 (a).
2. Déterminer les points M (a) en lesquels 7 (a) est paralléle a I'axe des abscisses.
3. Déterminer les points M (a) en lesquels T (a) est paralléle a la droite A d’équation y = 15x—26.
Peut-on avoir T (a) = A?
Exercice 7. On considére les fonctions f : R — R et g : R — R définies par
f(x)=22—1 et g(x) = —2?+ 22 —3 pour tout z € R.
On note Cy et C, leurs courbes représentatives respectives dans un repére orthonormé du plan.

1. Montrer qu’il existe deux droites Ay et Ay du plan qui sont tangentes a la fois a Cy et Cy en
des points que 'on déterminera.

2. Déterminer le point d’intersection de Aj et As.

Exercice 8. Calculer les dérivées d’ordre n € N* des fonctions suivantes :

et, x", 2% sin(x), cos(z).
Exercice 9. Calculer les dérivées secondes des fonctions suivantes : tanz, "% +/x? 4 1.

Exercice 10. Soient deux fonctions f et g dérivables jusqu’a 'ordre 3 sur un méme intervalle .
1. Calculer les dérivées (fg)', (fg)”, (fg)".

2. Etablir une formule générale donnant pour tout entier n > 1 la dérivée n-iéme (fg)™.
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8 Bijectivité et fonction réciproque

8.1 Le probléme des antécédents

a) Une précision terminologique préalable. Le terme de fonction est souvent utilisé de fagon
générique, et il est parfois nécessaire d’étre plus précis en parlant d’application, ce qui consiste a
expliciter ’ensemble de départ et ’ensemble d’arrivée que 1’on considére.
Plus précisément, se donner une application consiste & se donner une fonction f et deux parties I
(ensemble de départ) et J (ensemble d’arrivée) de R telles que :
1. P'ensemble de départ I est inclus dans le domaine de définition de f : donc & tout z € I on
peut associer un unique réel f(z), que I'on appelle image de = par f;
2. T'ensemble image f(I) est inclus dans J (ie. pour tout x € I, on a f(x) € J).
On note alors f: I — J.
» FEzemple. Prenons la fonction f(x) = y/z. On peut considérer 'application f; : RT — R, ou
encore I'application f : RT — R (puisque /z est toujours positif).
En revanche, on ne peut pas définir a partir de f une application dont I’ensemble de départ
serait R puisque /z n’est pas défini pour z strictement négatif.
On peut par ailleurs restreindre ’ensemble de départ, et considérer par exemple 'application
f3:10,1] = R, ou méme fy : [0,1] — [0, 1].
Dans la pratique, on continue souvent & noter f toutes ces applications, en étant simplement
vigilant sur les ensembles de départ et d’arrivée que I'on considére.

b) Notion d’antécédent. Soit f : I — J une application. Quel que soit y € J, on dit que y admet
un antécédent par f lorsqu’il existe un réel z € I tel que y = f(x).
ATTENTION :
1. par définition de l'application f, tout = € I admet une et une seule image par f, 'unique
¢élément f(x) € J,
2. mais réciproquement, un élément y € J n’admet pas forcément d’antécédent par f dans I, ou
il peut en admettre plusieurs.

¢) Un exemple pour comprendre le probléme. A partir de la fonction f(x) = z*, on peut
considérer I'application f : R — R qui & tout réel x associe son unique image f(x

Il
8
S

Dans ce cas, il est clair que les réels y de ’ensemble d’arrivée qui
sont strictement négatifs n’admettent pas d’antécédent par f.

On pense donc a considérer plutot f : R — RT. Alors, tout y dans
I’ensemble d’arrivée admet bien un antécédent, mais il en admet
en fait deux deés lors que y > 0.

On restreint alors en considérant l'application f : RT™ — R, et
alors tout réel dans I’ensemble d’arrivée admet un unique antécé-
dent dans ’ensemble de départ.

» Un autre exemple. A partir de la fonction f(x) = sinz, on peut considérer I’application
f:R — R qui & tout réel x associe son unique image f(z) = sinz.

Dans ce cas, il est clair que les réels y de 'ensemble d’arrivée qui sont strictement supérieurs &
1 ou strictement inférieurs & —1 n’admettent pas d’antécédent par f.

On pense donc a considérer plutot f : R — [—1, 1]. Alors, tout y dans 'ensemble d’arrivée admet
bien un antécédent, mais il en admet en fait une infinité.

On restreint alors en considérant I'application f : [-F, 7] — [~1,1], de sorte tout réel dans
I’ensemble d’arrivée admet un unique antécédent dans ’ensemble de départ.
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8.2 Bijectivité

a) Définition. Une application f : I — J est une bijection de I sur J lorsque tout élément y de J
admet un unique antécédent x dans I

’ ( f est bijective de I sur J ) < ( pour tout y € J , il existe un unique = € I tel que y = f(x) ) ‘

b) Bijectivité des fonctions continues strictement monotones. Rappelons qu'une application
f I — J est dite strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante sur I ou
strictement décroissante sur I.

Le premier argument ci-dessous découle directement des définitions :

’ (f : I — J est strictement monotone sur I ) = ( f est une bijection de I sur f(I) ) ‘

Dans le cas des fonctions continues sur un intervalle I, on peut combiner cet argument avec les
résultats découlant du théoréme des valeurs intermédiaires (voir précédemment en 7.3) pour préciser
la forme de l'intervalle f(I).

f strictement croissante f strictement décroissante
1=1[a,) #(D) = [f(a). 0] F(D) = [£(b). f(a)]
1= [a,+o0] 7 = [f(@), lm_f()] (=] lim ), f(a)]
T=]- 00, (=] lim_f(x), f(b) F(D) = [fb), lim_f()]
I=] oo, +o0l | f(I)=] lim_f(x), lim f@) | f(D)=] lim_f(z), lim_f)]

On peut adapter le tableau ci-dessus au cas ou I est ouvert en a ou b, en remplagant alors f(a) par
la limite de f en a, et f(b) par la limite de f en b.

» FExemples :
= 22 définit une bijection de I = [0, +oo[ sur f(I) = [0, +o0l.
La fonction f(x) = 2% définit une bijection de I = ]—o0, +-00[ sur f(I) = ]—o0, +-00].

1. La fonction f(z)
()

2. La fonction f(z) =1 définit une bijection de I =]0,+oo[ sur f(I) = ]0, 4ool.
()
(z)

= [-1,1]
[1,1].

3. La fonction f(z

= sinz définit une bijection de I = [-7, §] sur f(I)
La fonction f(z) = cosz définit une bijection de I = [0, 7] sur f(I) =

8.3 Bijection réciproque

a) Définition. Soit f : I — J une application. On suppose que f est bijective de [ sur J. On peut
associer a tout y € J P'unique élément z € I tel que f(z) = y. Ceci définit une nouvelle application
J — I, que l'on appelle la bijection réciproque de f, notée f—.

fiI—=Jet fledJ—TI| avec| [z=fy)]<[y=f(x)] pourtous z €T etyecJ

» Une premiére conséquence de cette définition est que :

fUf@) =z et f(f (y)) =y pourtousz € ety e J

ce que P’on peut aussi formuler sous la forme | fo f~! =id; et f~lo f=id;.
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» Une seconde conséquence de cette définition est que les représentations graphiques de f et f1
sont symétriques I'une de 'autre par rapport & la premiére bissectrice.
En effet, soit M (x,y) un point de la courbe Cy. Cela signifie que y = f(z). Onaalors z = f~!(y),

de sorte que le point M’(y,x) appartient a la courbe Cy-1. Les points M (x,y) et M'(y,z) sont
images I'un de 'autre par la symétrie orthogonale s par rapport & la premiére bissectrice A.

b) Deux exemples de référence.
carré et racine carré exponentielle et logarithme néperien

exp(z)

777777777777777777

L’application ¢ : [0, +o00[ — [0, 4o00| définie par

L’application exp : |—o00,400[ — ]0,+o0[ est
c(z) = 22 est continue et strictement croissante.

continue et strictement croissante.

Elle est donc bijective de [0, 4o00[ sur [0, +o0]. Elle est donc bijective de | —oo, 400 sur 0, +o0[.

Sa  bijection réciproque est D'application Sa
r:[0,400[ = [0,400[ définie par r(z) = /x,
qui est aussi continue et strictement croissante.

bijection réciproque est l'application
In : ]0, 400 — |—00, +00[, qui est continue et
strictement croissante.

(y=2%) & (xr = V/y) ’ (y:expx)@)(ajzlny)‘
pour tous z,y € [0, +00[ pour tous = € |—o00, +oo[ et y € |0, +00]

8.4 Fonctions trigonométriques réciproques

a) La fonction arc sinus = :
aEd feinsfane: =8

La fonction sinus définit une bijection de [—7, 7] 2 , R o
sur [—1,1] (continue et strictement croissante). [i—
Sa bijection réciproque est appelée la fonction i
arc sinus, notée arcsin. i 0 1 -1 | W

! 1 %
Donc arcsin bijective de [—1, 1] sur [-F, F]. p 2

’ (y =sinx) < (r = arcsiny) ‘ T

pour tous z € [-5, 5] et y € [-1,1]. ? Soads e

b) La fonction arc cosinus

La fonction cosinus définit une bijection de
[0, 7] sur [—1, 1] (continue et strictement décrois-
sante). Sa bijection réciproque est appelée la
fonction arc cosinus, notée arccos.

Donc arccos bijective de [—1, 1] sur [0, 7].

’ (y = cosz) < (z = arccosy) ‘

pour tous z € [0,7] et y € [—1,1].

2R



8.5 Dérivabilité d’une bijection réciproque

Soit f : I — J une application. On suppose que f est une bijection de I sur J, et que f est dérivable
sur I. On peut démontrer qu’alors la bijection réciproque f~!: J — I est dérivable en tout point
x € I ot f’ ne s’annule pas, et que 'on a ,

soient x € [ et y = f(x) € J; si f'(x) #0, alors : (f~1)(y) =

f'(z)

1

f/ o f—l :
Ceci s’applique aux fonctions réciproques précédemment rencontrées (ainsi qu’a la fonction arctan
qui sera étudiée en exercice), et permet d’obtenir les résultats suivants, qu’il est utile de connaitre :

On résume cette propriété par la formule : | (f~1)

flx) | f~(x) f~1 est dérivable sur (f~YH(x)
1
x? N3 10, +o00] NG
1
exp x Inx 10, +o00] z
1
sinx | arcsinz | —1,1] 1 — 22
1
cosx | arccosw ] —1,1] /122
1
tanz | arctanx |—00, +00] 1122

8.6 Quelques exercices

Exercice 1. Soit f : R — R, 2 + 22, et soit A = [~1,4]. Déterminer I’ensemble f(A). Déterminer
I’ensemble B des valeurs de z telles que f(x) € A. L’application f: B — A est-elle une bijection ?

Exercice 2. On considére la fonction sinus de R dans R. Quelle est I'image de R? de [0,27] 7 de
[0, 5] 7 Décrire les intervalles I de R tels que sin : I — [0, 1] est une bijection.

Exercice 3. Soient a,b > 0 et f l'application = — “x”—jbl. Déterminer deux intervalles I et J tels

que f : I — J soit bijective. Calculer la bijection réciproque f=1:.J — I.

Exercice 4. On considére la fonction ¢ : R — R définie par c(z) = 3 (exp(x) + exp(—z)). Montrer
que ¢ détermine une bijection de [0, +oo[ sur [1, 4o0].

r+1
1. Donner le domaine de définition de g o f, et comparer avec celui de —g.

1
Exercice 5. On considére les deux fonctions f:x+— —et g:x —
x

2. Trouver deux intervalles I et J tels que f : I — J soit une bijection, et donner la bijection
réciproque.
3. Faire de méme pour g et pour go f.

Exercice 6. On rappelle que la fonction tangente est définie par tanz = Eg;f: pour tout z € R tel
que cosz # 0,.
1. Montrer que tan réalise une bijection de | — 7, [ sur R.
2. On appelle arc tangente sa bijection réciproque, notée arctan. Donner ’allure de la représen-
tation graphique de arctan : R —] — 3, 5.

3. Montrer que arctan est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
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