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R&urn& Sur une pseudovariCtC de dimension paire & une singularit6 conique isolke, des triplets 
spectraux sont construits B partir d’une classe d’opkrateurs diffkrentiels elliptiques de 
type Fuchs, contenant les opkrateurs de Dirac ?I coefficients dans des fibr& plats dans 
la direction radiale. Ces derniers engendrent, sous une hypothkse raisonnable, le groupe 
de K-homologie pair tensoris par Q: de la pseudovari6tC et leur caract& de Chern 
est calculk. 0 AcadCmie des Sciences/Elsevier. Paris 

Spectral triples for pseudomanifolds with isolated singularity 

Abstract. We use elliptic operators of Fuchs ~ypr on an el,erl-dimen.sional pseudoman~fold with 
an isoluted singularity to c’onstruc~t spectral tripbs. This ~.Iu.ss of operators inc1llde.s 
Dirac operators with coeficknts in flrrt bundles in the radial direction and, under Some 
hypothesis, these operators generate the even K-homolog,y group tensori:ed by C, of 
the pseudoman~fbld. Moreover, their Chern rharacter is computed. 0 Acadt?mie des 
Sciences/Elsevier, Paris 

1. GCnCralitb 

Dans cette Note, nous considkrons une pseudovariktt? X” de dimension paire, m de la forme 
S” = (([O, 11 x N)/({O} x N)) u M, oti M est une variCtC diffkrentielle compacte ?I bord N, de 
dimension ~1 = ‘I?% - 1. Nous notons X la varit+tC diffkrentielle non compacte obtenue en &ant le point 
singulier de X”. Elle sera munie d’une mktrique riemanienne .q conique, ce qui signifie que, sur la 
partie conique 10. 11 x N, on a ~1 = tf? + ,T.~!/~v, 06 gj\- est la mktrique induite sur 3M = N et T est 
la coordonnke radiale. Nous demandons que X soit munie d’une structure spin. Nous considkrons les 
opkrateurs de Dirac D B coefficients dans des fib&s de torsion W plats duns lu direction rudiule, ce 
qui signifie qu’ils sont munis d’une connexion de Clifford de la forme 8,. @ do + VW1 V sur la partie 
conique. Ces opkateurs agissent sur les sections du fibrC & = S @ W, oti S est le fib& des spineurs. 
La proposition qui suit s’applique aussi, lorsque X n’a pas de structure spin, aux opkrateurs de type 

Note pr6sentCe par Alain CONNES. 
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Dirac D pour lesquels les fib& locaux de torsion sur la partie conique sont munis d’une connexion 
plate dans la direction radiale. Nous notons IJ : C-(10, l],I7(1]N)) + I’(&~~o,~I~~) la bijection 
definie par U19(r, X) = T -“/*r, oti r designe le transport par-allele associe a la connexion de &, le , 
long de la geodesique qui relie (l! 3;) a (r, z). Ces exemples sont generiques, voir la proposition 3.1 
a la fin de la Note. Nous verifions alors que : 

PROPOSITION 1.1. - D est un upbrateur de type Fuchs. Plus prkiskment, on cl D E Diff’,l(&) 111 
et l’&riture suivante sur la partie conique : 

oti D* = fs + +S et S est un ope’rateur de type Dirac sur N. 
Les operateurs de type Fuchs ont CtC introduits et Ctudies par differents auteurs : M. Lesch [7], 

E. Schrohe [8], B.W. Schulze [9]. Leur analyse est intimement like & l’utilisation de la transformation 
de Mellin sur la partie conique, B la place de la transformation de Fourier usuelle. Les espaces de 
Hilbert adequats pour leur etude sont les espaces de Sobolev a poids ?V,“(,) (voir [7], [9]). Nous 
introduisons une notion d’espace de sections contrblees pour les sections des fib&s hermitiens : 

DEFINITION 1.1. - Soit k un entier nature1 ou +r>z. On appelle C%Y(I) l’espace des sections 
C” du fibre E contrblees de la facon suivante pres de la singularite : pour tous entiers 
naturels ,i,.i tels que % + ,i < A: et tout operateur differentiel A E Diffi(N. E],v), on a : 
sIlp(,. ,,,,) ~(7.&.)“Ar-~,f(r, “)1(L..1.) < x. 

La justification de cette definition reside dans le plongement de Sobolev suivant : 
PROPOSITION 1.2. - Pour tout Gel s > X; + 711/2 et tout r&e1 y, on a une inclusion continue 

‘FI”>?(f) L, @>‘-w(q. 

2. Exemples de triplets spectraux 

Pour construire des triplets spectraux au sens de A. Connes et H. Moscovici [6], nous nous 
interessons aux extensions auto-adjointes ZJ d’operateurs D E Diff’,r(E) elliptiques et symetriques, 
pour lesquelles le developpement de la trace du noyau de la chaleur est connu (voir 171). On obtient 
alors : 

TH~OR~ZME 2.1. - Le triplet (A, 3-1, D), 02 A = Cr (X) @ Q: et ti = W;“(E), est un triplet spectral 
dont la multiplicite’ du spectre des dimensions rst irtfkrieure ou &gale ri 2. 

Dans [2], un exemple est donne oti le coefficient de tlogt est non nul dans le developpement du 
noyau de la chaleur, ce qui ambne un triplet spectral avec un spectre de dimension 2. 

Rappelons qu’un triplet spectral est un K-cycle (finiment sommable) (‘Ft, r0) sur une algebre A qui 
verifie les conditions d&rites ci-apt&. Considerant I’algebre l? engendree par SIL(a), oB n, E fhl et 
o, E A avec 6(a) := [ID,I,u], les conditions sont : 

(Cl) : a c H(?-f); 
(C2) : Vb E B, la fonction z ct Tr(h]D/-‘) admet un prolongement meromorphe sur 43. 

L’outil technique essentiel dans la verification de ces hypotheses est : 
PROPOSITION 2.1. - Pour tout k E N, cp E C;- (X), on peut construire un ope’rateur pseudodiffkrentiel 

B, Q support compact d’ordre z, un oppe’rateur R,; ~3 noyau de Schwartz dans le produit tensoriel 
comple’te’ projectif Ck.“-1’2(1)~~C~k’,‘-1/2(&~), oli E > I), tels que : 

cppq” = B; + R,. 
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On vCrifie Cgalement : 
PROPOSITION 2.2. - Pour tout ope’rateur pseudodiff&entiel Q ir support compact, la fonction 

3~ I-+ Tr(QIDl”) a un prolongement me’rornorphe sur a3 avec pB1e.s simples. 

Apres un travail sur les conditions (Ci) et (Ca), le theoreme peut Ctre prouve. Le choix de l’algebre 
A est convenable puisqu’on montre : 

PROPOSITION 2.3 

K,(A) N K*(X”) et HP*(d)% H,(X“;C). 

Lx rksultat est identique pour les algkbres C ml7 (X) $ C, pour tout y E IO, $301. 

3. Expression du cocycle 

Nous calculons le caractere de Chern des triplets (A, XF1, CD) lorsque D est un des operateurs de 
Dirac decrit dans le premier paragraphe et D est l’extension auto-adjointe : 

Le resultat est un cocycle pair cp* du (0: B)-bicomplexe de A : 
THI~OR~ME 3.1. - Pour R > 0, 

Remarque. - a) Le theoreme s’applique aussi 21 l’extension 

et il faut juste remplacer Ind (D+)~~~itl par Iml (J).+)max dans l’expression de cpc precedente. 
b) Les entiers Ind ( D+)lrLirs,,nas sont connus dans de nombreux cas (voir [2], (31, [4], [7]). 
Sche’ma de la de’monstration. - Dans [6], une formule localisee du caractke de Chern est produite 

pour les K-cycles hniment sommables qui sont des triplets spectraux. C’est cette formule que nous 
utilisons pour calculer le caractere de Chern. Le cocycle localise de [6] est donne par les formules : 

cpa(a) = r-l(y) + Tr(yc&). 

oh y est l’operateur de graduation, dn = [DD: a,], B(a) = [D2. G] et n(l’) = Ok’(a). De plus, ril(p) est 
le residu en 0 de la fonction z’JT~(P[~I-~“) et H est le projecteur orthogonal sur Kc:r2). 
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Posons Q = y~,o(dn~) (‘I) (&l,,,)(““). La fonction Tr(CJ(Z)-‘) n’a que des p6les simples done tous 
les termes avec y > 0 entrant dans la composition de (P” avec n > 0 sont nuls. Ensuite, les rtkltats 
de [I] permettent de traiter d’une part les termes oh q = 0 et k: = 0 de cp,, , avec r~ > 0, et d’autre part 
la composante cpo. Les contributions amekes sont pr&isCment celles annoncdes dans le thkorkme. 
Pour traiter les cas oh (I = 0, llcl > 0 et II > 0, on montre : 

LEMME 3.2. -- Pour ,II, E C?(X) canvenabkenzent choisie, m Lt : 

T~(Qc-‘~~) = Tr(Qc-‘%/!) + O(I) qUund t -..+ 0. 

Ensuite, on dkforme la mCtrique conique en la mktrique produit sur un petit voisinage de la 
singularit (inclus dans Supp (1 - cp) oti cp E C?(X) vkrifie cp = 1 sur le support de Q), puis on 
forme le double de X, on obtient ainsi une vari&k riemanienne 2 compacte sans bord. On double de 
la m&me fagon le fib+ de Clifford et la connexion de Clifford utiliske pour dCfinir D. On obtient un 
opkrateur de Dirac D sur 2. On prouve alors, avec les m&mes notations que prkddemment : 

LEMME 3.3 

Maintenant, on applique le calcul symbolique de Getzler sur 2, tel qu’il est formu par exemple 
dans [5]. Le point est que le symbole asymptotique de Q est nul, ce qui entraine la relation : 

Tr((-(~-f~L) = ()(t--iJ,/2+lkl)+i/‘L) quand 1’ -..+ (). 

Le rksidu recherchk correspondant au coefficient de I- 
de Tr(LJc-tnL), il est nkcessairement nul. 

(rL/2+lkl) dans le dkveloppement asymptotique 

La collection C des extensions auto-adjointes 22 et ‘D’ des opkateurs de Dirac consid&& 
prkckdemment, est large du point de vue de la K-homologie; en effet : 

PROPOSITION 3.1. - Si on peut choisir UFI jbr6 & de telle sorte que I’opPra~eur de Dirac 
correspondunt D ve’rijie Irltl (D+)r,,as # 0 ou Iuf (JI+)lllill # 0, alors C etzgendre K,,(X’) @ C. 
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