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Résumé.  Sur une pseudovariété de dimension paire i une singularité conique isolée, des triplets
spectraux sont construits & partir d’une classe d’opérateurs différentiels elliptiques de
type Fuchs, contenant les opérateurs de Dirac a coefficients dans des fibrés plats dans
la direction radiale. Ces derniers engendrent, sous une hypothése raisonnable, le groupe
de K'-homologie pair tensorisé par C de la pseudovariété et leur caractere de Chern
est calculé. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Spectral triples for pseudomanifolds with isolated singularity

Abstract.  We use elliptic operators of Fuchs type on an even-dimensional pseudomanifold with
an isolated singularity to construct spectral triples. This class of operators includes
Dirac operators with coefficients in flat bundles in the radial direction and, under some
hypothesis, these operators generate the even K-homology group tensorized by C, of
the pseudomanifold. Moreover, their Chern character is computed. © Académie des
Sciences/Elsevier, Paris

1. Généralités

Dans cette Note, nous considérons une pseudovariété X© de dimension paire, m de la forme
X% = (([0,1] x N)/({0} x N)) UM, ot M est une variété différentielle compacte a bord N, de
dimension n = m — 1. Nous notons X la variété différentielle non compacte obtenue en 6tant le point
singulier de X“. Elle sera munie d’une métrique riemanienne g conique, ce qui signifie que, sur la
partie conique ]0,1] x N, on a g = dr? + »2gx, ot gn est la métrique induite sur dM = N et r est
la coordonnée radiale. Nous demandons que X soit munie d’une structure spin. Nous considérons les
opérateurs de Dirac D i coefficients dans des fibrés de torsion W plats dans la direction radiale, ce
qui signifie qu’ils sont munis d’une connexion de Clifford de la forme 8, ® dr + V"I~ sur la partie
conique. Ces opérateurs agissent sur les sections du fibré £ = S ® W, ol S est le fibré des spineurs.
La proposition qui suit s’applique aussi, lorsque X n’a pas de structure spin, aux opérateurs de type
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Dirac D pour lesquels les fibrés locaux de torsion sur la partie conique sont munis d’une connexion
plate dans la direction radiale. Nous notons U : C*(]0,1],I'(£|n)) — I'(€]j0.1jx~) la bijection
définie par Uf(r,x) = r~"/274, ot T désigne le transport paralléle associé a la connexion de &, le
long de la géodésique qui relie (1,2) a (r,x). Ces exemples sont génériques, voir la proposition 3.1
a la fin de la Note. Nous vérifions alors que : )

PrROPOSITION 1.1. — D est un opérateur de type Fuchs. Plus précisément, on a D € Diff (&) (1]
et Décriture suivante sur la partie conigue :

i (0 D
U DU_(D+(],

on Dy = i'a% + %_S et S est un opérateur de type Dirac sur N.

Les opérateurs de type Fuchs ont été introduits et étudiés par différents auteurs : M. Lesch [7],
E. Schrohe [8], B.W. Schulze [9]. Leur analyse est intimement liée a I’utilisation de la transformation
de Mellin sur la partie conique, & la place de la transformation de Fourier usuelle. Les espaces de
Hilbert adéquats pour leur étude sont les espaces de Sobolev a poids H* (&) (voir {7], [9]). Nous
introduisons une notion d’espace de sections controlées pour les sections des fibrés hermitiens :

DeriniTION 1.1, — Soit & un entier naturel ou +oc. On appelle CF7(£) I'espace des sections
Ok du fibré £ contrdlées de la facon suivante prés de la singularit¢ : pour tous entiers
naturels 7,7 tels que 7 + j < k et tout opérateur différenticl A € Diff’(N,€|y), on a :
SUp(,. [0 ) Ar=7 f(r, 2)|(10) < 0.

La justification de cette définition réside dans le plongement de Sobolev suivant :

PROPOSITION 1.2, — Pour tout réel s > k + m/2 et tout réel v, on a une inclusion continue
Hs,'}(g) N Ck,w—l/Z(g).

2. Exemples de triplets spectraux

Pour construire des triplets spectraux au sens de A. Connes et H. Moscovici [6], nous nous
intéressons aux extensions auto-adjointes D d’opérateurs D € Diff (&) elliptiques et symétriques,
pour lesquelles le développement de la trace du noyau de la chaleur est connu (veir {7]). On obtient
alors :

THEOREME 2.1. — Le triplet (A, H, D), ot A = CX(X) & C et H = HYO(E), est un tripler spectral
dont la multiplicité du spectre des dimensions est inférieure ou égale a 2.

Dans [2], un exemple est donné oll le coefficient de #logt est non nul dans le développement du
noyau de la chaleur, ce qui améne un triplet spectral avec un spectre de dimension 2,

Rappelons qu’un triplet spectral est un K-cycle (finiment sommable) (, D) sur une algebre A qui
vérifie les conditions décrites ci-aprés. Considérant 1’algébre B engendrée par 6"(a), ob n € N et
a € A avec é(a) := [|D],al, les conditions sont :

(Cy): B c BH);

(Cz) : Vb € B, la fonction z — Tr(b|D|~*) admet un prolongement méromorphe sur C.

L’outil technique essentiel dans la vérification de ces hypothéses est :

PROPOSITION 2.1. — Pour tout k € N, ¢ € C(X), on peut construire un opérateur pseudodifférentiel
B. a support compact d’ordre z, un opérateur R, a noyau de Schwartz dans le produit tensoriel
complété projectif C*==1/2(), Ch==12(£%), on e > 0, tels que :

¢|D|" = B, + R..
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On vérifie également :

PROPOSITION 2.2. — Pour tout opérateur pseudodifférentiel () a support compact, la fonction
z +— Tr(Q|D|?) a un prolongement méromorphe sur C avec pdles simples.

Apres un travail sur les conditions (C;) et (Cy), le théoréme peut étre prouvé. Le choix de 1'algébre
A est convenable puisqu’on montre :

PropoSITION 2.3
Ko(A)~ K*(X°) et HP*(A) ~H,(XC).
Le résultat est identique pour les algébres C°7(X) @ C, pour tout ~ € 10, +00].

3. Expression du cocycle

Nous calculons le caractere de Chern des triplets (A, H, D) lorsque D est un des opérateurs de
Dirac décrit dans le premier paragraphe et D est Pextension auto-adjointe :

_ 0 (I)-)nmx
b= ((D—{--)min 0 ) )

Le résultat est un cocycle pair ¢, du (b, B)-bicomplexe de A :

THEOREME 3.1. — Pour n > (),

P00y .o ) = Uy / aoday A -+ Ada, A ;1\(}1) A ch(F).
Jx
Pourn = Oetpoura+ e A=CxX)aC

wola+ A) =1y / aﬁ(X) Ach(E) + And (D )min-
Jx

Remarque. — a) Le théoréme s’applique aussi & ’extension

b 0 (Dw )min
D B ((D+)|‘11ax 0 ’

et il faut juste remplacer Ind (D )min par Ind (D)., dans ’expression de ¢y précédente.
b) Les entiers Ind (D )pinfmax sont connus dans de nombreux cas (voir [2], [3], [4], [7].

Schéma de la démonstration. — Dans [6], une formule localisée du caractére de Chern est produite
pour les K-cycles finiment sommables qui sont des triplets spectraux. C’est cette formule que nous
utilisons pour calculer le caractére de Chern. Le cocycle localisé de [6] est donné par les formules :

pour n >0, @,(ag,...,a4,) = Z a;\.,q_n,Tq(wU((la,l)(’"1) . (dan)(’"")|’D|_(2“‘"J+“)),
k.q

vo(a) = 7-1(vae) + Tr(yaH),

ot 7y est I'opérateur de graduation, da = [D. a], V(a) = [D? a] et a'*) = V*(a). De plus, 7,(P) est
le résidu en 0 de la fonction z¢Tr(P|D|=%%) et H est le projecteur orthogonal sur Ker D.

873



J.-M. Lescure

Posons () = vag(da,)*) - - (da, }¥). La fonction Tr(¢}|D|~*) n’a que des pdles simples donc tous
les termes avec ¢ > O entrant dans la composition de ¢,, avec n > 0 sont nuls. Ensuite, les résultats
de [1] permettent de traiter d’une part les termes oit ¢ = 0 et & = 0 de ¢,,, avec n > 0, et d’autre part
la composante g. Les contributions amenées sont précisément celles annoncées dans le théoreme.
Pour traiter les cas ol ¢ = 0, |k] > 0 et n > 0, on montre :

LeEMME 3.2. - Pour ¢ € C>(X) convenablement choisie, on a :
Tr(Qe™"") = Tr(Qe P ) + O(1) quand t — 0.

Ensuite, on déforme la métrique conique en la métrique produit sur un petit voisinage de la
singularité (inclus dans Supp {1 — ¢) olt p € CZ(X) vérifie p = 1 sur le support de @), puis on
forme le double de X, on obtient ainsi une variété riemanienne X compacte sans bord. On double de
Ja méme fagon le fibré de Clifford et la connexion de Clifford utilisée pour définir D. On obtient un
opérateur de Dirac D sur X. On prouve alors, avec les mémes notations que précédemment :

LEmMME 3.3

"I‘I‘(Q(’,_ﬂ-)2 ) = TI‘(Q(‘,'KB: ).

Maintenant, on applique le calcul symbolique de Getzler sur X, tel qu’il est formulé par exemple
dans [5]. Le point est que le symbole asymptotique de () est nul, ce qui entraine la relation :

Te(Qe D) = O~/ 2F D+ /2y quang ¢ — 0.

Le résidu recherché correspondant au coefficient de #~(*/2+%) dans le développement asymptotique
de Tr(Qe '), il est nécessairement nul.

La collection C des extensions auto-adjointes D et D' des opérateurs de Dirac considérés
précédemment, est large du point de vue de la K-homologie; en effet :

ProrosiTioN 3.1. — Si on peut choisir un fibré £ de telle sorte que ['opérateur de Dirac
correspondant D vérifie Ind (D4 )yax # 0 ou Ind (D4 ) in # 0, alors C engendre Ky(X¢) @ C.
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