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Choix des signes pour la formalité

de M. Kontsevich

D. Arnal *, D. Manchon **et M. Masmoudi ***

Résumé : L’expression explicite de la formalité de M. Kontsevich sur R? est la base de la preuve du théoreme
de formalité pour une variété quelconque [K1 § 7], qui implique & son tour lexistence d’étoile-produits sur
une variété de Poisson quelconque. Nous proposons ici un choix cohérent d’orientations et de signes qui
permet de reprendre la démonstration du théoréme pour R? en tenant compte des signes qui apparaissent
devant les différents termes de ’équation de formalité.

Introduction

La conjecture de formalité a été introduite par M. Kontsevich [K2] : elle affirme lexistence d’un Loo-
quasi-isomorphisme de g; vers g,, ol g; et g, sont les deux algebres de Lie différentielles graduées naturelle-
ment associées & une variété M : précisément g; est ’algebre de Lie différentielle graduée des multi-champs
de vecteurs munie de la différentielle nulle et du crochet de Schouten, et g, est ’algébre de Lie différentielle
graduée des opérateurs polydifférentiels munie de la différentielle de Hochschild et du crochet de Gersten-
haber.

Les éléments de degré n dans g; sont les (n + 1)-champs de vecteurs, et les éléments de degré n dans g,
sont les opérateurs (n + 1)-différentiels. Dans les espaces gradués décalés g;[1] et go[1] ce sont les (n + 2)-
champs de vecteurs (resp. les opérateurs (n + 2)-différentiels) qui sont de degré n.

Toute algebre de Lie différentielle graduée est une L..-algebre. Cela signifie en particulier que les
structures d’algebres de Lie différentielles graduées sur g, et g, induisent des codérivations ) et Q' de degré
1 sur des cogebres C(g;) = ST(g,[1]) et C(g,) = ST (g,[1]) respectivement (cf. § I1.3 et I1.4), vérifiant toutes
deux I’équation maitresse :

[@,Q]=0, [, QT=0.

Un Ls-quasi-isomorphisme de g; vers g, est par définition un morphisme de cogebres :
U:C(g) — C(g,)
de degré zéro et commutant aux codérivations, c¢’est-a-dire vérifiant I’équation :
UoQ=Q ol,

et dont la restriction a g; est un quasi-isomorphisme de complexes de g; dans g,. M. Kontsevich démontre
dans [K1] la conjecture de formalité, c’est-a-dire 'existence d’un Leo-quasi-isomorphisme de g; vers g,, pour
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toute variété M de classe C*°. La premiere étape de la preuve (et méme ’essentiel du travail) consiste
en la construction explicite du Leo-quasi-isomorphisme ¢ pour M = R?. Le Loo-quasi-isomorphisme I est
uniquement, déterminé par ses coefficients de Taylor :

Uy : S™(91[1]) — g5[1]-

(cf. § III.2). Siles ay, sont des sx-champs de vecteurs, ils sont de degré sy, — 2 dans l’espace décalé g;[1], et
donc Up(ay -+ - o) est d’ordre s; + -+ + s, — 2n dans g,[1]. C’est donc un opérateur m-différentiel, avec :

n
Zsk=2n+m—2. (%)
k=1

Les coefficients de Taylor sont construits & I’aide de poids et de graphes : on désigne par G, ,, ’ensemble
des graphes étiquetés et orientés ayant n sommets du premier type (sommets aériens) et m sommets du
deuxiéme type (sommets terrestres) tels que :

1). Les arétes partent toutes des sommets aériens.

2). Le but d’une aréte est différent de sa source (il n’y a pas de boucles).

3). Il n’y a pas d’arétes multiples.

A tout graphe I € G, 5, muni d’un ordre sur ’ensemble de ses arétes, et a tout n-uple de multi-champs
de vecteurs a;,...,q, on peut associer de maniere naturelle un opérateur m-différentiel Br(a; ® -+ ® ay,)
lorsque pour tout j € {1,...,n}, a; est un sj-champ de vecteurs, ou s; désigne le nombre d’arétes qui
partent du sommet aérien numéro j [K1 § 6.3].

Le coefficient de Taylor U,, est alors donné par la formule :

Un(Oq .. ‘an) = Z WFBF(Oél ®---® Oén),
FEGn,m

ol l'entier m est relié & n et aux a; par la formule (*) ci-dessus.

Le poids Wr est nul sauf si le nombre d’arétes |Er| du graphe I' est précisément égal & 2n +m — 2. 1l
s’obtient en intégrant une forme fermée wr de degré |Er| sur une composante connexe de la compactification
de Fulton-McPherson d’un espace de configuration Cj g qui est précisément de dimension 2n +m — 2 [FM],
[K1 § 5]. Il dépend lui aussi d’un ordre sur I’ensemble des arétes, mais le produit Wr.Br n’en dépend plus.

Pour prouver le théoréme de formalité M. Kontsevich montre que le morphisme de cogebres U dont les

coefficients de Taylor sont les U,, définis ci-dessus est un L,-quasi-isomorphisme. La méthode consiste &
ramener 1’équation de formalité U o Q = Q' o U, qui se développe & ’aide des coefficients de Taylor de U, Q

et Q' :

1
Q\Un (Q1emren) +5 S QU (ar) Uy (o)) =
IUJT".{II;Z.d.,n}
= dlUp (Q1(Ak) -0 rersleretn) +
k=1
1 —~ ~
52:&2/{”,1 (QQ(ak.al).al ..... Ao ....Ozn)
kAl

a Papplication de la formule de Stokes pour les formes wr sur I’ensemble des faces de codimension 1 du bord
des espaces de configuration.

Nous proposons dans la premiere partie de ce travail un choix d’orientation des espaces de configuration
(ou plus exactement d’une composante connexe de ceux-ci) Cj 5> €t un choix cohérent d’orientation pour
chacune des faces de codimension 1 du bord de la compactiﬁcation.

Au chapitre IT nous explicitons I’isomorphisme ® : S™(g[1]) —— A"(g)[n] mentionné dans [K1 § 4.2]
pour tout espace vectoriel gradué g, afin de préciser le passage du langage des algebres de Lie différentielles
graduées et des Lo,-algebres au langage des Q-variétés formelles graduées pointées ([AKSZ], [K1 § 4.1]).
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Nous donnons au chapitre III une formule explicite pour un champ de vecteurs sur une variété formelle
graduée pointée ou un morphisme de variétés formelles graduées pointées en fonction de leurs coefficients de
Taylor respectifs. La démonstration est de nature combinatoire et se fait en explicitant la restriction & la
puissance symétrique n-iéme par récurrence sur n.

Dans le chapitre IV nous exprimons les deux algebres de Lie différentielles graduées qui nous intéressent
comme (-variétés formelles graduées pointées. L’isomorphisme d’espaces gradués ® explicité au chapitre
IT est ici essentiel. Pour la suite nous sommes amenés & modifier 'algebre de Lie différentielle graduée des
multi-champs de vecteurs : nous utilisons un crochet de Lie gradué [, ]’ lié au crochet de Schouten par la
formule :

[z, y]l = —[y, %|Schouten-
Les deux crochets coincident modulo un changement de signe en présence de deux éléments impairs. Nous
précisons au paragraphe IV.4 les signes (du type Quillen) qui apparaissent dans 1’équation de formalité.
Enfin nous montrons au chapitre VI que modulo tous les choix effectués précédemment I/ est bien un
L ,-morphisme.

Le chapitre V est assez largement indépendant du reste de l’article bien que directement relié a
[K1] : nous y donnons une démonstration détaillée du théoreéme de quasi-inversion des quasi-isomorphismes
donné dans [K1 § 4.4-4.5]. Enfin nous rappelons en appendice le lien entre formalité et quantification par
déformation.

Nous remercions André Roux, Siddhartha Sahi et Thomas Wegner pour d’utiles discussions et correc-
tions.

I. Orientation des espaces de configuration

I.1. Trois choix de paramétrage

Définition (Espaces de configuration).
Soit H le demi-plan de Poincaré (H = {z € C, Jmz > 0}). Appelons Conf* ({z1, .y 2n}; {t1, s tm})
Pensemble des nuages de points :

{(z1y ey 2nit1y s tm), t. Q. 2i €EH, t; ER, 23 # 2 Sii#1, t1 < ... <tm}

et CE;)I et b {Gtseensam} le quotient de cette variété sous I’action du groupe G de toutes les transformations
de la forme :

zivraz; +b, tj —at; +b (a >0, beR).

2, 7 +
La variété C{p1,~~~,pn}§{q1,--

par le passage au quotient de la forme :

m} €S donc de dimension 2n 4+ m — 2. Cette variété est par convention orientée

0{21,...,2n};{t1,...,tm} =dxy Adyr A ... ANdxpy, Ady, Adty A ... ANdio,

ou z; = xz; +iy;. Le groupe des transformations considérées préserve l’orientation. On en déduit une

orientation des espaces C{J;l o {aLsesm } Plus précisément, si 2n+m > 0, on peut choisir des représentants
yeeesPn F @1y rm

pour paramétrer notre espace. Nous considérons trois méthodes :

Choix 1 :
On choisit I'un des z; (disons z;, = z;, + 9yj,) et on le place au point ¢ par une transformation de G. Les
autres points sont alors fixés :



Zj — X t—x;
— _ 2 Jo _ Jo
Pjo =1 Pj = - ) qr = - .
y]o y]o
Dan n parametr +
ans ce cas, on parametre C{pl,...,pn};{ql,...,qm}

Vorientation, dans ces coordonnées de C} .
{p1,..spn}i{a1sesam

par les coordonnées des p; = a; + ib; (j # jo) et les g,
y est celle donnée par la forme :

Q= A (daj Adbj) Adgy A ... A dgpm.
J#jo

(L’ordre sur les indices j n’importe pas car les 2-formes da; A db; commutent entre elles).

Choix 2 :
On choisit 'un des ¢; (disons t;,) et on le place en 0 par une translation, puis on fait une dilatation pour
forcer le module de I'un des z; (disons z;,) & valoir 1 :

t — t,

Zjo — tig 0 2j =t
2jo — tjol

Pjp = =€, pi=t—0 q,=0, ¢=
RETE e N
o +
On parametre alors C'{pl’m’pn};{q1 .
des p; (§ # jo) et les q; (I # lp). L'orientation, dans ces coordonnées de C

par la forme :

gm} PAT Vargument 6;, de p;, (compris entre 0 et 7) et par les coordonnées

+

11 nné
{p17---7pn};{q1a--.,qm} est celle dO ee

Q= (-1)"'dg;, A N\ (daj Adbj) Adags A... Adaiy A .. A dg.
J#3jo

En effet, on part de la forme Q du cas 1, avec jo = 1, puisque 'ordre des p n’intervient pas, on place g, “en
téte” :

Q= (=1) Ydg, Adas Adbs A ... Adan Adby Adgy A ... Adgig A .. Adgiy A ... A dg,

puis on effectue le changement de variables :

i i_qlo 01 ! Db; — di, ' ™ . I} qk — qio
pp=7—7-=¢€ p=7—"=a,;,+ib; 2<jij<n qG = ——— (k#l).

1 |7'_qlo| ’ il |Z—%| j i ( ): k |7'_q10| ( )
1

m+n

Dont le jacobien
(1+47)

est strictement positif, pour obtenir la forme annoncée.

Choix 3 :
On choisit deux points #;, < #;,, on ameéne par une translation le premier en 0 et le second en 1 par une
dilatation.

25— tlo tl — tlo

p] tl1 — tl()’ qi, ) qi, ) q t11 — tlo

On parametre C{J;l cpndi{at,egm} PAT les coordonnées des p; = a; + ib; et par les ¢ (I # lp et I # ly).
I’orientation est donnée par la forme :

n
Q= (=1)thF A (daj Adby) Ndgy A Adgig Ao Adgr, A A dg.
j=1
En effet, on part de la forme €2 du cas 1, on place ¢, et g, “en téte” :
Q= (=1l 1240 Adg. Adas Adbs A ... Adan Adby Adgy A ... Adgi, A ... Adgy,

puis on effectue le changement de variables :



Pi= o =akib, py= i =d i, 2<j<n), k=T (k#l, k#D).
g, — dio q1, — di q1, — di

Dont le jacobien % est strictement positif, pour obtenir la forme annoncée.
(91, —q15) ’

I.2. Compactification des espaces de configuration

On plonge ’espace de configuration C{J;l dans une variété compacte de la facon suivante.

,~~~,Pn}§{q17~~~7Qm}
Chaque fois que ’on prend deux points A et B du nuage de points (z;,%;; %), on leur associe I’angle Arg(B —
A), a chaque triplet de points (A, B,C) du nuage, on associe ’élément [A — B, B — C,C — A] de l’espace
projectif P*(R) qu’ils définissent. On a ainsi une application :

P - COTLf+ (zj; tl) — T(2"+m)(2n+m—1) x (IP2 (R))(2n+m)(2n+mfl)(2n+mf2) )

Cette application passe au quotient et il n’est pas difficile de montrer que 1’on obtient ainsi un plongement

&-C (2n+m)(2n+m—1)(2n+m—2) .

+ (2n+m)(2n+m—1) 2
{p1ypn bif @t ssgm} T x (]P (R))

e . . + + 2
On définit la compactification C{pl’m’p"}; {q1rsam} de C{pl’___’pn}; {1, g} COMMeE étant la, fermeture dans

TEn+m)Entm=1) 5 (P2(R)) @rtm)Gntm-1)Ertm=2) 40 ¢ C{+ _ ) On obtient ainsi une variété
D1y sPn 115 sqm }

a coins et on cherche son bord 80{;1’___’pn};{ql,___’qm}.

Les points du bord s’obtiennent par une succession de collapses de points du nuage. On retrouve la description

de M. Kontsevich a deux détails pres : lorsque des points aériens (c’est & dire un ou des p;) se rapprochent

de R, il faut distinguer entre quels ¢; ils arrivent, il y a trop de faces du bord, puisque les faces correspondant

au rapprochement de points terrestres (des ¢;) non contigus est impossible sans que tous les points qui les

séparent se rapprochent aussi. En codimension 1, on obtient deux types de faces :

1.2.1. Faces de type 1

Parmi les points aériens, n; points se rapprochent en un point p qui reste aérien. Une telle face existe
sin > n; > 2. A la limite, on obtient une variété produit :

F =0, ot =Cyp .1y xC —~  — *
Pivseesping }{prscpn dilanam } {pirseeosing } {Psp1ssPiyseesPin g 5P {15 Gm } (*)

ou l'espace C{m,...,pnl} est le quotient de ’espace Con f(z1, ..., 2n,) par laction du groupe G’ des transfor-

mations z; — az; +b (a > 0 et b € C). c’est une varité de dimension 2n; — 3 (n; > 2). On la plonge dans
un produit de tores et d’espaces projectifs comme pour Cf;l et b {@rseam b Enfin on 'oriente de la fagon
suivante; z; est placé en 0 par une translation complexe puis |z2| est normalisé & 1 par une dilatation,

Zo — 21 0 Zj — 21

p1=0, p2= :ei , Dy :aj+ib]-

|22 — 21 Jze -

et on prend Porientation définie par la forme :
O =dby A )\ (daj A dby).
Jj>3
Orientons maintenant la face F'. On choisit la forme volume Q4 A Qs sur le produit (x) ol Qs est 'une des

formes définies ci-dessus pour orienter C{’ij}_ () L’orientation de la face a partir de celle de €2 est £ A Q5.

Lemme 1.2.1.
La face F est orientée par Qp = —Q; A Q5.



Démonstration. On a vu que 'on pouvait changer I’ordre des points p; de Cf;j}, {q,} SANS changer ’orientation.
On renumérote les points pi, ..., pi,, €0 P1, P2,-.., Pny, Puis on fixe pr =i :
ni
Q= A (da; Adbj) A Qs

=2
ensuite on change de variables dans le premier facteur en posant :

) ;P .

2 = P = aj + ib] (j=3,...,n1).

Lorsque les ny premiers points collapsent, on agrandit le petit nuage qu’ils forment en normalisant la distance
qui sépare les 2 premiers & 1. Posons pa = |p2 — i|. le changement de variable donne pour Q2 la forme :

/o i
by =ce

Q' =dpy Adfz A\ (daj A db) A Q.
jz3

La face est obtenue lorsque pa — 0. Or p2 > 0, on doit donc l'orienter avec

Qp = —dfa A\ (dajj Adbl) A Q2 = =0y A Q.
jz3

1.2.2. Face de type 2

Parmi les points du nuage, ni points aériens et m; points terrestres se rapprochent en un point ¢
terrestre. Une telle face existe si n +m > n; +my et 2ny +my; > 2. A la limite, on obtient une variété
produit :

+
F = a{pzla---apinl};{ql+1a---a‘11+m1} {P1s-sPn }i{q1s--qm } (*)
= Cy,. . X —~ .
{pigseoping Bilar1oai4my {P1ePig s sPin g e Pr {015 000 Q4 my 415009 8m }

On appelle Q; et Q5 'une des formes volumes de chacun des facteurs de ce produit. La forme Q; A 25 est
une forme volume sur F. On donne orientation de F' & partir de celle de ’espace de configuration de départ
en terme de cette forme.

Lemme 1.2.2.
Avec nos notations, la face F' est orientée par :

QF = (—1)lm1+l+mlﬂl A Qs.

Démonstration. 1l faut considérer six types de nuages différents :

Sous-cas 1: n>n; >0




On suppose que pi,..., Pn; €t @41, ---y Qiym, collapsent. On parametre ’espace 043:1 B
DPn,+1 = ¢. La forme d’orientation est :

o }i{aream} P

O =(—1)"™day Adby A ... Adan, Adbn, Adgiy A Adgiym, [\
N\ dan, 12 Adbn, g2 A ... Adan Adby Adgy A ... Adgy A dgigmy 41 A . A dgom.
=(=1)!m by A Adan, Adbn, Adgies A A dgiem, [\

N\ dan, 2 Adbpy i A .. Adan Adby Adgy A .. Adgr Aday A dgiim, 1 A .. A dgp.

(Certains termes peuvent ne pas apparaitre, par exemple si n = n; +1 ou m = m;). On change de variables
en posant :

b —ax
by

Alors on peut écrire de fagon un peu abusive :

(2<j <m), q}czqkb_lal I+1<k<l+m).

a=q, p;=

Q = (—1)fmtEmidy A Q) AQ,

et puisque b; > 0 et la face F' est obtenue pour b; = 0, son orientation est donnée par :

Qp = (—1)mtHmQ, A Q,.

Sous-cas 2: n=mn; >0 (et doncm >m; +1)et 1 >0

Cl‘ q|+1 qu]

On suppose que Pi,..., Pn €t Giy1, - Qi4m, collapsent. On parametre I’espace C

{p1eepn il atsogm} P U= 0,
qi+1 = 1. La forme d’orientation est :

Q= (-1)2%2day Adby A ... Adan Adby Adgi A ... Adg A dgiit A .. A dgim
= (1) day Adby A ... Adan Adby Adgiya A .. Ndgiim, [\
Ndar Ao Adgiy Adgiym, 41 Ao A da

On change de variables en posant :

. . 1 ] -1
ar +ib; — 1 = pret pgzpj (2<j<n), q, = &

41 41

(I+2<k<l+m).
Alors

Q = (=1)lmatttmatly () go A dfy A dag A dby A .. Adan Adby Adgria A Addiem, [\

Ndar A Adgiy Adgrim, 11 A .. A da

On peut donc écrire de facon un peu abusive :



O~ (_l)lm1+l+m1+1dp1 /\Q1 A (_1)l—1+l+1—202

et puisque p; > 0 et la face F' est obtenue pour p; = 0, son orientation est donnée par :

Qp = (=1)mtHmiQ A Q,.

Sous-cas 3: n=mn1 >0 (et doncm >my+1)et =0

ql q"h

C’est le méme calcul que ci-dessus, on pose g, =0, gm,+1 = 1, on obtient :

Q = (=1)2™%2da; Adby A ... Adan A dbp Adgy A ... A dgm, A dgmy 41 A . A dgm.
On change de variables en posant :

a+ib =pe? pi=P 2<j<n), ¢=% @<k<m -1

P1 P1
Alors

Q = prdpy Adby Aday Adby A ... Adan Adby Adgy A .. Adgm, 1 \ dgmys2 Ao A dgim
~ dp1 A(—l)ml_lﬂl N (—1)1_1+2_2Q2

et puisque p; > 0 et la face F' est obtenue pour p; = 0, son orientation est donnée par :

Qp = (=1)lmHmi A Q.

Sous-cas 4: n>n; =0 (et doncmy > 1) et >0

i ql+m1



On suppose que @i4+1, ---, Qi+m, collapsent. On parameétre l’espace C{t’l;---:pn}§{q1,n~,9m} par ¢ =0, q11 = 1.
La forme d’orientation est :

Q

(—=1)2*2day Adby A ... Adan Adby Adgy A ... Adg Adgigs A .. A dgim
= (=)D =Ndg o A Adgrm, /\

N\ day Adby A ... Adag Adby Adgy A .. N 1 Adgrim, 11 A .. A g
On change de variables en posant :

qkzw I+3<k<l+m).
Q2 — 1

Alors :

O~ (_l)lm1+l+m1+1dql+2 A dQII+3 AN dqf+m1 /\

[\ daz Adby A .. Adan Adby Adgy A .. Ndgi_y A digmy g1 A e A dgm

On peut donc écrire de facon un peu abusive :

Q= (—1)lm1+l+ml+1dql+2 /\Q1 A (_1)1—1+l+1—292

et puisque g;+2 — 1 > 0 et la face F' est obtenue pour q;+2 — 1 = 0, son orientation est donnée par :

Qp = (—1)imHEmQ A Q,.

Sous-cas 5: n>mn; =0 (et doncmy >1),l=0et m; <m

a i,

On pose ¢m, =0, ¢m,+1 = 1, on obtient :

Q = (=1)2™%2da; Adby A ... Adan Adby Adgr A ... Adgm, Adgmy41 A .. A dg.
On change de variables en posant :

gy =L "It () <k <m —2)

_qm1—1

Alors :

Q~dgh Ao Adglp, 5 [\ dgm,—1 [\ das Adby A ... Adan A dby Adgm, 42 A ... A dgm,
= (—l)mldqml_l A Ql A (—1)1+2_IQQ.

Maintenant ¢,,, 1 < 0 et 'orientation de la face est encore :

9



Qp = (=1)!mTmHQ A Q.

Sous-cas 6 : n>mn; =0 (et doncmy > 1),l=0et m; =m et doncn >0

q1 qf“l

On pose q; = 0 et p; = €1, La forme 0 est

0= d01 A da2 A db2 FARPRWAN dan /\dbn N dq2 FANPYWAN dqm
= (=1)"'dgy A ... Ndgm, [\ d61 A daz Adby A ... A day A dby.

On change de variables en posant :

Alors :

QO ~ (—].)m_ldq2 A (—1)1_1+2_291 A QQ.

Puisque g2 > 0 et F' apparait pour g2 = 0, U'orientation de la face est encore :

Op = (—1)fmtEmi, AQ,.

Tout nuage de point correspondant & une face de type 2 releve d’'un de ces six sous-cas. Ceci termine la
démonstration du lemme 1.2.2.

I1. Algebres symétriques et extérieures sur les espaces gradués

II.1. La catégorie des espaces gradués

Un espace vectoriel sur un corps k est gradué s’il est muni d’une Z—graduation :

V=W

n€EZ

Le degré d’un élément homogene x sera noté |z|. Un espace gradué sera toujours considéré comme un
super-espace vectoriel, la Zs—graduation étant déduite de la Z —graduation :

Vi =P Van Ve =P Vo

nez neZ

Si V et W sont des espaces gradués, il existe une graduation naturelle sur Ve W, V @ W, Homg (V, W). Un
morphisme d’espaces gradués entre V et W est par définition un élément de degré zéro dans Homy (V, W).
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Une algebre graduée est un espace gradué B muni d’une structure d’algebre telle que la multiplication
m : B® B — B est un morphisme d’espaces gradués, c’est-a-dire :

BiBj C Bi+j

On définit de la méme maniére les notions de B— modules gradués & gauche ou & droite. Si A et B sont
deux algebres graduées, le produit :

Mmags : A9OB® A®B — A® B
a®b®d Qb — (=1)IP19gq’ @ bb!

est associatif et munit A ® B d’une structure d’algebre graduée. Si M (resp. N) est un A-module (resp. un
B-module) gradué A gauche, la méme regle des signes (la régle de Koszul) permet de définir une structure
de A ® B—module gradué & gauche sur M ® N.

Si A, A’, B, B' sont des espaces gradués, I'identification de Homy(A @ B, A’ ® B') avec Homy (A, A') ®
Homy (B, B') se fait avec la méme régle des signes :

(f®g)acb) = (=1 f(a) ® g(b)
Une algebre graduée est dite commutative si on a :
Ty — (—l)m‘y‘ya} =0
Une cogebre graduée C' se définit de maniere similaire : la comutiplication doit vérifier :

AC;C ) CreC

k+i=j

On définit une structure de cogebre graduée sur le produit tensoriel de deux cogebres graduées en appliquant
la méme regle sur les signes que dans le cas des algebres.

Une dérivation de degré i dans une algebre graduée B est un morphisme linéaire d : B — B de degré i
tel que : .
d(zy) = dz.y + (—1)1*z.dy

ce qui s’écrit encore :
dn=m({d®I+1®d)

ou m désigne la multiplication de l’algeébre (attention & la regle des signes). Une codérivation de degréi dans
une cogebre graduée C est un morphisme linéaire d : C — C' de degré i tel que si AX = E(m) 2’ ®z" on a:

Adz = de' ®z" + (-1)1"g @ da"
(2)
ou encore :
Ad=dI+IxdA
Enfin une algébre de Lie graduée est un espace vectoriel gradué g muni d’un crochet [.,.] tel que :
1) [9i>9;] C 95t j
2) [z,y] = —(=1)\¥/[y, ]

3) (=1)l=[[z, y], 2] + (=1)¥I][[y, 2], 2] + (=1)*I¥/[[z, 2], 5] = 0
(identité de Jacobi graduée).

L’identité de Jacobi graduée s’exprime aussi en disant que ad z = [z,.] est une dérivation (de degré |z|).

Une algebre de lie graduée est différentielle si elle est munie d’une différentielle d de degré 1 (d : g —
g[1)), telle que :
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& =0, d([z,y]) = [dz,y] + (1)1 [z,dy].
I1.2 La regle de Koszul

La raison profonde qui fait que “la régle des signes marche” est la suivante : la catégorie des espaces vectoriels
Zy—gradués munie du produit tensoriel ® usuel et des applications :
TAB:A®B —BQA
a®@b— (-1)Phga

est une catégorie tensorielle tressée, c’est a dire que les tressages 74,p sont fonctoriels :

A®B — B®A

TA,B

F®g 9 f
AAgB — B gA
TAI’BI
et vérifient :
TagB,c = (Ta,c @ IB)(I4 @ TB,C)

De ces deux propriétés on déduit facilement 1’équation de I’hexagone, c’est-a-dire la commutativité du dia-
gramme suivant :

A®B®C
v p
A®C®B B A®C
C®A®B BeC®A
p v
Co®B®A

La catégorie tensorielle tressée des espaces Zy—gradués peut aussi se voir comme la catégorie des modules
sur ’algebre de Hopf quasi-triangulaire (Ha, R) ou Hj est algebre du groupe Z, munie de la multiplication
et de la comultiplication usuelle, mais ou la R—matrice est non triviale.

Dans cette catégorie le carré des tressages est toujours l'identité (c’est une catégorie tensorielle stricte).
On peut faire de méme avec des espaces Z—gradués en remplacant —1 par e*% . On obtient ainsi la catégorie
des espaces vectoriels anyoniques, qui est tressée de maniére effective pour k > 3 [M].

I1.3. Décalages

Soit V' un espace gradué. On pose :
V1] =V ® k[1]

ol k[1] est l'espace gradué tel que k, = {0} pour n # —1 et k_; = k. Autrement dit V[1] et V ont méme
espace vectoriel sous-jacent, mais le degré d’un élément est baissé d’une unité dans V[1]. On posera en

outre :
[n] = [1]"

pour tout entier n.

I1.4. Algeébres symétriques et extérieures
L’algebre symétrique S(V') (resp. lalgebre extérieure A(V')) est définie par :
SWV)=T(V)/ <zoy—(-1)¥ygz> respA(V)=T(V)/ <z@y+ (-1)* Wy oz >

Ce sont des espaces gradués de maniére naturelle. La proposition suivante est implicite dans [K1] :
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Proposition I1.4.1 (symétrisation).
Pour tout espace vectoriel gradué V' et pour tout n > 0 on a un isomorphisme naturel :

@, - SUVA))——=A"(V)[n]

donné par :
(w1 n) = T1, e, Tn)TL A ATy

ou, pour des x; homogénes, a(xy,...,z,) désigne la signature de la permutation “unshuffle” qui range les
x; pairs dans V' a gauche sans les permuter, et les x; impairs dans V' a droite sans les permuter.

Démonstration. Soit I (resp. J) 'ensemble des i tels que z; soit de degré pair (resp. impair), et a(l,J) =
afzy,...,oy,) la signature de la permutation-rangement associée. L’isomorphisme &, est donné par la
restriction & S™(V[1]) de la composition des trois fleches du diagramme ci-dessous (la fleche supérieure est
un isomorphisme d’algebres) :

S(V[1]) — S(V[1]4) ® S(V[1]-)
Ty...Ty — Ty ® Ty
A(V) —_ AVY A(VL)
a(l,)x1 N+~ ANy — TAT Q TAg

Enfin si les z; sont de degré d; dans V[1], z; ...z, est de degré d; + - - - + d,, dans S™(V[1]), donc de degré
dy+---+d, +n dans S*(V). ®,(x1...2,) est donc de degré d; + - - - + d,, + n dans A™(V'), donc de degré
di +---+d, dans A"(V)[n].

[ ]
Remarque : L’application ® = ©®,, est un morphisme d’espace vectoriel gradué mais pas d’algebre. 11
est d’ailleurs vain de vouloir chercher un isomorphisme d’algebres entre S(V[1]) et @ A™(V)[n], car deux
éléments de parité opposée commutent dans le premier cas, et anticommutent dans le second cas.

I1.5. Un exemple : Tens(R?)

L’algebre des tenseurs contravariants totalement antisymétriques est une algebre naturellement graduée
par lordre des tenseurs. On aimerait la voir comme 1’espace sous-jacent & une algébre symétrique. No-

tons donc V' l’espace vectoriel X (Rd) des champs de vecteurs sur R?, gradué par V = V5. On identifie

Tens, (R?) = A"V & S (V[1]) [-n] par ®,.
Dans la suite, on posera

Thoty (Rd) = Tens (Rd) [1].

II1. Variétés formelles graduées

I11.1. Variétés formelles

On se place sur le corps des réels ou des complexes. On se donne un voisinage ouvert U de 0 dans R?. Une
fonction analytique ¢ sur U a valeurs dans C est déterminée par son développement de Taylor en 0 :

pla) = Y2 2 (0°)(0)
a€EN?

On établit ainsi une dualité non dégénérée entre les fonctions analytiques sur U et les distributions de support
{0}. Plus abstraitement on peut remplacer les fonctions analytiques par les jets d’ordre infini au point 0.
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On appelle variété formelle, ou voisinage formel de 0, ’espace C des distributions de support {0}. La
structure d’algebre commutative sur l'espace des fonctions analytiques sur U détermine une structure de
cogebre cocommutative sur son dual restreint, qui est exactement C. La comultiplication est donnée par :

<AV, PR Y >=< v, > .

Considérant 1’espace tangent V & la variété U en 0, on a en fait un isomorphisme de cogébres entre C et
S(V), ou la comultiplication A de S(V') est le morphisme d’algebres tel que A(v) =v®1+1Quvpourv € V.

On considerera la version pointée :

C=5T(V)=s(v)

n>1

C’est la cogebre colibre cocommutative sans co-unité construite sur V. C’est aussi le dual restreint de
I’algebre des jets d’ordre infini qui s’annulent en 0. On remarque que Av = 0 si et seulement si v appartient
av.

Un champ de vecteurs sur la variété formelle pointée est donné par une codérivation @ : C — C (c’est
donc un champ de vecteurs qui s’annule en 0). Un morphisme de variétés formelles pointées est donné par un
morphisme de cogebres. Tout morphisme f de variétés pointées induit un morphisme de variétés formelles
par transport des distributions de support {0} :

< fiT,o>=<T,po f>

Or, par propriété universelle des cogebres cocommutatives colibres, une codérivation Q : ST (V) — ST(V)
(resp. un morphisme de cogebres F : ST(V1) — ST (12)) est entierement déterminé(e) par sa composition
avec la projection sur V (resp. V2), c’est & dire par une suite d’applications :

Qn:S"V—V (resp. Fp:S8"Vi — V)

qui sont par définition les coefficients de Taylor du champ de vecteurs ) ou du morphisme F.

I11.2. Variétés formelles graduées pointées

On fait la méme construction algébrique dans la catégorie des espaces vectoriels gradués : une variété formelle
graduée pointée est une cogebre C isomorphe & ST(V) o V est cette fois-ci un espace gradué. Toutes les
notions du § ITI.1 s’appliquent, & ceci prés que ’on peut considérer des champs de vecteurs de différents
degrés. Nous allons donner une formule explicite pour un champ de vecteurs ou un morphisme en fonction
de ses coefficients de Taylor :

Théoréme II1.2.1.

Soit i un entier, soient V, V1,V des espaces gradués, et deux suites d’applications linéaires @, : S™V — V
de degré i, F,, : S"Vi — Vs de degré zéro. Alors il existe une unique codérivation @ de degréi de ST (V) et
un unique morphisme F : St (V1) — St(V4) dont les Q,, et les F,, sont les coefficients de Taylor respectifs.
Q@ et F sont donnés par les formules explicites :

Far..o) =3 - S el L) Fn @n) - Firy (o)

Hi
j>1 J: LI 1T ={1,...,n}
Iq,..., I;#0

ot eg(Ii,...,I;) désigne la signature de I'effet sur les x; impairs de la permutation-battement associée & la
partition (I1,...,I;) de {1,...,n}.

14



Démonstration. Supposons que tous les coefficients de Taylor de la codérivation () sont nuls. En particulier
Q(z) = 0 pour tout z € V. Supposons que Q(z1 ...xx) = 0 pour tout k < n Alors :

AQ(.’El .- ..’En+1) = (Q RI+TI® Q)A(J}l e ..’L‘n+1) = 0,

compte tenu de I’hypothese de récurrence et de ’expression explicite de A(zy ... Zpt1) :

A2y ... Tpy1) = > e.(I, Nz @5
ItJ={1,....,n+1}, I,J#0

Donc Q(1 ...2zn41) € V, donc est nul puisque le n + 1-éme coefficient de Taylor est nul. Le raisonnement
est analogue dans le cas d’un morphisme, et montre qu'une codérivation ou un morphisme est entierement
déterminé(e) par ses coefficients de Taylor.

Nous vérifions directement les formules (les vérifications & Pordre 2 ou 3 sont laissées au lecteur & titre
d’exercice).

1. Cas d’une codérivation : On écrit la formule explicite pour A(z; ...x,) en utilisant la cocommutativité
graduée, ce qui permet de ne retenir que la moitié des partitions :

A2y ...2p) = (1 +7) > eo(K,L)zg @ xL
KIIL={1,...,n}, 1€K, L#£D

On a donc, en prenant pour () I’expression explicite du théoreme :

AQ(.’El.'L'n) = Z Ew(I,J)A(QmJII.!L'J)
IJ={1,...,n},I,J#0

:(1+T) Z Z Ew(I,J)EwJ(K,L)Q|I|($1).$K®$L

ImJ={1,...,n},I,J#0 KIIL=J, L#0

=(1+7) Z eI, J, K)Qp(x1)-x5 ® Tk
ITJIK={1,...,n}, I,K#0

Par ailleurs on a :

QI+ TRQ)A(my ... 7n) = (1+7) > ex(L, K)Q(z1) ® Tk
LHK:{ly"wn}a L7K‘_)£@
=(1+7) > (L, K) Yoo e, (L NQu () s @3k
LUK={1,...,n}, L,K#0 IJ=L, I,J#0
=147 Z EZ(I,J,K)Q‘I‘(.’L'I).Z'J@Z'K

MIJUK={1,...,n}, ,I,J,K#£0

d’ou le fait que @ est bien une codérivation.

2. Cas d’un morphisme : le calcul est un peu plus compliqué : on commence par écrire A et F de maniere
redondante, en employant des permutations qui ne sont pas forcément des battements :

~ _ &a(0)
A(Z’ll’n): z zm.ﬂm...m(,r@wgr“...man

€S, r=1

1 1
}'(xlxn)zzﬁ Z ! Z €2(0)Fry (Toy -+ Toy, ) -+ - Ty (T -+ T0,,)

j>1 k1+---+kj:n ogES,
On vérifie directement 1’égalité :
AF(z1...20) = (FOF)A(z1...2)
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L’écriture par blocs : @1...2n = (#1...%k;) .. (Thy 4+ tkj_14+1 - - - Tn) induit par permutation des blocs un
plongement du groupe de permutatlons S; dans S,. On calcule :

AF ZJ‘ Z i k' Zew A(Fiy(@oy - Zay,) oo Fij (@ To,))

Jj>2° kit---tkj=n 0ESR
- A2 m k, > elo) D)
7>2 ki+-+kj=n ocES, TES;CSn
Z 0o (7)
2 (g — i b () T () @ Ty () T, )

Dans le dernier membre de ’égalité ci-dessus, chaque terme se trouve répété autant de fois qu’il y a d’éléments
dans S;. On a donc :

A]:(JL'l.'L'n):Z Z k‘ k'zez

j>2 k1+-+kj=n gESy
-1
;Wfkl( Do Frn () @ Frp () oo Fi (-2)

Par ailleurs, on a :

(FRF) A ...xn) = > Zr‘n_r F(@oy - -T0,) @ F(Toppy - - To)

oceS, r=1

Z i Z €2(0)€qz ()
! — )

0€ESn T=1 €Sy X Spn_rCSn ri(n —1)!

Yo Y :
k! rilooorls!losy!

Jk>1 7T radednj=r
syt tsp=n—r

Fos@an, - Tay,) oo Fry () @ Fay (o) oo Fo ()

Dans le dernier membre de ’égalité ci-dessus, chaque terme se trouve répété autant de fois qu’il y a d’éléments
dans S, x S,,_,. Donc :

1
(‘7:®‘7:)A(x1 = Z Z 'k‘ Z Tl!...Tj!Sl!...Sk!

o€Sn =1 riteetrg=r
s1tdsp=n—r

Frs(@os oo Ty ) oo Fry (o) @ oy () oo Fo ()

Posant I = j + k et procédant a la renumérotation (si,...sx) = (7j+1,...77) on obtient :

1
(FOPA@...zn) = Y (@) > Zk,l_ I

1-

0ES, 122 ri++r=n k=1
Fri(@oy oo Topy) oo Frp () @ Frppyy () - Fry (-26,)

compte tenu du calcul précédent, ce qui démontre le théoreme.
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IV. L..-algebres et L. -morphismes

A tout espace vectoriel gradué V' on associe (attention au décalage!) la variété formelle (V[1], 0) pointée,
c’est & dire la cogebre colibre sans co-unité :

C(V) = ST(V[i))— > (AV)[R]
k>1

ot ® est 'isomorphisme décrit au § IL.4.

Un pré-L,-morphisme entre deux espaces gradués V; et V5 est par définition un morphisme de variétés
formelles, c’est-a-dire un morphisme de cogebres :

F:C(Vi) — C(Va)

qui est donc déterminé par ses coefficients de Taylor F;. Posant F; = Fjo® ! on a:

Fi:Vi— Vs,
Fo: A2Vy — W[-1]
F3: AV — Va2

IV.1. Algeébres de Lie homotopiques

Par définition une L,-algébre, ou algebre de Lie homotopique est une variété formelle graduée pointée
du type (g[1],0), ol g est un espace vectoriel gradué, munie d’un champ de vecteurs @ de degré 1 vérifiant
I’équation maitresse :

[Q,Q]=2Q* =0
Cest-a-dire que () est une codérivation de carré nul de la cogebre C(g). Les coefficients de Taylor
Qr : S*(g[1]) = g[2] donnent naissance aux coefficients @, = Qo ® ! :
Q9 —g[1]
Qx:A’g— g
Q3 : A%g — g[-1]

L’équation maitresse se traduit par une infinité de relations quadratiques entre les Q,,, qui s’obtiennent en
écrivant explicitement pour tout k I’équation :

1Q*(z1...25) =0

ou 7 : C(g) — g[1] est la projection canonique. On écrit explicitement les trois premiéres :
Premiére équation : Q?(z) = 0 pour tout = dans g. Donc (g, Q1) est un complexe de cochaines.

Deuxiéme équation : mQ?*(z.y) = 0, soit :

Q2(Qrz.y + (1) '2.Q1y) + Q1Q2(z.y) = 0.

(Remarque : |z| — 1 est bien le degré de = dans la cogebre C(g), a cause du décalage). Traduisant cette
égalité en termes de @, et @), on obtient (cf § I1.4) :

a(Q,2,9)Q,(Q1z Ay) + (-1)"a(z, Q%) Qs (x A Qyy) + a(z,4)Q,Qa(z Ay) =0
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Compte tenu de ’égalité :
alz,y) = (=1)l=lvI=1)
on obtient :

(-D)Y1Q,(@iz A y) — Qu(x A Q1Y) + Q1 Qa(z Ay) = 0.
Posant dz = (—1)1*IQ,z et [z,y] = Q,(2 A y) on obtient finalement :

d[.'L',y] = [dmay] + (_1)‘w|[$ady]

donc @, est un crochet antisymétrique pour lequel d est une dérivation.
Remarque : On peut garder @); comme dérivation sans le modifier, & condition d’inverser le sens du crochet,
c’est-a-dire de poser :
[z,9] = Q2 (y A ).
Nous choisirons la premieére solution.

Troisiéme équation : wQ3(x.y.z) = 0 soit :

Qs(Qrzy.z+ (1) '2.Quy.z + (1) "22.5.Q12) + Q1Q3(z.y.2)
+Q» (Q2(w.y).z + (_1)(Iyl—l)(\Z\—l)Q2($_z)_y + (_1)(\36\—1)(|y|+\2\—2)Q2(y_Z)_x) =0

soit :

Q2 (Q2(zy).z + (—=1){I=00zl=D+(zI=1(21=D) 9, (7 z) .y
+(=1)=I=DWHEDQy (y.2).2) + termes en Q3 =0

Orona:

Q2(Q2(z.y).2) = (Q2(z.y), 2)u(, ¥) Q5 (Qo(z A y) A 2)
— (_1)(|w|+|y\)\z\(_1)(|z|71)\y|@2 (§2(w Ay) A z)

En reportant ceci dans I’équation précédente et en simplifiant par (—1)I2//¥/+12llz1+1¥1l2! on obtient finalement :
(=)=, y), 2] + (—1)¥11[ly, 2], 2] + (=1)*¥I[[z, 2, 4] + termes en Q3 =0

Autrement dit le crochet fourni par Q. vérifie l'identité de Jacobi graduée “4 homotopie gouvernée par Q5
pres”. En corollaire :

Théoréeme IV.1.1.
Une algébre de Lie différentielle graduée est la méme chose qu’une L,-algébre pour laquelle tous les coeffi-
cients de Taylor sont nuls sauf les deux premiers.

IV.2. L’algeébre de Lie différentielle graduée des mutichamps de vecteurs

Sur V = Tpoy (Rd)7 on dispose du crochet de Schouten défini par :
kot
[ A A& m A Andg =D S (“DMEmIAE A AGA AEG AT A AT A . AT
i=1 j=1

La symétrisation de Tens (Rd) nous permet de définir une opération e.

Si oy est un kq-tenseur antisymétrique :
a; = a111~~~1k1 8,'1 A 8,'2 AN A 8,-,0 S Tens (Rd)
alors :
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O an) = 4y, € S(X (RY) [1])[=y]

ot chaque ¢; = ®'(8;) est une variable de degré 1.
Si maintenant as est un ko tenseur antisymétrique, on posera :

d 1 1
0%, " (a1) 09, («
areay =Pp, k-1 ( E lgw( 1) . kazw( 2)>

i=1

en tenant compte du fait que 5 w est un opérateur de dérivation impair.

Lemme IV.2.1 (Calcul de aq e as).

On a: .
1
aeay =) (-1)"'a weg ol g A LA, A N O, NO AN,
=1
et
[a1, 0] = (-1)" oy e ap — (—1)frtk2"D e, 0 .
Démonstration. On a :
k1
0 01,0k I—1 1.0k 6¢z
50 (al T e z/;) :l;(—l) T
k1
i1...7 -
:Z( 1)t 1(5’ 7 P 1/ P Vi, -
=1
Donc :
d -1 1 k
8<I> (al) 8(1) (ag) E _ i1...0 — i
Z Ig¢ . kaz_q; 22(—1)1 1a111 1k1¢i1 ..... ¢i1-----¢ik1-aiza;1 J’Cz,ijl ..... ¢jk2
i=1 v g =1
k1 ,
— K3 K3 .
=D (1) toy 0,00 T iy iy e i gy et
=1

D’autre part :

[ar, an)g = [0 ™05, Ao A Dy 057205 AN D,
= [0/11 11@18“,0[71 sza ] AOiy A ... A 6ik1 ANOj, A ... A Bj,c2+

+Z 1+l 1 Zklauaajt] /\612 /\'“/\aikl Aa‘lelmijajl /\"‘Aéj\ll\"'/\aj’c2+

+ Z 83, 05" 728, ] Ay ™ 8y A A8y A Ny Ay Ao NDj,

=2
k2 . . . .
==Y (=) 20,0y M By A Ny Ny A NDj A N Dy +
=1
kl . . . .
+ Z(_1)1+1all1...1k1 0, Oéélm]’c2 8j1 AOiy N ... NOi, A "'8"’@1 N 6]'2 VANV ANAY aij
=1

=(—1)""ta; ey — (—1)k2"Vk1g, @ .
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Corollaire IV.2.2.
L’espace gradué Ty (Rd), muni du crochet :

[a15a2]ig = [O‘?aal]s

est aussi une algebre de Lie graduée et :

[al,az]g = (—1)(k1_1)k2a1 oy + (—1)’“2(12 °q;.

Comme [, |5 définit sur Ty (Rd) une structure d’algebre de Lie graduée, on aura, en prenant d = 0, une
structure de L, algebre sur C (Tpoly (Rd)). Le champ de vecteurs ) est caractérisé par :
Q1=0, Qaar.a9) = (—1)*17V% [ay, ]
=a;eay+ (—1)k1k2a2 0.

IV.3. L’algebre de Lie différentielle graduée des opérateurs polydifférentiels

On considere I’espace vectoriel V' = D,y (Rd) des (combinaisons linéaires d’) opérateurs multidifférentiels
gradué par |A| = m — 1 si A est m-différentiel.
Sur Dpoiy (Rd), I'opérateur de composition naturel o s’écrit :

(A1 0 As) (fi, ey frytma—1) =

mi
= Z(—l)(mrl)(kl)Al (f1s s =1, A2 (fj oo Fitma—1) 5 Fitmas oos Fmitma—1) -
Jj=1
On associe a cette composition d’une part le crochet de Gerstenhaber :

[A1, As] = A1 0 Ay — (—1)AullA2l 4, 6 4,
d’autre part I'opérateur de cobord :
dA = — [/]‘7 A]
ou u est la multiplication des fonctions : u(f1, fo) = f1f2-

Remarque : Avec ce choix de d, (Dpoly (]Rd) [ las d) est une algebre de Lie graduée différentielle, on vérifie
en effet que dod =0 et

d([Al,AQ]) = [dAl,AQ] + (—l)lAll [Al,dAg] .

L’opérateur de cobord de Hochschild usuel dg donné par :

(duaA) (fiso fm) = [LA(f2s s fm) — A(fif2, f35 05 fm) + oo + (D) A(f1y ooy fn1)
= (_1)‘A‘+1dA(fla 5fm)

n’est pas une dérivation de I’algebre de Lie graduée (Dpory (Rd) s le)-
Le champ de vecteurs Q' sur la variété formelle C(V') sera donc défini par :

Q1(A) = (~)MMdA = (~1)!A [, A] = [4, 4] = —drA
et

Qb (A1.4y) = (—1)Al(42=D 14, 45)
= (=1)4l(A2l=D 4, 6 A4y — (=1)I411 450 4.
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IV.4. L, -morphismes

Par définition un Ly,-morphisme entre deux L.-algebres (g;,Q) et (g5, Q') est un morphisme de variétés
formelles pointées :
F :C(g1) — C(g)

vérifiant :
FQ=Q'F
Cette équation induit une infinité de relations entre les coefficients de Taylor de @, Q' et F, dont nous allons
examiner les deux premieres :
Premiére équation : Q| Fi(z) = F1Q1(z), c’est-a-dire que F; est un morphisme de complexes.
Deuxiéme équation : 7Q'F(z.y) = nFQ(z.y) soit :

Q' (Fiz.Fry + Fo(ay)) = nF (Qrzy + (1) V2.Q1y + Qa(z.y))

soit encore :

Qh(Frz.F1y) + Q1 Fa(zy) = Fo(Quay + (-1)F7'2.Quy) + F1Q2(zy).
On traduit cette derniere égalité en termes de @, @,, F1, etc. :

(=)l W=D [F 2, Fry] + (—1) == 14210 =DGF, (2 A )
— (_1)(|w\—1)(|y|—1)+|w|?2(dm Ay) + (_1)|wlly|+\w\—1+|y\?2(m A dy) + (_1)|w|(|y|—1)?l([m,y])

soit, en multipliant par (—1)!I{¥I=1)
Fillz,y) = [Fra, Fry] = (1) dFy (@ A y) = Falde Ay) — (1)1 Fa(z A dy)).

Dans le cas ol g; et g, sont des algebres de Lie différentielles graduées, F; n’est donc pas forcément un
morphisme d’algebres de lie différentielles graduées, mais le défaut est gouverné par le coefficient suivant,
c’est-a-dire Fs.

Proposition IV.4.1 (Equation de Le.-morphisme dans le cas des algeébres de Lie différentielles graduées).
Supposons que (V,[, ],d) et (V',[,],d) soient deux algébres de Lie graduées. Notons (C(V),Q) et
(C(V"),Q") les Ly, algébres correspondantes respectives. Soit F : C(V) — C(V') un morphisme de cogébre.
Alors F est un Lo, morphisme si et seulement si :

1
Qllj:n (al ----- an) +§ z Ea(Ia J)QI2 (-7:\1\ (aI) "7:\.]\ (aJ)) =
IuJTy;é.d.,n}
= Z s ees 1) Fr (Q1(Q) o0 e @ eeety) +
ZEQ k,l,]., . ,l, )fn 1 (Qg(ak Oél) O] eenne 6&; ..... O/é\l ..... Oén)
k:,aél

ou |I| et e4(I,J) ont la méme signification que dans le théoréme II1.2.1, et ol 4(...) désigne le signe de
Quillen de la permutation indiquée entre parenthéses, c’est-a-dire la signature de la trace sur les a; impairs
de cette permutation.

Comme pour les codérivations () et les morphismes de cogebres F, il est facile de voir que les applications
Q'F et FQ sont uniquement déterminées par leur composition avec la projection sur V'[1]. On déduit alors
Péquation de Lo,-morphisme sous la forme (Q'F), = (FQ), pour tout n. Puisqu’on est parti de deux
algebres de Lie différentielles graduées, tous les @), et Qp sont nuls pour p > 3.
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V. Quasi-isomorphismes

Par définition un quasi-isomorphisme entre deux L.-algebres (g;, Q1) et (g5, Q2) est un L,-morphisme
F dont le premier coefficient de Taylor Fi : g;[1] — g»[1] est un morphisme de complexes qui induit un
isomorphisme en cohomologie (quasi-isomorphisme de complexes). Nous allons exposer la démonstration du
théoréme suivant ([K1] theorem 4.4) :

Théoréme V.1.

Pour tout quasi-isomorphisme F d’une Ly,-algébre (g,,Q1) vers une Ly,-algébre (g,,Q2) il existe un Lyo-
morphisme G de (g4,Q2) vers (g,,Q1) dont le premier coeflicient de Taylor Gy : g,[1] — g;[1] soit un
quasi-inverse pour Fi.

V.1. Décomposition des L,-algebres

Une Loo-algebre (g, Q) est minimale si @1 = 0. Une Lo,-algébre est linéaire contractile si Q; = 0 pour
j > 2 et si la cohomologie du complexe donné par (); est triviale. On remarque que la premiere notion est
invariante par L-isomorphismes, contrairement a la seconde notion.

Proposition V.2.
Toute Lo.-algébre (g,Q) est Lo,-isomorphe & la somme directe d’une L.,-algébre minimale et d’une Ly-
algébre linéaire contractile.

Démonstration. On décompose le complexe (g,@Q1) en somme directe (g', M;) & (g",L1) ou M; est une
différentielle nulle et ou (g”, L1) est un complexe & cohomologie triviale (on néglige le décalage qui n’est pas
essentiel ici). Pour ce faire on note comme d’habitude Zj, et By, le noyau et 'image de la différentielle en
degré k, on choisit un supplémentaire g de By dans Zj, et un supplémentaire W}, de Z; dans g,. Posant
alors g = By ® W}, on a la décomposition cherchée.

Cette décomposition du complexe est le point de départ de la décomposition de la l-algebre (g, Q). La
cogebre associée & g = ¢’ @ g s’écrit :

C(g) =C(g) @ C(g") & C(g") ® C(g").
1l s’agit de construire un isomorphisme de cogebres :
F :C(g)—C(9)

tel que Fo@Q = @Q o F, avec :

Q =MI+I®L
Q0 eigrseie

ou My =0, L; =0 pour j > 2 et L & cohomologie triviale. On pose donc pour commencer 1 = Id : g — g,
d’out forcément (); = @1 = L; au vu de la décomposition du complexe rappelée ci-dessus. Il est tres facile
de voir qu’un Lo, -morphisme F vérifiant F; = Id s’écrit comme un produit infini :

F=...Fkpk=1_ . F2

olt F* est le Lo,-morphisme ayant I’identité comme premier coefficient de Taylor, Fj comme k'®™€ coefficient
de Taylor, tous les autres coefficients étant nuls.
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Chercher le coefficient 7}, en supposant que les F; sont connus pour j < k, c’est donc chercher un
L.-isomorphisme F “lacunaire” comme le F* ci-dessus, entre (g’ @ g”,Q) et (¢’ @ g”, @), ou le champ de
vecteurs impair () vérifie :

=0
1j¢qq)
Q;(C(g") c g’ pour j <k—1
Q;(C(g") =0pour2<j<k—1
Q;(C(e") ®C(g") =0 pour j <k—1
et ol le champ de vecteurs @) vérifie les mémes conditions avec k & la place de k— 1. On supposera également

que les coefficients de Taylor de Q et @) sont les meémes jusqu’a l'ordre k — 1 et sont nuls & partir de 'ordre
k + 1. 1l s’agit donc simplement de trouver Fj, et Q.

La condition F o Q = @ o F s’écrit, en négligeant les signes provenant de la supersymétrie :

() Fe(Qu(or -+ m)) + Qulor k) = QuFilan - -ax) + Qulon -+ 2)

ol 'on a désigné par la méme lettre ()1 la dérivation de I’algebre S(g[1]) valant ()1 sur g[1].

1). Si tous les z;,j = 1---k sont dans le noyau Z de @1, 'équation (*) se réduit a :

(*)1 Qr(x1---21) = QFr(z1---21) + Qi1 - - - 1)

On choisit donc @, (z; - - - ;) comme étant la projection de Q(x; - - - 1) sur le supplémentaire g’ de B dans
Z. Ceci permet de définir Fy(z1 ---2x) & un élément z de Z pres.

De plus si 21 = Q1y1 € B, ’équation maitresse [@, Q] = 0 s’écrit (toujours en négligeant les problémes
de signes) :
Qr(Q1y1.x2 - -x) + termes intermédiaires + Q1 Qx(y1-22---xx) = 0.

Les termes intermédiaires sont une somme de termes du type :

QJ(QZ());J;l<k

L’élément (Q1y; se trouve dans une parentheése intérieure ou dans la parentheése extérieure. Dans les deux
cas I’hypothese de départ sur () entraine ’annulation de ce terme. On a donc :

Qr(Quy1-m2 - - ) = —Q1Qp(y1-72 - - - k),

ce qui montre que Q,(Q1y1.z2 - --zx) = 0.

2). Soit z € S*(g[1]), avec k > 2. On dit que z est de type 5,0 < j < k, si x s’écrit z; ---z avec
T1,...,2; € W et jt1,...,2x € Z. Nous allons déterminer F(z) par récurrence (finie) sur le type de z, le
type 0 ayant été traité au 1). On remarque que @, (z) = 0 si le type de z est non nul.

L’équation [Q, Q] = 0 s’écrit :
Qr(Qi(z1---21)) + Q1Qk(z1---21) = 0,

les termes intermédiaires s’annulant pour la méme raison que dans le 1). On a donc :

(M) Q1Qk(z) + QrQ1(z) =0

pour tout z € S*(g[1]).

Soit 7 > 1. Supposons que Fp(x) soit déterminé pour tout = de type j < r — 2, et déterminé & un z € Z
pres pour tout z de type r — 1. Soit alors x de type . On veut déterminer Fi(z) & un élément 2’ € Z pres
et préciser Fi(y) pour tous les y de type r — 1.
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L’équation (*) appliquée a Q1 (x) s’écrit :
FrQ1(2) + QxQ1(2) = Q1F1Q: ()

le terme Q, Q1 (z) étant nul. En reportant (M) dans cette équation on a donc :

Q1FkQ1(z) + Q1Qk(z) = 0,
d’ou :
FrQ1(z) + Qi(z) € Z.
Comme FrQ1(x) est déterminé & un élément arbitraire de Z pres, on peut s’arranger pour que :

FrQ1(z) + Qr(z) = b(x)

ou b(x) appartient & B. L’équation (x) appliquée & x s’écrivant :

FrQ1(z) + Qr(z) = Q1Fk ()

le choix d’un b(x) nous permet de choisir Fy(z) & un élément 2z’ € Z pres. Le b(x) doit obéir & la contrainte
suivante : si Q1(x) = 0, alors b(z) = Qg(z). Supposons que x = Q1y ou y est de type r + 1. Alors, compte
tenu de (M) la contrainte sur b s’écrit :

b(z) = —Q1Qk(y)-

Ayant choisi un b(x) pour tout x de type r satisfaisant & la contrainte ci-dessus, on peut alors choisir Fy ()
a un élément 2’ € Z pres. Il reste donc simplement & démontrer le lemme ci-dessous :

Lemme V.3.
Soit x de type r > 1. Alors si Q12 = 0 il existe un y de typer + 1 tel que z = Q1y.

Démonstration. On considere ’application § : g — g de degré —1 définie par 6(z) = 0 pour z € g’ ® W, et
4(Q1z) = z pour tout x dans g. On a alors :

Q10 +0Q1 = 1d —p,
ou p est la projection sur g’ parallelement & g” (autrement dit ¢ est une homotopie entre les deux endomor-
phismes de complexes Id et p).
Le lemme V.3 est un corollaire du résultat suivant, di & Quillen [Q appendix B] :

Proposition V.4.
1). La dérivation @)1 de l’algébre symétrique S(g) vérifie :

7=0.

2). La cohomologie du complexe (S(g), Q1) est isomorphe & S(g'), et un supplémentaire de I'image de (),
dans le noyau de )1 est donné par S(g') ® 1 moyennant l'identification : S(g) = S(g") ® S(g").

Démonstration.

1). Comme Q; est impaire, @ = 3[Q1,Q1] est encore une dérivation de S(g). Comme Q% = 0 cette

lg
dérivation est nulle.

2). On a: Q1 (v'v") = v'Q1(v") pour v' € S(g') et v"" € S(g"). On est ramené au cas ou la cohomologie de
g est triviale. On prolonge alors I’lhomotopie § ci-dessus en une dérivation de S(g). On pose alors :

E =[Q1,0] = Q10 +6Q1.
FE est une dérivation telle que E|g = Id. On en déduit :
E(z) = kx

pour tout z € S*(g). Si maintenant z appartient & S*(g) et Qi = 0, alors Ex = Q16x = kx. Sik>1ona
donc :

La cohomologie de S(g) est donc réduite au corps de base, qui est S({0}).
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Fin de la démonstration du lemme V.3 : le complexe V' = S(g) admet & son tour une décomposition :
V=veVv"

avec V' = S(g') ® 1. L’image de Q1 dans S(g) est I'idéal engendré par B = ()1(g). On peut donc choisir
pour V" I'idéal engendré par g”. Le lemme provient alors du fait que tout élément de type r > 1 appartient
a cet idéal, sur lequel la cohomologie est triviale.

V.2. Démonstration du théoréme V.1

On se donne deux Lo-algebres (g, @1) et (g9, @2) et un quasi-isomorphisme F de (g,,@1) vers (g,, Q2)-
Appliquant la proposition V.2 & ces deux L.-algeébres on a le diagramme suivant, dans lequel toutes les
fleches sont des quasi-isomorphismes :

C(g'y) (T) Clg'y @g"1)—C(g)

P »C(ga) —C(g's @ g"2) —p»C(g'z).

On a ainsi construit un quasi-isomorphisme F' entre deux L,-algébres minimales. Son premier coefficient
, . . . ~ . . . .. . —1
1 : g1 — g5 étant inversible, F' lui-méme est inversible. L’ajout du quasi-isomorphisme F'~~ dans le

diagramme ci-dessus permet alors la construction d’un quasi-isomorphisme :
G :C(gy) — C(g1)

qui est un quasi-inverse pour F.

VI. La formalité de Kontsevich

Un L., morphisme entre Ty (Rd) et Dpoiy (Rd) qui soit aussi un quasi-isomorphisme c’est a dire un
isomorphisme en cohomologie est une formalité.

M. Kontsevich a proposé dans [K1] une formalité U explicite. Précisément, les applications U, sont donnés
par :

U= > wpBg

m20Teq, .

ou G, est 'ensemble des graphes orientés admissibles & n sommets aériens py,...,p, et m sommets terrestres
q1,..,gm : de chaque sommet aérien est issu ki,..., k, fleches aboutissant soit & un autre sommet aérien soit
a un sommet terrestre. On ordonne les sommets aériens et terrestres du graphe et on oriente le graphe en
ordonnant les fleches de fagon compatible avec cet ordre, les fleches issues du sommet p; ont les numéros
ki+..4+kji—1+1,., ki +..4+k;. On les note :

Star(p;) = {Djat, .., Djk,}  TUhit..th;—1+i = P

Si T est un graphe orienté, son poids wp est par définition l'intégrale sur ’espace de configuration

+ .
C{plv"'vpn}v{qlv"'vqm} de la forme :

L N _ a — pj
Wa = d<1>71 A A d<1>7h+___+kn ou @m = Arg (—a —p_j) .

(2m) 2= K kg 1. K

Enfin By est un opérateur m-différentiel, nul sur a;.....a, sauf si ; est un kj-tenseur, as un ka-tenseur,...,
ay un kp-tenseur, auquel cas, on a :

i149...1 Gy 4.k, 141tk 4. 4kp
Bi(at eoe0n) (1, f2r s fm) = 3 Dpyay ™™ Dy oy T ! Dy, fi---Dy,. fm

si D, est I'opérateur :
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D, = H az

LT=1d

et si la somme est étendue & tous les indices ; répétés. On notera aussi

u" = Zu(klﬁk%---,kn) = Zuk{l ..... n}*

Maintenant, si on change 'ordre des fleches issues d’un sommet p;, le produit wzBi ne change pas. On
prend la convention suivante : si I est un graphe orienté de facon non compatible, on pose :

By = ¢(0)Bg,

ou o est n’importe quelle permutation des fleches de r qui le transforme en un graphe ['v orienté de facon
compatible. Avec cette convention, on aura :

U, = wkBz,
Y. D wiBs

mZO fegl

ot G, ,,, est ensemble de tous les graphes orientés de facon compatible ou non et w{: est l'intégrale de la
forme :

. _ a—pj
w d<I’71 Ao A d@?k1+...+kn ou @m = Arg (a —p_j> .

Tt

1
(2m) 2k (3 k)

Nous allons vérifier dans la suite que nos choix de signes sont cohérents.

Théoréme VI.1 (M.Kontsevich).
L’application formelle U est une formalité. En particulier c’est un Ly,-morphisme.

Démonstration. Puisque Q1 = 0, ’équation de formalité s’écrit :

.....

i#j

Remarquons maintenant que pour que wg ne soit pas nul, il faut que le degré de la forme wg soit égal a la

dimension de I’espace de configuration Cal o bidary.am} SU lequel on integre, c’est a dire :

Zk‘i=2n—|—m—2.

Dans ce cas,

Donc notre équation devient :
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----- mleq, . ny)op— (_1)21“71/1, o Ur,
1
@+3 Y e, D=1, (ar) o Uy, (an)+

e, ny)+

(3)+% > eall, D=1y, () o U, (or)—

I,J#0
1 .. —~, ~ —~
=5 2 falid oo 1) e B ) (@58 @)L BB stn) =
i£j
1 . —~ e o~
5)_5ZEO‘(Z’J’1’""Z’J7m’n)u((kri-kj*1);---;’3,...,’;},...,kn) ((=1)%% () @ Q) eree@inrslyennnet)
i#j

Montrons que (2) = (3). En fait :

ea(I,J) = eq(J,I)(—1)F:llks]

car le nombre de ¢ de I tel que k; — 2 soit impair est congru modulo a 2 & |k;| = >~ k;. Donc :

B =5 > el DML, () o U, (ar)

uJ={1,...,n}
I,J#0

en changeant les roles de I et .J :

3) = % Z (I, J)(=1)Fo 10k I=020 (ar) o Up, (@s) = (2).

TuJs={1,...,n}
I,J#0

De méme (5) = (4) :

1 . —~ ~ o~
= _5ZEO‘(Z’J’1’""7’"7’""n)u((k,-+k]-71),k1,...,Ia,...,lg;,...,kn) ((aioaj).al ..... Qja.ns Qjennns ap)
i#£]
1 » —~ " ~
73 > _calisis1, i, '"7n)(_l)klk]u((kri-kj—1)71621,...,’;;,...,’;;7...,kn) (i & @)-0n0rreBie-oneleenen)
i#£]
1 . —~ s — ~
D Zsa(m, L, g, ""n)u((ki+kj—1),k1,...,l?j,- Kryeenskn) (D)%% (@ i) o1 e@ e Gonnnety)
i#]

= (5).

Posons enfin p = Uy. Alors (1) s’écrit :

(1) = (=1)kany=1)0 Upr oy (g1, ny) oUp + (— 1) Dlka,nylgy Uiy oy (kg 0y) -

----------

Comme ¢4 ({1, ...,n},0) = €4(0,{1,...,n}) = 1, Péquation de formalité devient :

Z Ea(IaJ)( )(lkl‘ l)lk‘]‘uk (OL[ ouk,] OéJ Zsa i .75 (N -aaa"'an)
IuJ={1,...,n} i#]

U ~ o~ Q; ® 07 ) el ennne QjereeeQienney) = 0.
((ki+kj—1>,k1,...,ki,...,kj,...,kn)((@ i)-0a g J n)

Si on remplace les Ur(ar) par les ) w%B’f(a 1) et qu’on développe tout, on obtient une somme d’opérateurs
multi-différentiels de la forme :



ou I'” est un graphe a n sommets aériens, m sommets terrestres ayant 2n + m — 3 fleches. Si on se donne I
orienté et une face F' de codimension 1 de 80;;1 opn¥{d1sam ) OO associe & ce couple (I'", F) au plus un
terme de I’équation de formalité. Plus précisément :

Cas 1: si

F= a{pil,..

+
“Piny }3{‘11+1""*‘1'+m1}C{Ph---ypn};{rh,---,qm}

+ X C+
Dit - sPing F{di415-Qi4mq } {p1,- P I\ {Pi1 5o Piny {100,601 4mq 41550 1

que l'on notera :
+ o+ +
95,5Ch g =Cg 9 X Ch\s B\sufqe}

on associe au couple (I, F) 'unique terme :

Blf,’F(Otl,..,Otn)(fl,...,fm) = 6%2 (Oéjl ..... OLjnZ) (fl,...,fl,B%l (Ot,'l ..... ainl) (fl+17---7fl+m1) 7fl+m1+1;---fm)
ot T} est la restriction & {p;,, .., Pin, YU{@i41, -, @+m, } (avec son ordre), I'; est le graphe obtenu en collapsant
les points piy -y Pi,, €6 Qiyisees Qiym, €0 g, on a posé {1,....n} \ {i1,...yin, } = {j1 < J2 < ... <Jinp}- On
note g, le coefficient de cet opérateur.

Remarquons que ’application (1:‘” ,F) — (fl, fg) est dans ce cas surjective mais pas injective. Si on se donne
le couple (fl, fg), la face F est bien déterminée mais I n’est pas unique : il y a d’abord la répartition des
floches allant d’un sommet de I's vers un sommet de I'y (application de la régle de Leibniz) chaque répartition
correspond a un graphe I'y différent. Si cette répartition est donnée, il faut encore fixer l'ordre des fleches
de I'". Le nombre de choix est bien siir le quotient du nombre d’orientations possibles pour IV par celui des
orientations possibles de I'; et I's :

(i + -t K )t (kjy + o Ky )U (a1 !
(2 Ki)! kg1, ny ]!

Nombre d’orientations de I'! =

Cas 2: si

F= 6{pi7p]'}c{th,.. = Clpi p;} X c’

pn}i{a,am} {PP1ssPireesPisesPn {015 Gm }

que 'on notera :

6SCX,B =Cs x CX\SI_I{p}, B

A (T, F), si la fleche Pip; est une des fleches de I, on associe I'unique terme :

B{;‘,,F(al, s @) (f1y ey fm) = B, (@i @ @) e@1eece@iencc@e.tiy)

ot 'y est le graphe obtenu en collapsant les sommets p; et p; du graphe I sur le point p et en éliminant
la fleche p;p;. Si cette fleche n’existe pas dans IV, on associe 'opérateur nul & (f’,F). On note i le
coefficient de cet opérateur.

Dans ce cas, on considérera lapplication (I, F) — (T'1,T5) ot T’y est le graphe tracé dans Clpi,p;} & une
seule fleche : la fleche m . A part le cas 0, I'image réciproque d’un couple (fl, fg) contient exactement :

((k,-+kj —1)+k1+...+l?,-+...+l~?j+...+kn)! (krmyl = 1)1

Nombre d’orientations de IV = =
(> k) kg1,...np !
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Cas 3 : si

F=05Ck 5 =Cs x Clisum. 5

avec |S| > 3, dans ce cas aucun terme de 1’équation de formalité n’est associé a (I, F'). On pose donc
¢ p = 0.

Pour chaque I , on définit sur CE) la forme :

1seePn {1y s@m }

1
= d<1>71 Ao Ndd

!
W= .
I ki+-..+kn

} : 2 : ] /
0= /;(/Jf:, Bfl (a1 ..... Oén)
= F

fea, . |Feact ,

- > |/, @
[/CT s

frea, .

B%:, (041 ..... Oén) .

Le résultat est donc une simple conséquence du théoréme de Stokes sur la variété a coins C} 5 et pour les
)
formes fermées wg,.

Comparons donc terme par terme chaque coefficient cg, 5 et Iintégrale sur la face orientée F' de la forme
b

!
W, -

Cas 1 : Avec nos notations, le coefficient ¢, - est :

! |
et p =all; 1) (=1) (ko= kel BRI i, )

B,y !
/ wh / wk .
T N

Cla ICNs msuir
(Le signe (—1)"™1=1) provient du développement de I’opération o). On rappelle que S’ est le segment
Qi+1,--->i+m, €t que g remplace S' dans B\ S’ U {¢}. D’autre part, on a pour la forme

|krl!ks ]!
wr, = ea(I, J) ——"rwhk Awg

\kgr oyl Tt T

et la face F' (en tenant compte de son orientation) :

kr|lks|!
/_‘w{:‘, = eq(I, J)(—1)imititm 7|ch| Ll ' W
F | {1,...,n}|- C?—P,’l ----- Piny Yilag1 9 4m 3

W= .
ct I
A\ S, B\S'u{q}

Rappelons que |kr| = 2n1 +mq — 2, |ky| = 2(n —n1) + (m —my + 1) — 2, le signe devant l'intégrale est donc :

ea(I, J)(=1)mtttm — ¢ (], I)(=1)krlksl(_q)lmatmi+l
=eq(J, ])(_1)|kr||1w|(_1)1m1+l(_1)|k1|_

Donc :



Cas 2 : Avec nos notations, le coefficient cg,  est nul si I ne contient pas la fleche pip} et sinon :

. —~ ([kg1,...ny| = 1!
Cfr p = —ea(t, 4,1, .11, 7, ,n)ﬁ
{1,...,n}|*

! !
W= / Wz -

T T
/cs tJota\su{p}, B

(|k{1,,n}| - I)Tw/_‘
kg1, my|!

D’autre part, on a pour la forme

1 .. T
Wi, = €a(ly 4, 1,y Jy ey )

et la face F (en tenant compte de son orientation) :

—~ k ] = 1
/wf, = —ea(i,j,1,...,i,j7___7n)(| {1,....n} / / |
g |k{1 ,ﬂ}| ct 2

A\Su{p}, B

avec S = {p;,p;}. On a donc pour tout ["et F:

Cas 3 : Il n’y a pas de termes dans notre équation de formalité dans ce cas, ou cg, = 0. Mais dans ce cas,
on a le lemme suivant de Kontsevich [K1 § 6.6.1], [Kh] :

si |S| > 3. On a donc de nouveau :

Et ceci finit la preuve de la validité de I’équation de formalité.

Appendice. Formalité et quantification par déformation

Nous expliquons dans ce paragraphe pourquoi la formalité de Kontsevich permet d’obtenir un étoile-
produit & partir d’un 2-tenseur de Poisson. On considére une (limite projective d’) algebre(s) nilpotente(s)
de dimension finie m. Par exemple :

m = RR{[R]] = lim AR{[A]]/A*R{[A].

A.1.1 Construction d’étoile-produits

On se donne une L..-algebre (g, Q) sur un corps k de caractéristique zéro, que l'on voit comme une
@-variété formelle graduée pointée. Un m-point de la variété formelle g est par définition un morphisme de
cogebres :

p:m* — C(g).
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Le produit tensoriel (complété dans le cas d’une limite projective) C(g)®m, muni de la comultiplication de
C(g) étendue par m-linéarité, admet une structure de cogebre (sans co-unité) sur m. On peut alors voir un
m-point comme un élément non nul de type groupe de cette cogebre, c’est-a-dire un élément p € C (g)@)m
vérifiant : Ap = p® p.

Proposition A.1.
Les m-points de la variété formelle g sont donnés par :

2

(Y
pv:ev—1:U+7+"'

oit v est un élément pair de g[1]&m

Démonstration. La série a bien un sens dans C (g)@m. Si p est un m-point, p est forcément pair, et on voit

que la série :
2

szog(1+p)=p—%+---

a un sens dans C(g)®m et définit un élément primitif (et pair), c’est-a-dire que l'on a : Av = 0. Pour
démontrer ce point on rajoute formellement la co-unité en considérant la cogeébre :

Co = (k.1®m) @ C(g)dm.
Un élément de type groupe de cette cogebre s’écrit toujours :
g=1+p

ou p est de type groupe dans la cogebre sans co-unité C (g)@m. Il s’agit alors de montrer que le logarithme
v d’un tel élément est primitif, c¢’est-a-dire que ’on a dans Cp, :

Av=vQ1+1Qw
Pour cela on remarque que la cogebre Cy, est en fait une bigebre. Le calcul formel suivant a alors un sens :

ALogg = Log(Ag)
= Log(g ® g)
=Log((g®1)(1®g))
=Log(g® 1) + Log(1l ® g)
=Logg®1+1®Logg

Donc, forcément v appartient & g®m, et il est clair que p = p,.

[ ]
Le champ de vecteurs @ s’étend de maniére naturelle & C(g)®m. Supposons que @ s’annule au point p, :

Qe =1)=0

On traduit ceci par le fait que v vérifie ’équation de Maurer-Cartan généralisée :

(MCG) Q1(v) + %QZ.(U.U) +...=0.

Si g est une algebre de Lie différentielle graduée, ca se réduit & I’équation de Maurer-Cartan :
dv — %[U,U] =0.
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(En effet v est pair dans g[1] ® m, donc impair dans g ® m). Si maintenant F est un Lo-morphisme entre
(g1, Q) et (g2,Q"), et siv € g @ m est tel que Q(p,) =0, il est clair que :

Q' (F(pv) = F(Qpy) =0.

Or F(p,) = e¥ — 1 avec w € g,®&m d’apres la proposition A.1, puisque F(p,) est de type groupe. Il est clair
que w est la projection canonique de F(p,) sur g,&m, soit :

w= Z %fn(v").

n>1

En résumé, si v € g, ®m vérifie (MCG), alors 1’élément w € g,®m donné par I’égalité ci-dessus vérifie (MCG).
Dans le cas ou les deux L,-algebres sont les algebres de Lie différentielles graduées des multichamps de
vecteurs et des opérateurs polydifférentiels, tout 2-tenseur de Poisson formel :

v =Ry + Ry 4 -

donne naissance grace & ce processus a un opérateur bidifférentiel formel w tel que p+w soit un étoile-produit,
p désignant la multiplication usuelle de deux fonctions.

A.2. Equivalence des foncteurs de déformation

On suppose toujours le corps de base k de caractéristique zéro. Soit g une algebre de Lie différentielle
graduée. Rappelons [K1 § 3.2] que le foncteur de déformation Def, associe & toute algébre commutative
nilpotente de dimension finie m ’ensemble des classes de solutions de degré 1 de l’équation de Maurer-
Cartan dans g ® m modulo I’action du groupe de jauge, c’est-a-dire le groupe nilpotent G, = exp(g® ® m),
dont I’action (par des transformations affines de I’espace g! ® m) est donnée infinitésimalement par :

a.y =da+[a,7]

pour tout o € g° ® m et pour tout v € g' ® m. Ce foncteur s’étend naturellement aux limites projectives
d’algebres commutatives nilpotentes de dimension finie : Defy(m) est dans ce cas défini comme ’ensemble
des classes de solutions de degré 1 de I’équation de Maurer-Cartan dans le produit tensoriel complété g&m
modulo laction du groupe pro-nilpotent Gy, = exp(g®Qm).

L’équivalence de jauge peut aussi se définir pour une L..-algebre quelconque (g, Q) : deux solutions
de I’équation de Maurer-Cartan généralisée vo et 7; dans g! ® m sont équivalentes s’il existe une famille
polynomiale £(t)iecr de champs de vecteurs de degré —1 et une famille polynomiale v(t)cr de solutions de
I'équation de Maurer-Cartan généralisée dans g' @ m telles que :

D _ @.e01 () .
7(0) =0, (1) =m.

On vérifie facilement que cette relation est une relation d’équivalence, ce qui permet de définir le foncteur de
déformation Def; comme la correspondance qui & toute algebre commutative nilpotente de dimension finie
m associe ’ensmble Defy(m) des classes de solutions de degré 1 de I’équation de Maurer-Cartan généralisée
dans g ® m modulo I’équivalence de jauge.

Proposition A.2.1 (cf. [K1 § 4.5.2]).
1). Dans le cas d’une algébre de Lie différentielle graduée les deux notions d’équivalence de jauge (et donc
de foncteur de déformation) coincident.

2). Soient g, et g, deux algébres de Lie différentielles graduées. Alors le foncteur Defy a4, est naturellement
équivalent au produit des foncteurs Defy, X Defy, .

3). Le foncteur de déformation est trivial pour une L,-algébre linéaire contractile.
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Démonstration. Les points 2) et 3) sont faciles & établir. Pour établir le premier point précisons d’abord
la notion de champ de vecteurs : un champ de vecteurs sur une variété formelle graduée pointée g[l] ® m
est donné par une codérivation A de la cogebre C(g) ® m. Sa valeur en un point v de la variété formelle est
donnée par la projection sur g ® m de A(e” — 1), que ’on notera A(7y). Cette notation, bien que cohérente
du point de vue géométrique, est un peu ambigiie, car A(7y) ne coincide en général pas avec la valeur de la
codérivation A prise en y vu comme un élément de la cogebre C(g) ® m.

Revenons aux notations du début du § A.2. On remarque que l’action de @ € g° ® m sur g! ® m est
donnée par le champ de vecteurs :

D, = [Q,Ra],

ou R, est le champ de vecteurs constant égal & a. Ce champ de vecteurs est bien de degré —1. L’équivalence
de jauge au sens des algebres de Lie différentielles graduées 71 = (exp a).7o entraine donc ’équivalence de
jauge au sens des L..-algebres, avec £(t) = R, pour tout ¢ et v(t) = (expta).vo.

Supposons maintenant que 7y et ; sont équivalents au sens des Ly-algébres. Soient £(t) et v(t) les
familles polynomiales de champs de vecteurs de degré —1 et de solutions de I’équation de Maurer-Cartan
généralisée respectivement, telles que 1’équation (**) soit vérifiée. Le champ de vecteurs de degré zéro
[Q, £(t)] s’écrit explicitement en tout m-point v € g! @ m :

[Q,E(®)](7) = de®) (7) + [E()(7),]-

On effectue ce calcul en appliquant la codérivation [@, £(t)] & ’élément de type groupe €” — 1. Compte tenu
de I’équation (**) on voit que le vecteur tangent d";—gt) au point y(t) est donné par un champ de vecteurs

provenant de l’action d’un élément de I’algebre de Lie g° @ m.

Montrons par récurrence sur le degré d de ; (en tant que polyndme) qu’il existe un entier r (dépendant
de d) tel que pour tout t € k il existe g = exp(tDy + --- +t"D;) € G tel que vy = g170 : sid =0on a
Y+ = 7o et la constante g; = Id convient. Supposons donc que la propriété soit vraie au rang d— 1. Supposons
que 7y soit un polynéme de degré d, que I’on peut écrire :

Ve =+t

Grace a 'hypothese de récurrence on peut écrire :

_ t%vaz
v =¢€" Ty
d r
— et ’ydetD1+ “+t DT’YO-

Le terme -4 appartient & I’algebre de Lie g° @ m. La série de Campbell-Hausdorff ne comprend qu’un nombre
fini de termes dans le cas d’un groupe nilpotent, ce qui permet de conclure. Le passage aux limites projectives
d’algebres commutatives nilpotentes de dimension finie se fait sans difficulté.

Compte tenu de la proposition V.2, la proposition A.2.1 entraine le résultat suivant :

Théoréme A.2.2.
Soient g, et g, deux L,-algébres quasi-isomorphes. Alors les foncteurs de déformation de g, et de g, sont
isomorphes.

En particulier les classes d’équivalence de jauge de 2-tenseurs de Poisson formels sur une variété sont en
bijection avec les classes d’équivalence de jauge d’étoile-produits.
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