Une remarque sur I’exponentielle étoile
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Nous démontrons sur toute variété de Poisson M munie d’un étoile-produit bi-différen-
tiel la convergence C'*° pour toute fonction f € C°°(M) de la série exponentielle-étoile

définie par :
f f*k:
e’ = Z Ll

k>0

Soit M une variété de Poisson munie d’un étoile-produit bidifférentiel *. On munit
C>(M)[[R]] de la topologie de la convergence C* de chaque coefficient (pas forcément
uniformément). La topologie C*° est la topologie de la convergence de toutes les dérivées
sur tout compact. Elle est définie par la famille croissante de semi-normes :

11l = supjg <y SuPsex | D f(2)]

o K est un compact et 8 un multi-indice, et fait de C°°(M) un espace de Fréchet. Le
théoreme suivant nous permet de définir I’exponentielle-étoile dans C*°(M)[[R]] :

Theoréme 1.1.

Pour tout f € C>°(M) la série :
*k

' =2 T

k>0

converge dans C*°(M)[[h]] au sens de la topologie ci-dessus. De plus on a :

erf = el + O(?)



Démonstration. On écrit :

fxg=) WCrf9)
et on suppose que C,. est un opérateur bi-différentiel de bi-ordre (a(r),a(r)). On pose :

w(r) = sup,<, a(s)

On écrit formellement :

: Tos(f),
of = Y3 Tkl

k>0 7>0
ot T, ;(f) désigne le coefficient de A" dans f**. 1l s’agit donc de montrer la convergence

C° de la série : o(f)
T.(H =>4

k>0

La méthode consiste & donner des estimations pour les semi-normes ||, x(f)||~x : on
part des estimations pour les opérateurs bi-différentiels C.:

ICs(f, 9)lIv, & < As N K| fllN+a(s), 5|9 N+a(s), &

On note B, n k le sup. des meilleures constantes Ay n x possibles pour s < r. Grace a la
formule de récurrence :

Tr,k(f) = Z Cr—s(Ts,k—1f7 f)
s=0

on démontre le résultat suivant :

Proposition 1.2.
Pour tout k> 2 on a :

1T (Dlivg < (r+ P2 B el Ny &

Démonstration. La formule est vraie pour k = 2 car T, 2(f) = C,(f, f). Supposons cette
formule vraie au rang k. Alors on a d’apres la formule de récurrence :

||Tr,k:+1(f)||N,K < ZAs,N,K”TS,k(f)||N+w('r—s),K||f||N+w(r—s),K
s=0

d’otu le résultat au rang k + 1.

[ ]
La proposition 1.2 entraine immédiatement la convergence de la série définissant ’exponen-
tielle étoile. L’égalité de e* et de ef & O(R?) vient du fait que le terme d’ordre 1 est
manifestement nul. Le théoreme 1.1. est donc démontré.



[Ar]

Remarque 1 : on a plutot 'habitude, pour des raisons physiques, de définir I’exponentielle
étoile [BFFLS]| par la série :

Exp(tf) =) t*(=ih)~* f**

k>0

L’inconvénient de cette formule est qu’on ne peut lui donner un sens que pour des étoile-
produits convergents, c’est a dire pour lesquels on peut remplacer I'indéterminée A par une
valeur particuliére [Ar]. Mais on peut alors, dans le cas d’une variété symplectique, “faire
de la théorie spectrale sans opérateurs”, en définissant le spectre de f comme le support
de la transformée de Fourier de la fonction ¢ — Exp(tf).

Remarque 2 : tout récemment Maxim Kontsevich [K] a montré que toute variété de Poisson
admettait un étoile-produit bidifférentiel, et a exhibé une formule explicite dans le cas de
RN,
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