PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
RAPPELS DE TOPOLOGIE

SIMON RICHE

1. PROGRAMME (SESSION 2024)

1.1. Topologie et espaces métriques. (a) Topologie d’un espace métrique. To-
pologie induite. Produit fini d’espaces métriques.

(b) Suites. Valeurs d’adhérence. Limites. Applications continues. Homéomor-
phismes.

(¢) Compacité. Equivalence des définitions en termes de valeurs d’adhérence
(Bolzano—Weierstrass) ou de recouvrements ouverts (Borel-Lebesgue). Connexité.
Composantes connexes. Connexité par arcs.

(d) Applications lipschitziennes, applications uniformément continues. Théoréme
de Heine.

(e) Espaces métriques complets. Théoréme du point fixe pour les applications
contractantes.

1.2. Espaces vectoriels normés sur R ou C. (a) Topologie d'un espace vectoriel
normé. Normes équivalentes. Cas des espaces de dimension finie. Normes || - ||, sur
R" et C". Espaces de Banach. Séries absolument convergentes dans un espace de
Banach.

(b) Applications linéaires continues, norme d’une application linéaire continue.

(¢) Norme de la convergence uniforme. Espace des fonctions continues bornées
sur un espace métrique, a valeurs dans un espace de Banach.

(d) Etude de la compacité de parties d’un espace vectoriel normé : théoreme de
Riesz, théoreme d’Ascoli.

1.3. Espaces de Hilbert. (a) Espaces préhilbertiens.

(b) Projection sur un convexe fermé. Projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel fermé.

(b) Dual d’un espace de Hilbert, théoréeme de représentation de Riesz. Cas des
espaces /2 et L?. Bases hilbertiennes (dans le cas séparable). Exemples de bases de
polynoémes trigonométriques et de polynémes orthogonaux.

2. TOPOLOGIE ET ESPACES METRIQUES
2.1. Espaces métriques.

Définition 2.1.1 (Espace métrique). Un espace métrique est un couple (E,d) ou E
est un ensemble et d une distance sur F, c’est-a-dire une application £ x £ — Rx>q
telle que :

(1) d(x,y) =0 si et seulement si x = y;
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(2) pour tous z,y € E, d(x,y) = d(y, ) ;
(3) pour tous z,y,z € F, d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Exemple 2.1.2. (1) E ensemble quelconque, muni de la distance d définie par

d(z,y) = 0 sixz=uy;
W= 1 six#y.

Un tel espace métrique est appelé espace métrique discret.
(2) E =R, muni de la distance définie par d(z,y) = |z — y|.
Si (F,d) est un espace métrique et A C E est une partie de E, pour z € E on
note
d(z, A) = inf e ad(z, a).
On appelle cette quantité la distance de x a A.

Définition 2.1.3 (Boules). Fixons un espace métrique (E, d). Etant donnés = € E
et 7 € Ry, la boule ouverte de centre x et de rayon r est

Bo(z,7) ={y € F | d(z,y) <r}.
De méme, la boule fermée de centre = et de rayon r est
Be(z,r) ={y € E | d(z,y) <r}.

Définition 2.1.4 (Ouverts, fermés). Une partie X de FE est dite ouverte si X = &
ou si pour tout z € X, il existe r > 0 tel que Bo(z,r) C X.
Une partie X de E est dite fermée si E \ X est ouverte.

Exemple 2.1.5. Pour tout € E et r > 0, Bo(x,r) est un ouvert de E et B¢(z,r)
est un fermé de E.

Remarque 2.1.6. L’ensemble des parties ouvertes de F est appelé la topologie de
E.

Exercice 2.1.7. Si E est un espace métrique discret, déterminer les parties ou-
vertes et les parties fermées de F.

Proposition 2.1.8. (1) Une réunion de parties ouvertes est ouverte. Une inter-
section finie de parties ouvertes est ouverte.
(2) Une intersection de parties fermées est fermée. Une réunion finie de parties
fermées est fermée.
Définition 2.1.9 (Adhérence, intérieur). Soit A une partie de E.

(1) L’adhérence A de A est lintersection de toutes les parties fermées de E
contenant A. C’est “le plus petit fermé de E contenant A” au sens ou c’est
un fermé contenant A et contenu dans tout fermé contenant A.

(2) A est dite dense si A =E.

(3) Lintérieur A de A est la réunion de toutes les parties ouvertes de F contenues
dans A. C’est “le plus grand ouvert contenu dans A” au sens ou ¢’est un ouvert
contenu dans A et contenant tous les ouverts contenus dans A.

Si (E,d) est un espace métrique et A C E une partie de F, alors la restriction
de d & A x A définit une distance d4 sur A, faisant de (A, d ) un espace métrique.
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Proposition 2.1.10. Soit (E,d) un espace métrique, et A C F une partie de E.

(1) Les parties ouvertes de l'espace métrique (A, d4) sont les sous-ensembles de
la forme U N A avec U C E ouvert de (E,d).

(2) Les parties fermées de 'espace métrique (A, d,) sont les sous-ensembles de
la forme F' N A avec F C E fermé de (E, d).

Lemme 2.1.11. Si (Ey,dy),..., (E,,d,) sont des espace métriques, alors on définit
une distance sur ’ensemble Fy X --- X E, en posant

d((z1,- -, Zn), (Y15 -, yn)) = max{d;(x;,y;) 11 € {1,...,n}}.

Définition 2.1.12 (Produit d’espace métriques). L’ensemble E; X - -+ x E,,, muni
de la distance du Lemme 2.1.11, est appelé 'espace produit des (E;, d;).

2.2. Suites. On fixe un espace métrique (F,d).

Définition 2.2.1 (Suite convergente). Soient (z,)n>0 une suite d’éléments de E
et © € E. On dit que (x,,)n,>0 converge vers z, et on note

lim z,=2 ou =z, —— =
n—-+oo n—-+oo

si d(zy, ) —+> 0, c’est-a-dire si pour tout € > 0 il existe N € Z>( tel que pour
n—-+0oo -

tout n > N on a d(x,,z) < e. La suite (x,)n,>0 est dite convergente s’il existe
x € E tel que (x,)n>0 converge vers x ; dans ce cas = est appelé la limite de la suite
(@n)n>0- (Cette limite est unique si elle existe.)

Proposition 2.2.2 (Caractérisation séquentielle de ’adhérence). Soit A une partie
de E, et soit z € E. Alors z € A si et seulement si il existe une suite (z,,)n>0 de
points de A qui converge vers x. En particulier, A est fermée si et seulement si pour
toute suite (z,)n>0 d’éléments de A qui est convergente (dans lespace métrique
(E,d)) la limite de (z,,)n>0 appartient & A.

Exercice 2.2.3. Si A est une partie de E/, montrer que

A={re E|dx,A) =0} et A={zeE|dxE~A)>0}.

Définition 2.2.4 (Valeur d’adhérence). Soit (x,,),>0 une suite de (E,d). On dit
qu’'un point a € E est une valeur d’adhérence de (x,,)n>0 si pour tout € > 0 et pour
tout p € Z>o, il existe n > p tel que d(zn,a) < €.

Si (zp)n>0 est une suite de (E,d), on appelle sous-suite (ou suite extraite) de
(Tn)n>0 une suite de la forme (y,)n>0 Ol Yn = Ty, (,) pour une application stricte-
ment croissante ¢ : Z>q — Z>o.

Proposition 2.2.5. Soit (z,),>0 une suite de (E,d), et soit a € E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) a est une valeur d’adhérence de (z,,)n>0;

(2) il existe une sous-suite de (z,)n>0 convergeant vers a;

(3) a appartient a () 5o {zn : 7 > p}.

En particulier, ’ensemble des valeurs d’adhérence de (zy)n>0 est fermé.
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2.3. Continuité.

Définition 2.3.1 (Continuité). Soient (F,d) et (E’,d’) des espaces métriques, soit
f : E — E’ une application, et soit a € F. On dit que [ est continue en a si
pour tout £ > 0, il existe > 0 tel que pour tout = € F tel que d(z,a) < a on a

d'(f(z), fla)) <e.

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de F.

Exercice 2.3.2. Donner des exemples d’applications continues et non continues
de R dans R (en justifiant).

Proposition 2.3.3. Soient (E,d) et (E’,d') des espaces métriques, et f : E — E’
une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue;

(2) pour tout ouvert U C E’, f~1(U) est ouvert dans F;

(3) pour tout fermé F C E', f~1(F) est fermé dans E.

Référence : [Po, Thm. 2.8.4].

Proposition 2.3.4 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soient (F,d)
et (E’,d") des espaces métriques, soit f : E — E’ une application, et soit a € E.
L’application f est continue en a si et seulement si pour toute suite (z,,)n>0 de E
convergeant vers a, la suite (f(z,))n>0 converge vers f(a).
Définition 2.3.5. Soient (E,d) et (E’, d’) des espaces métriques, et soit f : E — E’
une application. On dit que f est un homéomorphisme si

e f est continue;

e f est bijective;

e f71: E' — FE est continue.
Remarque 2.3.6. Deux espaces métriques homéomorphes “ont la méme topolo-
gie” au sens ou si une propriété peut s’exprimer uniquement uniquement en termes

d’ouverts ou de fermés (par exemple, la compacité ou la connexité), alors un espace
a cette propriété si et seulement si I'autre I’a.

Exercice 2.3.7. (1) Donner un exemple d’application continue bijective entre
deux espaces métriques qui n’est pas un homéomorphisme.

(2) Montrer que, si (E,d) est un espace métrique, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(
(
(c) pour tout z € E, {z} est ouvert dans E;

(d) pour tout z € E, il existe r > 0 tel que {z} = Bo(z,r).

a) E est homéomorphe & un espace métrique discret ;
b) tout sous-ensemble A C E est ouvert;
¢

2.4. Compacité.

Définition 2.4.1 (Précompacité). Un espace métrique (E,d) est dit précompact
si pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de
rayon €.

Exercice 2.4.2. Montrer qu’'un espace métrique (E, d) est précompact si et seule-
ment si pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini de E par des boules fermées
de rayon e. En déduire que si (F,d) est un espace métrique et si X C E est une
partie de E qui est précompacte, alors X est également précompacte.
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Définition 2.4.3 (Compacité). Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (F,d)
est compact s’il vérifie une des conditions équivalentes suivantes :

(1) si (Us : i € I) est une famille d’ouverts de E telle que £ = | J;o; U;, alors il
existe un sous-ensemble fini J C I tel que E = J;c; Us;
(2) si (F; :i € I) est une famille de fermés de E telle que @ = [,.; Fj, alors il

existe un sous-ensemble fini J C I tel que @ =, ; Fi.
Remarque 2.4.4. Un espace topologique compact est précompact.

Théoréme 2.4.5 (Théoreme de Bolzano—Weierstrass, ou de Borel-Lebesgue). Un
espace métrique (E,d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de E
admet une valeur d’adhérence.

Référence : [G2, Chap. 1, §3.2, Thm. 1].

Exemple 2.4.6. Pour tous réels a < b, 'intervalle [a,b] muni de la distance
d(z,y) = |z — y| est compact.

Référence : voir [Po, Thm. 4.1.3] pour une preuve en termes de la propriété de
Borel-Lebesgue. Pour une preuve en termes de la propriété de Bolzano—Weierstrass,
on peut procéder par dichotomie, en utilisant le fait qu’étant donnée une suite
(Zn)n>0 de [a, b], 'un au moins des intervalles [a, “F2] et [“£2, b] contient une infinité

2

de termes de la suite.

Proposition 2.4.7. (1) Si(Ey,dy),...,(E,,d,) sont des espaces métriques, I'es-
pace E1 X - -+ X E,, (muni de la distance produit) est compact si et seulement
si chaque (E;, d;) est compact.

(2) Si (F,d) est un espace métrique compact et F' C E une partie fermée, alors
F (muni de la distance induite) est compact.

(3) Si (E,d) est un espace métrique et F' C E une partie qui est compacte (pour
la distance induite) alors F' est fermée et bornée (c’est-a-dire contenue dans
une boule).

Corollaire 2.4.8. Les parties compactes de R (pour la distance d(z,y) = |z — y|)
sont les parties fermées bornées.

Référence : [Po, Cor. 4.2.6].

Proposition 2.4.9 (Continuité et compacité). (1) Soient (E,d) et (E’,d’) des
espaces métriques, et soit f : E — E’ une application continue. Pour toute
partie compacte A C E, f(A) C E’ est compacte.

(2) Soient (E,d) et (E’,d’) des espaces métriques, et soit f : E — E’ une appli-
cation continue et bijective. Si (F,d) est compact alors f est un homéomor-
phisme.

(3) Soient (E,d) un espace compact et f : E — R une application continue.
Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Référence : [Po, Thm. 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3].
2.5. Connexité.

Définition 2.5.1 (Connexité). Un espace métrique (E, d) est dit conneze s’il vérifie
une des propriétés équivalentes suivantes :



6 SIMON RICHE

(1) il n’existe pas d’ouverts U,V C E disjoints et non vides tels que E =U UV ;
(2) il n’existe pas de fermés F, G C E disjoints et non vides tels que E = FUG;
(3) les seules parties ouvertes et fermées de E sont @ et E;
(4) toute application continue f : E — {0,1} est constante.

Référence : pour l'équivalence entre ces propriétés, voir [G2, Chap. 1, §4.1,
Prop. 1].

Proposition 2.5.2. (1) Soient (E,d) et (E’,d') des espaces métriques et f :
E — E' une application continue. Si F est connexe, alors f(E) est connexe.

(2) Si(Ey,dy),...,(Fn,dy,) sont des espaces métriques, alors Fy X - - - x E,, (muni
de la distance produit) est connexe si et seulement si chaque (FE;,d;) est
connexe.

Référence : [G2, Chap. 1, §4.2, Thm. 1 et Prop. 7].
Proposition 2.5.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Référence : [G2, Chap. 1, §4.2, Thm. 2]. Notons qu'une conséquence immédiate
de cette proposition et de la Proposition 2.5.2 est le Théoreme des Valeurs In-
termédiaires : pour tout intervalle I C R et toute application continue f : I — R,
f(I) est un intervalle.

Définition 2.5.4 (Composantes connexes). Soit (E,d) un espace métrique. On
définit une relation d’équivalence ~ sur E en posant que xz ~ y si et seulement
si il existe une partie connexe de E contenant x et y. Les classes d’équivalence
pour cette relation sont appelées les composantes connezes de E. Elles forment une
partition de E.

Proposition 2.5.5. Chaque composante connexe de E est fermée et connexe. Si
E n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, celles-ci sont ouvertes.

Remarque 2.5.6. Les composantes connexes ne sont pas toujours ouvertes. Pour
un exemple, voir par exemple [Sk, p. 90].

Définition 2.5.7 (Connexité par arcs). Soit (E,d) un espace métrique. On dit que
(E,d) est connexe par arcs si pour tous a,b € FE il existe une application continue
v :[0,1] — E telle que y(0) = a et (1) = b.

Proposition 2.5.8. Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.
Référence : [G2, Chap. 1, §4.3, Thm. 4].
2.6. Formes fortes de continuité.

Définition 2.6.1 (Uniforme continuité). Soient (E,d) et (E’,d’) des espaces mé-
triques, et f : E — E’ une application. On dit que f est uniformément continue si
pour tout ¢ > 0 il existe o > 0 tel que pour tous z,y € E tels que d(x,y) < o on a

d(f(z), f(y)) <e.

Remarque 2.6.2. L’uniforme continuité n’est “pas une notion topologique” : elle
dépend de la distance choisie. Par exemple, étant donnés un homéomorphisme f :
Fy — Fs5 et une application g : F5 — Ej3, il n’est pas vrai que g est uniformément
continue si et seulement si g o f est uniformément continue.
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Définition 2.6.3 (Applications lipschitziennes). Soient (E,d) et (E’,d’) des es-
paces métriques, et f : E — E’ une application. On dit que f est lipschitzienne s’il
existe k > 0 tel que pour tous z,y € F on a

Remarque 2.6.4. On a les implications suivantes :
lipschitzienne = uniformément continue = continue.

Exercice 2.6.5. Montrer que si (F,d) est un espace métrique et si a € E, I'appli-
cation

E — R
x +— d(a,x)

est continue (pour la distance naturelle sur R).
Théoréme 2.6.6 (Théoreme de Heine). Soient (E,d) et (E’,d") des espaces mé-

triques, et soit f : (E,d) — (E’,d") une application continue. Si (E, d) est compact,
alors f est uniformément continue.

Référence : [Qu, Chap. 3, Théoreme IV.5] ou [Po, Théoreme 5.4.1].
2.7. Espaces métriques complets.

Définition 2.7.1 (Suites de Cauchy). Soit (F,d) un espace métrique, et soit
(n)n>0 une suite de points de E. On dit que (xy,)n>0 est de Cauchy si pour
tout € > 0 il existe N € Z>¢ tel que pour tous p,q > N on a d(zp,x,) < €.

Remarque 2.7.2. Dans un espace métrique quelconque, toute suite convergente
est de Cauchy. La réciproque n’est pas vraie en général.

Définition 2.7.3 (Complétude). Soit (E,d) un espace métrique. On dit que E est
complet si toute suite de Cauchy de E converge.

Remarque 2.7.4. La complétude n’est pas une notion topologique : on peut avoir
deux espaces métriques homéomorphes dont 'un est complet et 'autre ne 1’est pas.

Exemple 2.7.5. L’espace métrique R, muni de la distance naturelle, est complet.

Proposition 2.7.6. Si (Ey,d;),...,(E,,d,) sont des espaces métriques, alors Ej x
-+ X E,, (muni de la distance produit) est complet si et seulement si chaque (E;, d;)
est complet.

Théoréme 2.7.7 (Théoréme du point fixe pour les applications contractantes).
Soit (E, d) un espace métrique complet non vide, et soit f : E — E une application
contractante, c’est-a-dire telle qu’il existe k €]0, 1] tel que pour tous z,y € E on a

Alors il existe un unique x € E tel que f(z) = x.
Référence : [G2, Chap. 1, §2.3, Thm. 1].

Remarque 2.7.8. Méme s’il est simple a démontrer, le théoreme du point fixe
a des applications tres importantes, notamment au théoreme de Cauchy—-Lipschitz
ou a celui des fonctions implicites. Il est également a la base de la “méthode de
Newton” (cf. [Sk, p. 113-114]) ; pour d’autres applications, voir [Qu, Chap. 5, §I1.3].
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Proposition 2.7.9. Un espace métrique est compact si et seulement si il est com-
plet et précompact. En particulier, on a I'implication

compact = complet.
Référence : [G2, Chap. 1, §3.5, Ex. 2].

Remarque 2.7.10. Puisqu’un intervalle fermé borné de R est compact (voir Exem-
ple 2.4.6), il est complet d’apres la Proposition 2.7.9. Puisque toute suite de Cauchy
dans R est bornée, ceci montre donc que R (muni de la distance définie par d(z,y) =
| — y|) est complet, cf. Exemple 2.7.5.

2.8. Convergence uniforme.

Définition 2.8.1 (Convergence uniforme). Soient X un ensemble, (E, d) un espace
métrique, (fn)n>0 une suite de fonctions de X dans E, et soit f une fonction de
X dans E. On dit que la suite (fy,)n>0 converge uniformément vers f si pour tout
e > 0, il existe N € Z>q tel que pour tout n > N et pour tout x € X on a

d(fn(l')7 f(l')) <e.

Notons # (X, E) ’ensemble des fonctions de X and E. Pour f,g € (X, E) on
note

d(f,g) = min (1, Sup dy (f (), g(ﬂﬁ)))

(ot le sup vaut oo si 'ensemble n’est pas majoré, et dans ce cas min(1,00) = 1).

Lemme 2.8.2. La fonction d est une distance sur % (X, E) (appelée distance de
la convergence uniforme). Une suite (fy)n>0 d’éléments de .# (X, E) converge uni-
formément vers une fonction f si et seulement si elle converge vers f pour la distance
d.

Proposition 2.8.3. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques, soit o € X,
soit (fn)n>0 une suite de fonctions de X dans Y, et soit f une fonction de X dans
Y. Si (fn)n>0 converge uniformément vers f et si chaque f, est continue en o,
alors f est continue en xg.

Référence : [G2, Chap. 4, §3.2, Thm. 2].
Proposition 2.8.4. Soient X un ensemble, et (Y, dy) un espace métrique.
(1) Si (Y,dy) est complet, alors (% (X,Y),d) est complet.
(2) Si dx est une distance sur X, alors le sous-espace vectoriel € (X,Y) des
applications continues de (X, dx) vers (Y, dy) est fermé dans .#(X,Y). En

particulier, si (Y,dy) est complet, la restriction de d & €(X,Y) en fait un
espace métrique complet.

Référence : pour une preuve de (1), voir [Po, Exemples 3.1.3] (cette preuve
suppose que Y = R, mais elle s’applique en fait & tout espace complet) ou [G2,
Chap. 4, §3.1, Proposition 1].

Remarque 2.8.5. Si (X,dy) est un espace métrique compact, alors il est plus
naturel de considérer sur € (X,Y) la fonction définie par

max dy (f(z), 9(z))-

Cette application est une distance, qui fait également de € (X,Y") un espace métrique
complet.
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3. ESPACES VECTORIELS NORMES

Dans cette partie on pose K = R ou C. (Les deux cas sont semblables, et souvent
traités en parallele.)

3.1. Définition.

Définition 3.1.1 (Espaces vectoriels normés). Un espace vectoriel normé (sur K)
est un couple (E, || - ||) ot E est un K-espace vectoriel et || - || est une norme sur E,
c’est-a-dire une application de E vers R telle que :

(1) on a ||z|| = 0 si et seulement si z = 0;

(2) pour tous A€ Ket x € Eon a |[Azx]| = |\ - [|z|;

(3) pour tous z,y € E on a ||z +y|| < |lz|| + ||yl

Lemme 3.1.2. Si (E, ||-]|) est un espace vectoriel normé, 'application d : E x E —
R>( définie par d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur E. Elle munit donc F d’une
structure d’espace métrique.

Exemple 3.1.3. Pour tout n > 1, application
I lloo : K™ = Rxo
définie par
H(x1, .. s xn) || = max{|z;| : 7 € {1,...,n}}
est une norme sur K". Notons que la distance associée a cette norme est la distance
produit obtenue & partir de la distance sur K définie par d(z,y) = |z — y|.

Définition 3.1.4 (Normes équivalentes). Soit E un K-espace vectoriel. Deux nor-
mes N; et Ny sur E sont dites équivalentes s’il existe a,b > 0 tels que pour tout
r€Fona

a-Ni(x) < Na(z) <b- Ny(x).

Lemme 3.1.5. Soit E un K-espace vectoriel, et soient N7 et Ny deux normes sur
E, de distances associées d; et da. Si N1 et N sont équivalentes, alors (E,d;) et
(E,ds) ont la méme topologie; en d’autres termes, une partie A de F est ouverte
(resp. fermée) dans l’espace métrique (F,dy) si et seulement si elle est ouverte
(resp. fermée) dans ’espace métrique (E,dz).

Théoréeme 3.1.6 (Equivalence des normes en dimension finie). Si E est un K-
espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Référence : [G2, Chap. 1, §5.3, Théoréme 3] ou [Po, Théoréme 6.4.1]. La preuve
utilise un argument de compacité utilisant I’Exemple 2.4.6.

L’équivalence des normes en dimension finie signifie que si (E, || - ||) est un espace
vectoriel normé avec F de dimension finie, toutes les propriétés “topologiques” de
E (c’est-a-dire les propriétés n’impliquant que la topologie de E, par exemple la
continuité des fonctions) ne dépend pas du choix de la norme || - ||.

Corollaire 3.1.7. Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé.
(1) Si E est de dimension finie, alors E est complet.
(2) Si F C E est un sous-espace vectoriel de dimension finie, alors F' est fermé.

(3) Si FE est de dimension finie, une partie de F est compacte si et seulement si
elle est fermée et bornée.
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Référence : [Po, Thm. 6.4.2, Thm. 6.4.3 et application suivant le théoréme].
Exemple 3.1.8. Pour tout n > 0 et tout réel p > 1, ’application
I llp : K™ = Rxo

définie par

n 1/p
(1, z)llp = <in|p>
i=1

est une norme sur K. (La propriété non évidente dans cette affirmation est que
cette fonction vérifie I'inégalité triangulaire. Ceci découle de 'inégalité de Min-
kowsky, voir [G2, Chap. 2, §3.1, Thm. 4].)

3.2. Espaces de Banach.

Définition 3.2.1 (Espace de Banach). Un espace de Banach (sur K) est un espace
vectoriel normé (E, | - ||) qui est complet (pour la distance associée a || - ||).

Exemple 3.2.2. Si (X, A, ) est un espace mesuré et si p > 1, on note LP(X) le
K-espace vectoriel des classes de fonctions mesurables de X vers K qui vérifient

/ 1Py < oo,
X

Alors LP(X) est un espace vectoriel normé pour la norme || - ||, définie par

1/p
fllp(/xlflpdu> .

Le théoreme de Riesz—Fischer (voir [BP, Thm. 9.3]) affirme que cet espace vectoriel
normé est complet, donc un espace de Banach.

Proposition 3.2.3 (Séries dans un espace de Banach). Soit (E, || -||) un espace de
Banach. Soit (z,,)n>0 une famille de vecteurs de E telle que

(oo}
Z |zn |l < oo
n=0

Alors la suite (31, #;)n>0 converge.

Dans la situation de la Proposition 3.2.3, on dit que la série de terme général w,,
est absolument convergente. La limite de la suite (3" 2;)n>0 est notée > oo up.

Remarque 3.2.4. Une application tres importante de la Proposition 3.2.3 est la
construction de I’exponentielle de matrices (ou d’endomorphismes). Pour une autre
application classique, voir [G2, Chap. 1, §5.2, Prop. 2].

Proposition 3.2.5. Soit X un ensemble et (E,|| - ||) un espace vectoriel normé.
On note #(X, E) 'espace vectoriel des fonctions bornées de X dans E.

(1) En posant

[flloo = sup [[f(x)]
reX

on définit une norme sur B(X, E).

(2) Si (E,| -||) est un espace de Banach, alors (Z(X, E), || - ||co) est un espace
de Banach.



TOPOLOGIE 11

(3) Si d est une distance sur X, alors le sous-espace vectoriel é;,(X, E) des ap-
plications continues bornées de X dans E est fermé dans #(X, E). En par-
ticulier, si F est un espace de Banach, la restriction de la norme | - || &
%1(X, E) en fait un espace de Banach.

Référence : pour une preuve de (2), voir [G2, Chap. 4, §3.1, Rmq. 2].

Remarque 3.2.6. La norme de la Proposition 3.2.5(1) est appelée norme de la
convergence uniforme. Remarquons également que dans la Proposition 3.2.5(3), si
(X, d) est compact alors 61,(X, E) est simplement ’espace vectoriel des applications
continues de X dans F (voir la Proposition 2.4.9(3)).

3.3. Applications linéaires continues.

Proposition 3.3.1 (Continuité des applications linéaires). Soient (F,| - ||g) et
(F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés, et soit f : E — F une application
linéaire. Alors f est une application continue si et seulement si il existe C' > 0 tel
que pour tout x € F on a

If(@)llr < C-llz]le.
Référence : [Po, Thm. 6.1.1].

Remarque 3.3.2. Pour des exemples d’applications linéaires continues ou non,
voir par exemple [Po, Exemples 6.1.2].

Proposition 3.3.3. Soient (F, ||-||g) et (F, || ||r) deux espaces vectoriels normés.
Si F est de dimension finie, alors toute application linéaire f : E — F' est continue.

Référence : [Po, Thm. 6.4.4]. (Ceci est une application du théoreme d’équivalence
des normes en dimension finie.)

Proposition 3.3.4. Soient (E, || ||g) et (F, || ||r) deux espaces vectoriels normés.
L’ensemble %.(E, F) des applications linéaires continues de E vers F' a une struc-
ture naturelle d’espace vectoriel, et en posant

£l = sup [[f(z)llr
ck

x
lzll 5 <1

on définit une norme sur cet espace.

Proposition 3.3.5. Soit (E,| - ||g) un espace vectoriel normé, et soit (F,| - ||r)
un espace de Banach. Alors .Z.(E, F), muni de la norme de la Proposition 3.3.4,
est un espace de Banach.

Référence : [G2, Chap. 1, §5.2, Thm. 2] ou [Po, p. 46].

Exemple 3.3.6. Si (E,| - ||g) est un espace vectoriel normé, I’espace vectoriel
normé E' := % (E,K) (ou K est muni de sa norme naturelle) est un espace de
Banach, appelé le dual topologique de E.

3.4. Compacité dans un espace vectoriel normé. D’apres le Corollaire 3.1.7,
dans un espace vectoriel normé de dimension finie les parties compactes sont les
parties fermées bornées. Cette description est fausse pour des espaces vectoriels
normés généraux. En fait, le théoreme de Riesz peut s’interpréter comme disant
que cette propriété caractérise, parmi les espaces vectoriels normés, ceux qui sont
de dimension finie.
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Théoréme 3.4.1 (Théoréeme de Riesz). Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé,
et soit Bg := {z € E | ||z|| < 1} sa boule unité. Alors E est de dimension finie si
et seulement si Bg est compacte.

Référence : [Po, Théoreme 6.4.5].

Le théoréme d’Ascoli donne des caractérisations des parties compactes de cer-
tains espaces métriques d’applications continues d’un espace métrique compact dans
un autre espace métrique. Il en existe plusieurs formes, plus ou moins équivalentes
entre elles. On en donne ici trois versions légerement différentes.

Définition 3.4.2 (Equicontinuité). Soient (X, dx) et (Y,dy) des espaces métri-
ques, (X,dx) étant compact et non vide, et considérons 'espace €(X,Y) des ap-
plications continues de (X, dx) dans (Y, dy ), muni de la distance définie par

d(f,g) = maxdy (f(z),g(x)).

reX
Une partie A de €(X,Y) est dite équicontinue si pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que pour tous z,y € X et f € Aon a

dx(,y) <6 = dy(f(2),f(y)) <e

Remarque 3.4.3. Ici on a suivi la terminologie de [QZ]. Dans d’autres sources,
cette notion est parfois appelée uniforme équicontinuité. Etant donné z € X , on
dit également que A est équicontinue en x si pour tout € > 0, il existe d > 0 tel que
pour tous y € X et f € Aon a

dx(l‘7y) <6 = dY(f(-T);f(y)) Se.

On peut montrer que A est équicontinue au sens ci-dessus si et seulement si elle est
équicontinue en tout x € X, voir par exemple [Di, Théoréme 5.4.4] ou [Sk, Chap. 6,
§3, Proposition, p. 146-147].

Théoréme 3.4.4 (Théoréme d’Ascoli, version 1). Soit A une partie de € (X,Y),
et supposons (Y,dy) compact. Alors A est compacte si et seulement si A est
équicontinue.

Référence : [QZ, Chap. V, Théoreme III.1].
Théoréme 3.4.5 (Théoréme d’Ascoli, version 2). Soit A une partie de ¢(X,Y).
Alors A est compacte si et seulement si

(1) A est équicontinue;

(2) pour tout z € X, adhérence de {f(x): f € A} est compacte.

Référence : [Sk, Chap. 6, §3, Théoréme d’Ascoli].

Théoréme 3.4.6 (Théoréme d’Ascoli, version vectorielle). Soit A C €(X,Y), et
supposons que Y est un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors A est
compacte si et seulement si A est équicontinue et bornée.

Référence : [QZ, Chap. V, Théoreme II1.3]. Pour une application de cette version
du théoréeme & un probléeme de Cauchy, voir le théoréme d’Arzela—Peano ([QZ,
Chap. X, Théoreme I1.4]).
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4. ESPACES DE HILBERT

La théorie des espaces de Hilbert admet une variante pour les espaces vectoriels
réels (ou le produit scalaire est bilinéaire) et une variante pour les espaces vectoriels
complexes (o le produit scalaire est hermitien, c’est-a-dire linéaire d'un coté et
semi-linéaire de l'autre). Les deux cas sont semblables, mais il faut faire un choix
pour fixer les conventions, et faire attention a s’y tenir...

4.1. Espaces préhilbertiens.

Définition 4.1.1 (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien (complexe) est
un couple (E, (-,-)) ou E est un espace vectoriel complexe et (-,-) est un produit
scalaire hermitien sur F, c’est-a-dire une application £ x E — C qui vérifie :

— pour z,y,2 € Eet A\, u € C,

(z, \y + pz) = Mz, y) + p(z, 2)
et B
AT+ py, 2) = M, 2) + iy, 2);

(
— pour z,y € E, (y,z) = (x,y);
— pour z € E\ {0}, (z,z) € Rso.

Lemme 4.1.2. Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien. L’application = — |z| :=
V/{x, x) définit une norme sur E.

Ce lemme permet de voir tout espace préhilbertien comme un espace vectoriel
normé, et donc comme un espace métrique. Toutes les notions topologiques ci-
dessous seront prises relativement a cette structure.

Lemme 4.1.3 (Egalités et inégalités classiques). Soit (E, (-,-)) un espace préhil-
bertien. Pour z,y € E, on a :

(1) (inégalité de Cauchy—Schwarz) |(z, )| < |lz| - ||y ;

(2) (théoreme de Pythagore) si (x,y) = 0, alors ||z + y||* = ||z]|% + ||ly||?;

(3) (galité de la médiane) [[ZL]2 + | Z52[ = L(|l2]* + ly]]>).
4.2. Projection sur un convexe fermé.

Définition 4.2.1 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilber-
tien complet.

Théoréme 4.2.2 (Projection sur un convexe fermé). Soit (F,(-,-)) un espace de
Hilbert, et soit C C E une partie non vide convexe! et fermée.

(1) Pour tout a € E il existe un unique élément p(a) € C tel que |la — p(a)| =
d(a,C).

(2) Pour tout v € C on a Re({a — p(a),u — p(a))) <0, et application a — p(a)
est 1-lipschitzienne.

Référence : [Po, Thm. 27.2.4] ou [Sk, Chap. 8, §2, Théoréme de projection].
Si F' est une partie de E, on pose
Ft={zcFE|VyeF, (z,y) =0}

1. Rappelons qu’une partie C' d’un R-espace vectoriel E est dite convexe si pour tous z,y € C
et A€0,1]onaiz+ (1-NyeC.
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Exercice 4.2.3. Montrer que si F' C E, F est un sous-espace vectoriel fermé de
FE, et qu'on a
—
Ft = Vect(F) .
Corollaire 4.2.4. Soit (E, (-,-)) un espace de Hilbert, et F' C E un sous-espace
vectoriel fermé. On a E = F @ F*.

Référence : [Po, Cor. 27.2.5] ou [Sk, Chap. 8, §2, Corollaire 1].

Exemple 4.2.5. (1) On note ¢? 'ensemble des suites (uy),>0 de nombres com-
plexes telles que Y, < |un|* < co. Alors £2 a une structure d’espace de Hilbert
pour le produit scalaire hermitien défini par

<(5Cn)n207 (yn)n20> = Zﬁ *Yn-

n>0

(2) Considérons un espace mesuré (X, A, u1), et I'espace L?(X) associé, voir 'Ex-
emple 3.2.2. Alors L?(X) a une structure d’espace de Hilbert pour le produit
scalaire hermitien défini par

(f,9) = /X Fod.

(3) Soit L2, le C-espace vectoriel des classes d’applications mesurables f : R — C
(par rapport & la mesure de Lebesgue) qui sont 27-périodiques (c’est-a-dire
telles que f(x 4 27) = f(x) pour presque tout z € R) et qui vérifient

27
/ |f(1)[2dt < 0.
0

Alors le morphisme de restriction L3, — L?(]0, 27[) est un isomorphisme. En
particulier, L3 a une structure d’espace de Hilbert pour le produit scalaire
hermitien défini par

2m

(fr9) = % f(t)g(t)dt.

0
4.3. Dualité et bases hilbertiennes.

Théoréme 4.3.1 (Théoreme de représentation de Riesz). Soit (E, (-,-)) un espace
de Hilbert.

(1) Pour tout u € FE, 'application

{f - (u(,cw>

est une forme linéaire continue sur E, de norme |Ju]|.

(2) Réciproquement, soit f : E — C une forme linéaire continue. Alors il existe
un unique u € E tel que f(z) = (u,z) pour tout z € E.

Référence : [Po, Théoreéme 27.2.6] ou [Sk, Chap. 8, §2, Théoréme de Riesz)].
Corollaire 4.3.2. Soit (F, (-,-)) un espace de Hilbert. L’application
E—F

envoyant un vecteur u sur la forme linéaire x — (u,x) est un isomorphisme anti-
linéaire et isométrique. En particular, E’ est un espace de Hilbert.
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Définition 4.3.3 (Base hilbertienne). Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien, et soit
(en)n>0 une famille de vecteurs de E. On dit que (e, )n,>0 est une base hilbertienne
de E si:

(1) pour tout n >0 on a |le,|| =1;
(2) pour tous n,m > 0 tels que n # m on a {en,em) =0;

(3) le sous-espace vectoriel Vect(e,, : n > 0) est dense dans E.

Remarque 4.3.4. Attention! Une base hilbertienne d’un espace préilbertien n’est
en général pas une base de cet espace au sens de ’algébre linéaire !

Proposition 4.3.5. Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien, et soit (e, ), >0 une base
hilbertienne de E.

(1) Pour tout € E, la suite de terme général > ;'_ (e, x)e), converge vers z.
(2) (égalité de Parseval) Pour tout « € F, on a
2] = > [{er, 2) .
E>0
(3) Pour tous z,y € E, on a

(z,y) = Z (ex, ) - (ek, y)-

k>0

Référence : [Po, §27.3] ou [G2, App. B, §1.4].

Exemple 4.3.6 (Polynomes trigonométriques). Pour tout m > 0 on note eg,,
resp. €am41, la fonction de R dans C donnée par t — "™ resp. t s /(=M1
Alors la famille (e,,),>0 est une base hilbertienne de I'espace de Hilbert L3 . (Voir
la feuille sur les séries de Fourier.)

Exemple 4.3.7 (Polynoémes orthogonaux). Dans cet exemple on travaille avec un
espace de Hilbert réel. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit w : I — R une
fonction continue strictement positive. L’espace vectoriel E des fonctions continues
de I vers R telles que la fonction t — f(t)%w(t) est intégrable sur I est un espace
préhilbertien pour le produit scalaire défini par

(fig9)= /1 F(t)g(t)w(t)dt.

Si on suppose que pour tout n > 0 on a

/tznw(t)dt < o0,

I
alors toute fonction polynomiale sur I appartient a E. En appliquant le procédé
d’orthonormalisation de Gram—Schmidt & la famille (¢ — ¢" : n > 0), on obtient
une famille de polynomes orthogonaux dans E. Pour les propriétés classiques de ces
familles, et des exemples, voir [Po, §28] ou [Sk, Chap. 8, §5].

5. EXERCICES

Les exercices suivants proposent soit des manipulations directes des définitions,
pour permettre de voir si elles ont été bien comprises, soit des illustrations “classi-
ques” de théoremes qui fournissent des exemples a caser dans de nombreuses lecons
(d’analyse comme d’algebre), voire des développements.
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5.1. Topologie générale.
Exercice 1. (1) Si (E,d) est un espace métrique et si X C E, montrer que
(ENxX)=FE\X.

(2) Montrer que si (E, || - ||) est un espace vectoriel normé, z € E et r > 0, on a
o S—

Be(z,7) = Bo(x,r) et Bo(x,r) = Be(x,r). Que peut-on dire si (F,d) est un
espace métrique général 7
Exercice 2. Soit (E,d) un espace métrique, et soit (z,),>0 une suite d’éléments
de E. Montrer que si la suite (z,)n>0 a deux valeurs d’adhérence, alors elle ne

converge pas.
Montrer que si (E,d) est compact, ces deux propriétés sont équivalentes.

Référence : [Qu, Chap. 3, Théoréme 1.2].
5.2. Topologie de R.
Exercice 3. (1) Montrer quun sous-groupe de (R, +) est soit de la forme aZ

pour un a € R, soit dense dans R.

(2) En déduire que si a € R, Z+Za est dense dans R si et seulement si @ € R\Q.
Référence : [Qu, Chap. 1, Ex. 1.14].

Exercice 4. Montrer que tout ouvert de R est réunion disjointe et dénombrable
d’intervalles ouverts. (Indication : on pourra considérer la décomposition de ouvert
en question en composantes connexes.)

5.3. Espaces de fonctions.

Exercice 5. Soient a,b € R avec a < b. On considere 1’espace vectoriel normé des
fonctions continues de [a, b] dans R, muni de || - ||oc. On note C le sous-ensemble des
fonctions f vérifiant f(x) > 0 pour tout = € [a,b]. Montrer que C est fermé, et que
son intérieur est formé des fonctions f qui vérifient f(x) > 0 pour tout x € [a, b].

Exercice 6 (Application de I'équivalence des normes en dimension finie). On
considere l’espace vectoriel normé R, [X] des polyndmes réels de degré au plus n.
Montrer que si (Pg)r>0 est une suite d’éléments de R,,[X] qui converge simplement
vers P € R, [X], alors la convergence est uniforme sur [0, 1].

Référence : [Po, §18.4].
5.4. Topologie des espaces de polynomes et de matrices.

Exercice 7 (Une application de la continuité des applications linéaires en dimension
finie). On considere l'espace vectoriel R, [X] des polynomes réels de degré au plus
n, qu’on munit d’une norme arbitraire, et on note Q, C R,[X] le sous-ensemble
des polynomes ayant n racines distinctes.
(1) Montrer que €, est ouvert dans R,[X]. (Indication : étant donné un po-
lynome P € €, de racines a3 < -+ < ay,, et des réels [y, - , B, tels que

Bo<ar <fr<ap <---<ay< B,

on pourra considérer Papplication de R, [X] dans R"*! définie par Q
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(2) Montrer que I'adhérence de €2,, est ’ensemble des polynémes nuls ou scindés
dans R, [X]. (Indication : on pourra observer que si # # 0 on a X — 3 =

(=B)(1-X/B).)
Référence : [FGN, Ex. 1.16].

Exercice 8 (Utilisation de la compacité). (1) Soit P(X) = X + a4 X971 +
-+ 4 ag un polyndome unitaire de degré d, a coefficients complexes. Montrer
que si z € C est une racine de P, alors

|z| <14 max{|a;|:¢€{0,...,d—1}}.

(2) Soit E4 C C[X] le sous-ensemble des polynémes unitaires de degré d. Cet en-
semble est naturellement en bijection avec C%, ce qui le munit d’une distance.
Notons Uy C Eg4 le sous-ensemble des polynémes ayant d racines distinctes.
Montrer que Uy est ouvert dans Ey4. (Indication : on pourra montrer que le
complémentaire est fermé, en utilisant un argument de compacité.)

(3) En déduire que lintérieur du sous-ensemble de M, (C) formé des matrices
diagonalisables est formé des matrices ayant n valeurs propres distinctes.

(4) Montrer que si (E,d) et (E’,d') sont des espaces métriques et f : E — E’
est une application telle que 'image inverse de tout compact est compact,
alors pour toute partie fermée F C E, f(F) est fermé. En déduire que dans
lespace R, [X] des polyndmes réels de degré au plus n, le sous-ensemble des
polyndmes unitaires dont toutes les racines sont réelles est fermé.

Référence : pour (1) et (4), voir [G2, Chap. I, §3.5, Ex. 1].
Exercice 9. (1) Montrer que GL,,(R) est un ouvert dense de M, (R).

(2) Montrer que 'ensemble des matrices diagonalisables (sur C) est dense dans
M, (C).

(3) Déterminer I’adhérence et Uintérieur de {M € M, (R) | rg(M) = j}.

Référence : Pour (1), voir [G1, Chap. IV, §3.2, Proposition 2]. Pour (2), voir [G1,
Chap. IV, §3.4, Ex. 1]. Pour (3), voir [G1, Chap. IV, §3.4, Ex. 3].

Exercice 10. Soit M € M, (C), et notons S(M) = {PMP~!: P € GL,(C)} sa
classe de conjugaison.

(1) Montrer que M est nilpotente ssi 0 € S(M).
(2) Montrer que M est diagonalisable ssi S(M) est fermé.

Référence : Pour (1), voir [G1l, Chap. IV, §3.4, Ex. 4]. Pour (2), voir [G1,
Chap. IV, §3.4, Ex. 7].

Exercice 11. Le but de cet exercice est de montrer que les trois propriétés suivantes
d’une matrice A € My(C) sont équivalentes :

(i) A est semblable & une matrice unitaire ;

(ii) A est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont de module 1;

(iii) |det(A)| = 1 et la suite (A™),ecn est bornée 2.

2. Remarquons que, par équivalence des normes en dimension finie, la propriété pour une
suite de matrices de My(C) d’étre bornée ne dépend pas du choix de norme. En fait, une suite de
matrices est bornée si et seulement si, pour tout indice (4, j), la suite complexe obtenue en prenant
le coefficient d’indice (4,j) de chaque matrice est bornée.
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On procede de la fagon suivante.
(1) Montrer que (i) < (ii).
(2) Montrer que (ii) = (iii).
(3) On suppose & partir de maintenant que (iii) est vérifiée. Montrer que toute
valeur propre A de A vérifie |A\| = 1. (On pourra d’abord montrer que si || - ||

est la norme subordonnée & une norme sur C”, on a |A| < ||A™||*/™ pour tout

(4) D’apres la décomposition de Dunford, il existe P € GL4(C), D € My(C)
diagonale inversible et N € M (C) nilpotente telles que ND = DN et
P~'AP = D + N. Montrer que la suite ||[(I + D™'N)"|| est bornée. (On

pourra travailler avec la norme subordonnée & une norme sur C".)

(5) En déduire que N = 0, et conclure.
Référence : [Qu, Chap. 3, Ex. 3.7].
5.5. Connexité, connexité par arc.

Exercice 12. Donner un exemple d’espace métrique connexe, et un exemple d’es-
pace métrique non connexe.
Exercice 13. (1) Montrer que R et R™ ne sont pas homéomorphes.

(2) (Variante) Montrer qu’il n’existe pas d’application continue injective de R™
dans R si n > 2.

Référence : Pour (1), voir [G2, Chap. 1, §4, Ex. 8]. Pour (2), voir [FGN, Ex. 2.31].
Exercice 14. (1) Montrer que GL,,(C) est connexe par arc.

(2) Montrer que SL,(R) est connexe par arc.

(3) Montrer que GL,,(R) a deux composantes connexes.
Indication : on pourra utiliser les familles génératrices classiques de GL,, et SL,,.

Exercice 15. Soit X 1’ensembles des projections linéaires de R™ (c’est-a-dire ’en-
semble des endomorphismes linéaires f vérifiant f o f = f), qu'on munit de la
distance induite par une norme sur End(R"™).

(1) Montrer que la fonction f +— rg(f) est continue sur X.

(2) Montrer que les composantes connexes de X sont les X, := {f € X | rg(f) =
k} pour k € {0,--- ,n}, et que chacune de ces composantes est connexe par
arcs.

Référence : [Qu, Chap. 4, Ex. 4.10].

Exercice 16 (Une application du théoréme de Riesz). (1) Montrer que si F est
un espace vectoriel normé de dimension > 2 et si 7 > 0, alors E \ B,(0,7)
est connexe par arcs. (Indication : étant donnés x,y € F non colinéaires, on
pourra “dilater” le segment [x,y].)

(2) On suppose maintenant que F est de dimension infinie, et on considére un
compact K C FE. Le but de cette question est de montrer que E ~ K est
connexe par arcs.

(a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que K C B, (0, 7).
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(b) On fixe x € E \ K, et on suppose par Iabsurde que pour tout vecteur
u € E unitaire on a K N (z +Rx>¢ - u) # @. Montrer que I’application

f:K —5(0,1)

%;H est surjective.

définie par z — Tz

(¢) En déduire que S(0,1) est compact, puis une contradiction.

(d) Montrer que tout point de E\. K peut étre relié par un segment ne passant
pas par K a un vecteur de norme supérieure ou égale a r.

(e) Conclure.

(3) Donner un contre-exemple & la question précédente dans le cas ou E est de
dimension finie.

Référence : [FGN, Ex. 2.29].

5.6. Compacité.

Exercice 17. Donner un exemple d’espace métrique compact, et un exemple d’es-
pace métrique non compact.

Exercice 18 (Application de Borel-Lebesgue). Soit (F,d) un espace métrique
compact, et soit I C € (F,R) un idéal. Montrer qu’il existe € E tel que pour tout
ferlona f(x)=0. (Indication : on pourra raisonner par I’absurde et appliquer
le théoréme de Borel-Lebesgue.) En déduire une description des idéaux maximaux
de Panneau € (E,R).

Référence : [GT, Partie II, Chap. 4, 7] ou [G2, Chap. I, §3.5, Ex. §].

Exercice 19 (Théoréme de d’Alembert en utilisant la compacité et la formule de
Taylor). Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de d’Alembert, qui
affirme que le corps C est algébriquement clos.

On fixe P € C[X] non constant.

(1) Montrer que la fonction

{C - Ry
z = |P(z)|

atteint son minimum.

(2) Soit zp € C un point en lequel ce minimum est atteint. Montrer que P(zp) = 0.
(On pourra raisonner par l'absurde et écrire la formule de Taylor pour P au
point z.)

Référence : [G1, Chap. II, §5, Probléme 4] ou [Po, §33.1.2(3)].

Exercice 20 (Théoreme de Dini, application de Borel-Lebesgue). Soit (X, d) un
espace métrique compact, et soit (fp)n>0 une suite de fonctions continues de X dans
R qui converge simplement vers une fonction continue f. Supposons que pour tout
x € X la suite de réels (f,(x))n>0 est croissante. Montrer que (fy,)n>0 converge
uniformément vers f sur X. (Indication : pour € > 0 fixé, on pourra considérer
les ensembles F, := {z € X | |f(z) — fa(z)] > €} et appliquer le théoreme de
Borel-Lebesgue.)

Référence : [Qu, Chap. 3, Théoreme I1.4].
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Exercice 21 (Application d’Ascoli). Soit A 'ensemble des fonctions de [0, 1] dans
R qui sont dérivables et qui vérifient |f(x)| <1 et |f'(x)[ < 1 pour tout = € [0, 1].
Montrer que de toute suite de fonctions dans A on peut extraire une sous-suite
uniformément convergente (dont la limite sera donc continue).

Référence : [Di, Exemple 6.3.2].

Exercice 22 (Application de Heine). Soit E un espace vectoriel normé. Montrer
que si a < b sont des réels, toute fonction continue f : [a,b] — E est limite uniforme
de fonctions affines par morceaux. (En d’autres termes, le sous-espace vectoriel des
fonctions affines par morceaux est dense dans l’espace vectoriel normé € ([a, b], E).)

Référence : [Po, §5.4.3].

5.7. Complétude.

Exercice 23. Donner un exemple d’espace métrique complet, et un exemple d’es-
pace métrique non complet.

Exercice 24 (Théoréme de Baire). Le but de cet exercice est de démontrer le
théoreme de Baire, qui affirme que si (E,d) est un espace métrique complet et
si (n)n>0 est une suite d’ouverts denses, alors (), (2, est dense. (Notons que
ce sous-ensemble n’est pas nécessairement ouvert. Dans la pratique, la propriété
principale qu’on en déduit est qu’il est non-vide.)

Soit donc (E,d) un espace métrique complet.

(1) Montrer que si (F,,)n>0 est une suite de fermés non vides de E tels que
F,1 C F, pour tout n > 0 et tels que

diam(F,) := sup d(z,y)
(z,y)EF,

tend vers 0 quand n tend vers +oo, alors (), ~, Frn # @.

(2) Trouver un contre-exemple a la question précédente si on omet I’hypothese
que diam(F},) tend vers 0.

(3) En déduire le théoreme de Baire. (Indication : on pourra considérer un ouvert
U de E, puis construire une suite (z,,),>0 de points de E et une suite (ry,)n>0
de réels strictement positifs tels que r,, < %—H’ Be(znt1,mnt1) C Be(zn, ™)
et Bf(fEn, T’n) cUNQpnN---N Qn)

(4) Montrer que si (F,)n>0 est une suite de fermés de E d’intérieur vide, alors
U,>0 Fr est d’intérieur vide.

Référence : [Qu, Chap. 5, Théoreme III.1].

Exercice 25 (Application de Baire). Soit f : [1,+0o[— R une fonction continue
telle que, pour tout x € [1, +oo], f(nz) tend vers 0 quand n tend vers +o00. Montrer
que limg 1 o f(2) = 0. (Indication : pour € > 0, on pourra considérer

F.n:={x>1|¥n> N, |f(nz)| <e},
puis appliquer le théoréme de Baire.)

Référence : [Qu, Chap. 5, Ex. 5.24] ou [FGN, Ex. 3.14].
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Exercice 26 (Une autre application de Baire). (1) Soit (fy)n>0 une suite d’ap-
plications continues d’un intervalle [a,b] dans R (avec a < b), qui converge
simplement vers une application f. Montrer que f a un ensemble dense de
points de continuité. (Indication : en appliquant le théoréme de Baire, on
montrera que pour tout € > 0, il existe N € N tel que

FN,s = {LB € [(l, b] | Yn,p > N, |fn(x) - fp(x” < 6}

est d’intérieur non vide. Puis on construira un point de continuité de f, et
on en déduira le résultat.)

(2) Application : montrer que si f : R> — R est continue et admet des dérivées

partielles % et % sur R2, alors il existe un ensemble dense de points en

lesquels f est différentiable.
Référence : [Qu, Chap. 5, Théoréme IIL.6] pour (1) et [Qu, Chap. 5, Ex. 5.16]
pour (2).

Exercice 27 (Encore des applications du théoreme de Baire). (1) Soit E un R-
espace vectoriel de dimension n > 1, soit p < n, et soit (Fi)g>o une suite de
sous-espaces vectoriels de E de dimension p.

(a) Montrer que (Jy~q Fi # E.

(b) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que E = F, & G
pour tout & > 0. (Indication : on pourra raisonner par récurrence sur

n—p.)

(2) Montrer qu'un espace vectoriel normé admettant une base (au sens algé-
brique) dénombrable (non finie) n’est pas complet.

Référence : Pour (1), voir [FGN, Ex. 3.16]. Pour (2), voir [FGN, p. 147] ou [G2,
App. A, Ex. 1].

5.8. Espaces de Hilbert.

Exercice 28 (Théoréme de Lax—Milgram). Le but de cet exercice est de démontrer
une version du théoreme de Lax—Milgram, qui affirme que si H un espace de Hilbert
et T : H — H est une application linéaire continue telle qu’il existe a > 0 tel que

(T (), u)| > of|ul|?

pour tout u € H, alors T est bijective, T~! est continue, et |T71|| < 1/a.
On fixe donc H, T et @ comme dans cet énoncé.

(1) Montrer que pour tout € H on a ||T(z)| > «|z]|.

(2) En déduire que T est injective, et que son image est fermée.
(3) Montrer que Im(7T")* = 0, et en déduire que T est surjective.
(

4) Montrer que T~ est continue avec ||T71|| < 1/a.
Référence : [Sk, §8.4, p. 265] ou [QZ, Chap. VI, Exemple I1.14].

Exercice 29 (Application de Lax—Milgram). Cet exercice utilise I’Exercice 28. Soit
(E,(-,-)) un espace de Hilbert (complexe), et T : E — FE une application linéaire
continue.
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(1) Montrer que si [|T]| < 1 alors l'opérateur id — T est bijectif. (On pourra
donner deux démonstration : une utilisant Lax—Milgram, 'autre utilisant un
argument de série entiere.)

(2) Montrer que si T est unitaire, alors pour tout a € C tel que |a| # 1, T — aid
est bijectif.

(3) Montrer que si T* = —T alors pour tout a € C de partie réelle non nulle,
T — aid est bijectif.

(4) Montrer que si T est autoadjoint, alors pour tout a € C \ R l'opérateur
T — aid est bijectif.

(5) Montrer que si T' est positif (c’est-a-dire autoadjoint et tel que (T'(x),z) > 0
pour tout x), alors pour tout a € C \ Ry V'opérateur T' — aid est bijectif.

Référence : [Sk, p. 266].

Exercice 30 (Compacité faible de la boule unité — Application du théoréme de
représentation de Riesz). Soit (E, (-, -)) un espace de Hilbert (complexe). Si (5,)n>0
est une suite de vecteurs de E et si € E, on dit que la suite (x,,),>0 converge
faiblement vers x si pour tout v € E on a

<$n,”0> m <3'J,U>.

Le but de cet exercice est de montrer que de toute suite bornée de vecteurs de F
on peut extraire une suite qui converge faiblement. On fixe donc une suite (z,,)n>0
de vecteurs de F qui est bornée.

(1) Montrer que pour tout v € E il existe une sous-suite (y,)n>0 de (Tn)n>0 telle
que la suite ((yn,v))n>0 converge.

(2) Montrer qu’il existe une sous-suite (Yn)n>0 de (Tn)n>0 telle que pour tout
k > 0 la suite ((Yn,Zk))n>o0 converge. (Indication : on pourra utiliser un
procédé d’extraction diagonale.)

i F est 'adhérence de Vect(zy : k > 0), montrer que pour tout v € F la suite
3) Si F est'adhé de Vect k>0 tout F la suit
((Yn, v))n>0 converge. (Indication : on pourra utiliser le critere de Cauchy.)

(4) Montrer qu'’il existe x € F tel que pour tout v € F on a
(Yn,v) —— (z,v).
n—oo
(Indication : on pourra considérer application envoyant v sur la limite de la
suite ({Yn, v))n>0, puis appliquer le théoréme de représentation de Riesz.)
(5) Montrer que (z,)n>0 converge faiblement vers x. (Indication : on pourra
utiliser le fait que £ = F & F*+.)
Référence : [G2, App. B, §2, Ex. 1].
5.9. Autres exercices.

Exercice 31 (Application de Riesz et Ascoli). Cet exercice propose une application
des théoremes de Riesz et Ascoli (et du théoreme de I'isomorphisme de Banach).

(1) Montrer que si E, F sont des espaces vectoriels normés et f : E — F est une
application linéaire continue, alors son graphe I'(f) = {(z, f(z) : € E} est
un sous-espace vectoriel fermé de E x F.
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(2) Démontrer le théoréme du graphe fermé : si E, F sont des espaces vectoriels
normés complets et f: E — F est une application linéaire telle que T'(f) est
fermé, alors f est continue. (On pourra utiliser le théoréme de l’isomorphisme
de Banach : si g : V1 — V5 est une application linéaire bijective entre espaces
vectoriels normés complets, alors f~!: V5 — V; est continue.)

(3) Montrer que lespace € ([a, b], R) des applications continues de [a,b] dans R
est un espace vectoriel normé complet pour la norme || f|| := sup,¢q [ (2)]-

(4) Soit V' C €([a,b],R) un sous-espace vectoriel fermé, qui ne contient que des
applications de classe C!.

(a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € V on a
Il < ClfI-

(b) En utilisant le théoreme d’Ascoli, montrer que la boule unité de V est
compacte.

(¢) En déduire que V est de dimension finie.

Référence : [GT, Partie III, Chap. 4, 10]. Pour le théoréme du graphe fermé, on
pourra consulter aussi [Qu, Chap. 5, Théoreme I111.12].
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