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Des opérations inhabituelles
Arithmétique modulaire, nombres complexes, courbes elliptiques



24 = 0 ?
Arithmétique modulaire

La mathématique du chat de Philippe Geluck. Daniel Justens. Éd. Casterman.



Une énigme
Comprenez-vous ce tableau ?

0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1



Une énigme
Et ce tableau ?

0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1



Calcul modulo
Calculs modulo 3
• Modulo 3, trois est la même chose que 0


• Les additions et multiplications sont « comme d’habitude » mais l’égalité change


• Si , alors 


• 


• 


• 


•

3 ≡ 0

4 = 3 + 1 ≡ 0 + 1 ≡ 1

5 = 3 + 2 ≡ 0 + 2 ≡ 2

6 = 5 + 1 ≡ 2 + 1 ≡ 3 ≡ 0

6 = 2 × 3 ≡ 2 × 0 ≡ 0
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Calcul modulo
Calculs modulo 7

À VOUS !



Calcul modulo
La solution !

x 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

+ 0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5



Calcul modulo
Puissance modulo 3
• Prendre une puissance, c’est réitérer une multiplication


• 


• On fait le calcul modulo 3


• 


• 


• 


• .

27 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2

27 ≡ 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2

27 ≡ 4 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 ≡ 1 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 ≡ 2 × 2 × 2 × 2 × 2

27 ≡ 4 × 2 × 2 × 2 ≡ 1 × 2 × 2 × 2 ≡ 2 × 2 × 2

27 ≡ 2 × 2 × 2 ≡ 4 × 2 ≡ 1 × 2 ≡ 2



Calcul modulo
Puissance modulo 3

• 


•  


• donc 

22 ≡ 1

7 = 2 × 3 + 1

27 = (22)3 × 2 ≡ 13 × 2 ≡ 2.



Calcul modulo
Puissance modulo 17

À VOUS !



Calcul modulo
La solution !

 

donc 


puis .

Enfin .


Ainsi 

33 = 27 ≡ 10
36 = (33)2 ≡ 102 ≡ (−7)2 ≡ 49 ≡ 15 ≡ − 2

312 = (36)2 ≡ (−2)2 ≡ 4
34 = 3 × 33 ≡ 3 × 10 ≡ 30 ≡ 13 ≡ − 4

316 = 312 × 34 ≡ 4 × (−4) ≡ − 16 ≡ 1.

316 ≡ 1



Calcul modulo
La solution !



donc


 

81 = 5 × 16 + 1

381 = (316)5 × 3 ≡ 1 × 3 ≡ 3.

381 ≡ 3



Calcul modulo
Tous les éléments à partir des puissances d’un seul

À VOUS !



Calcul modulo
La solution :  tel que  n g ≡ 3n (mod 17)

1 2 3 4 5 6 7 8
0 14 1 12 5 15 11 10n

3n

9 10 11 12 13 14 15 16
2 3 7 13 4 9 6 8n

3n



Calcul modulo
La solution :  tel que  x 3x ≡ 1 (mod 17)

n
3n

n
3n

Parce qu’on connaît la table de 





et 


donc .

6

3 × 6 = 18

18 = 1 + 17

3 × 6 ≡ 1

Méthode systématique





donc 


et 


donc .

316 ≡ 1

3 × 315 ≡ 1

315 ≡ 6

3 × 6 ≡ 1



Des puissances égales à un
Le « petit » théorème de Fermat

Pierre de Fermat est un homme de loi du 
17ème  siècle, conseiller au parlement de 
Toulouse.


Les mathématiques ont été un loisir pour lui, à 
propos desquelles il écrit des lettres, énonçant 
des résultats sans réelles démonstrations. 

Pierre de Fermat - 1601-1665



Des puissances égales à un
Le « petit » théorème de Fermat

Jeudi 18 octobre 1640, Pierre de Fermat écrit une 
lettre à Bernard Frénicle de Bessy.

« Monsieur,


Les vacations, qui m’ont éloigné de Toulouse, m’ont 
en même temps éloigné de mon devoir et empêché 
de vous écrire plus tôt depuis la dernière de vos 
lettres en date du 21 septembre. (…) [J]e n’ai point vu 
encore aucune proposition de votre part que je 
n’eûsse plus tôt trouvée et considérée »  

Vacation : « Certain temps que l’on emploie à travailler à quelque affaire ». Dictionnaire de l’Académie française. 1re édition. 1694.  



Des puissances égales à un
Le « petit » théorème de Fermat

On lit dans cette lettre :

Tout nombre premier mesure infailliblement une des puissances -1 de 
quelque progression que ce soit, et l’exposant de la dite puissance est 
sous-multiple du nombre premier donné -1 (…). De quoi je vous 
envoierais la démonstration, si je n’appréhendions d’être trop long.

Aujourd’hui, on écrit :


Si un nombre premier  ne divise pas l’entier  alors, modulo  on a   p a p ap−1 ≡ 1.

Exemple :  et  conduisent à p = 17 a = 3 316 ≡ 1 (mod 17) .

1741 - Première preuve par Euler



Des puissances égales à un
L’ingrédient principal : groupes finis

1854 - Cayley définit la notion de groupe fini

L’ensemble des entiers modulo un entier donné est un 
groupe. C’est un ensemble avec une opération  et un 
élément  tels pour tous éléments  et  de l’ensemble 
alors,  est dans l’ensemble et et 


• 


• 


• Il existe d tel que . 

∘
e a, b c

a ∘ b

a ∘ e = e ∘ a = a

a ∘ (b ∘ c) = (a ∘ b) ∘ c

a ∘ d = a ∘ d = e



Des puissances égales à un
L’ingrédient principal : groupes finis

1854 - Cayley définit la notion de groupe fini

Si  est un élément d’un groupe fini, il existe un entier  
tel que


.

a n

an = a ∘ a ∘ … ∘ a
n fois

= e



Le début d’une histoire
Un tournant majeur en algèbre

C’est le début d’une histoire : l’algèbre abstraite où l’on 
s’intéresse plus aux relations entre les objets qu’aux 
objets eux-même (les opérations plutôt que les nombres).


Une grande figure de cette histoire est Emmy Noether 
dont l’impact au aussi été majeur en physique. 


En mathématique, elle développe par exemple la notion 
d’idéal qui permet de généraliser la décomposition en 
facteurs premiers à des ensembles plus vastes.   

Emmy Noether (1882  - 1935)



Utilisation en cryptographie
Communiquer en secret avec un inconnu…

Alice veut écrire à Bob qu’elle ne connaît pas et seul Bob doit pouvoir lire le message. 
Par exemple en remplaçant chaque lettre par sa place dans l’alphabet, le message est 
un nombre. 



Utilisation en cryptographie
Communiquer en secret avec un inconnu…

En 1977, Rivest, Shamir & 
Adleman  ont inventé une 
méthode qui porte leur 
nom, la méthode RSA. 



Utilisation en cryptographie
Multiplier est facile, factoriser est dur

En secret Bob 

• Construit deux nombres premiers  et 


• Calcule le produit 


• Calcule 


• Construit  premier avec 


• Trouve  tel que 


• Publie  et  dans un annuaire

p q

n = pq

φ = (p − 1)(q − 1)

e < φ φ

d de ≡ 1 (mod φ)

n e

Pour envoyer le message . Alice 
calcule 

M
Me (mod n) .

Pour comprendre le message, Bob 
calcule Il retrouve 
le message car  et 

(Me)d (mod n) .
Mde = M × Mkφ

Mφ ≡ 1 (mod n) .

Une autre personne que Bob ne 
connait pas . Pour le calculer, elle 
doit connaître . Pour cela elle doit 
connaître  et , donc factoriser .

d
φ

p q n
En pratique, il faut couper le message pour que M < n .



Calculer sur une 
courbe.
Courbes elliptiques



Courbes elliptiques
Définition

Une courbe elliptique est une courbe  
d’équation





Où  et  sont des nombres tels que 
.


Exemple : 





,  et .
y2 = x3 + ax + b

a b
Δ = 4a3 + 27b2 ≠ 0

y2 = x3 − x + 1

a = − 1 b = 1 Δ = 23

Δ = 4a3 + 27b2



Courbes elliptiques
Graphe

En terminale, vous apprendrez à tracer le graphe de fonctions 
( ). Si  alors


  


ou 


 . 


On a donc une courbe avec  et son symétrique par rapport à 
l’axe des abscisses.   

y = f(x) y2 = x3 + ax + b

y = x3 + ax + b

y = − x3 + ax + b

y > 0



Courbes elliptiques
Deux types de graphes

Δ > 0 Δ < 0

Δ = 4a3 + 27b2



Courbes elliptiques
Deux types de graphes

À VOUS !



Courbes elliptiques
Deux types de graphes

y2 = x3 − x + 1

a = − 1 b = 1

Δ = 4 × (−1)3 + 27 × 12 = − 4 + 27 = 23

Δ > 0



Courbes elliptiques
Deux types de graphes

y2 = x3 − x +
1
4

a = − 1 b =
1
4

Δ = 4 × (−1)3 + 27×( 1
4 )

2
= − 4 + 27 ×

1
16

Δ < 0

=
−4 × 16 + 27

16
< 0



Courbes elliptiques
Additionner des points distincts

Pour additionner le point  et le point 


1. Tracer la droite 


2. Tracer le point  intersection de  avec la courbe


3. Tracer le point  symétrique de  par rapport à l’axe des abscisses. 

P Q

(PQ)

R (PQ)

S R



Courbes elliptiques
Additionner des points distincts

Pour additionner le point  et le point 


1. Tracer la droite 


2. Tracer le point  intersection de 
 avec la courbe


3. Tracer le point  symétrique de  par 
rapport à l’axe des abscisses. 

P Q

(PQ)

R
(PQ)

S R

L’opposé d’un point est son symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 
Par exemple .R = − S



Courbes elliptiques
Additionner un point avec lui même

Pour additionner le 
point  avec lui 
même, et donc obtenir 

,  
on additionne  et  
pour  de plus en 
plus proche de .

P

2P
P Q

Q
P

La somme de  et  est . Lorsque  se rapproche de ,  se rapproche de . P Q S Q P S A′￼ 2P = A′￼.



Courbes elliptiques
Additionner un point avec lui même

On peut alors calculer

3P = 2P + P

4P = 3P + P

5P = 4P + P

⋮

nP = (n − 1)P + P

−2P = − (2P)
−3P = − (3P)

−4P = − (4P)

−5P = − (5P)

⋮

−nP = − (nP)



Courbes elliptiques
Cryptographie

Alice veut écrire à Bob qu’elle ne connaît pas et seul Bob doit pouvoir lire le message. 
On suppose qu’il existe une façon de transformer un message en un point d’une 
courbe… (si, si, croyez moi !)



Courbes elliptiques
Cryptographie

En secret Bob 

• Choisit une courbe elliptique 


• Choisit un point  sur la courbe


• Choisit un entier 


• Calcule le point 


• Publie ,  et  dans un annuaire

E

P

n

Q = nP

E P Q

Alice choisit un entier , calcule  
et . Elle envoie  et 

 à Bob mais garde  secret. 

k kP
M + kQ kP

M + kQ k

Bob calcule  n(kP) = kQ

Une autre personne que Bob ne 
connait pas . Retrouver  si on ne 
connait que  est un problème 
très compliqué, qu’on ne sait pas 
faire rapidement. 

n n
nP

Alice transforme son message en un 
point  de la courbe de BobM

puis . M + kQ − kQ = M



Et après ?
Cryptographie post-quantique

Tanja Lange, professeure à l’université de Eindhoven


