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On considere un réseau hydraulique comme sur la figure :
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Le réseau est alimenté par un réservoir d’eau a pression constante (p = 10 bar). Dans
chaque branche du réseau, on a la relation suivante entre le débit d'eau Q [m3/s] et la
pression aux deux extrémités :

1
Q= *(psortie - Pentre’e)
pL

ol p est la résistance hydraulique par unité de longueur et L est la longueur du tuyau.
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Le réseau est alimenté par un réservoir d’eau a pression constante (p = 10 bar). Dans
chaque branche du réseau, on a la relation suivante entre le débit d'eau Q [m3/s] et la
pression aux deux extrémités :

1
Q = —(Psortiec — Pentrée)
pL
ol p est la résistance hydraulique par unité de longueur et L est la longueur du tuyau.

Pour modéliser ce probleme, on écrit une équation d'équilibre des débits entrants et
sortants. Par exemple, pour le nceud 2, on a

@ — Qo — Qo =0.

Ici on a attribué un signe négatif pour les débits sortants.
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On obtient ainsi les équations :

Q—Q—-Q — =0
Q@ — Qo — Qo =0
Qs — Qs — Qs =0

Q3+ Q—Qr —Q+ Q=0
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On obtient ainsi les équations :

Q—Q—-—Q — =0
@2 — Q9 — Qo =0
Qs — Qs — Qs =0

Q3+ Q—Qr —Q+ Q=0

En supposant que les tuyaux ont la méme longueur L et la méme résistance
hydraulique p, On obtient le systéme d’équations :

4pr —p2 — p3— ps =10
—p1 +3p2 — pa
—p1 +3p3 — pa
—p1—p2 — p3+5pa
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On peut encore écrire ceci sous la forme matricielle :

4 -1 -1 -1\ /m 10
1 3 0 -1|[m]| [ o
1 0 3 -1||m|T| o
1 -1 -1 5) \p 0
O menee,
o = = = =z waco



On peut encore écrire ceci sous la forme matricielle :

4 -1 -1 -1\ /m 10
1 3 0 -1||m| [ o
1 0 3 —1||ps 0
1 -1 -1 5) \p 0
Oou encore
4
dajpp=b 1<i<4,
=
O menee,
m] = = = = A



On peut encore écrire ceci sous la forme matricielle :

4 -1 -1 -1 p1 10
-1 3 0 -1 p| 0
-1 0 3 -1 p3 | 0
-1 -1 -1 5 pa 0
ou encore
4
dajpp=b 1<i<4,
=1
ie.
Ap=b
A étant une matrice carrée d'ordre 4 :
ail a2 a1z a4
A= |F21 a2 as  ax
a1 a3 a3 anu
41 as2 a3 as
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Inversibilité

DERNTON
On dit que la matrice A est inversible, s'il existe une matrice notée A~ telle que
AATL=A"tA=
ou / est la matrice identité :
1 .
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

2x1+ 4xo+ 6x3

= 2
3x1+ 8xp +13x3

5
2x1+ 9x +18x3 =11

1
(2
®3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

2x1+ 4xo+ 6x3

= 2
3x1+ 8xp +13x3

=2
b
2x1+ 9x +18x3 =11

1
(2
®3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

I1x1+ 2x2+4+ 3x3

1
3x1+ 8xp +13x3

(1)
5 (2-(1)x3 ()
2x1+ 9x +18x3 =11 3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

I1x1+ 2x2+ 3x3

= 1
2xp + 4x3

= 2
2x1+ 9x2 +18x3 =11

1
(2
(3) - (1) x2 ®3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :

Considérons le systeme d'ordre 3 :

I1x1+ 2x0+ 3x3=
2xp + 4x3
5xp + 12 x3

1
(2
®3)

Il
1k
N
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

I1x1+ 2x0+ 3x3=
1xo+ 2x3

5xp 4+ 12x3 =

© = =

1
(2
(3)—(2) x5 ®3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :

Considérons le systeme d'ordre 3 :

Ix1+ 2x0+ 3x3= 1 (1)
1xp+ 2x3 = (2)
2x3 = 4

®3)
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Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :

Considérons le systeme d'ordre 3 :

Ix1+ 2x0+ 3x3= 1 (1)

1xp+ 2x3 = (2)
2x3 = 4 (3)
On en déduit ainsi
x3 =2
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Elimination de Gauss : Un exemple

Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

Ix1+ 2x+ 3x3= 1 (1)
1xp+ 2x3 (2)
(3)

|
»~

2x3 =

On en déduit ainsi
x3 =2

L'équation (2) implique
xp=1—-2x3 = -3

POLYTECH’
CLERMONT-FERRAND

Analyse Numérique — R. TouzaNt Systemes linéaires : Méthodes directes



Elimination de Gauss : Un exemple

Pout résoudre un systeme linéaire, on peut éliminer succesivement chacune des
inconnues :
Considérons le systeme d'ordre 3 :

Ix1+ 2x+ 3x3= 1 (1)
1xp+ 2x3 (2)
(3)

|
»~

2x3 =

On en déduit ainsi
x3 =2

L'équation (2) implique
xp=1—-2x3 = -3

L'équation (1) implique
x1=1—2x —3x3 =1

POLYTECH’
CLERMONT-FERRAND

Analyse Numérique — R. TouzaNt Systemes linéaires : Méthodes directes



On peut interpréter les différentes étapes de I'élimination de Gauss dans I'exemple
précédent de la maniére suivante :
X1 2
AV x| =

4 6 X1
= 3 8 13 x| = 5
X3 2 9 18 X3

= p1)
11
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On peut interpréter les différentes étapes de I'élimination de Gauss dans I'exemple
précédent de la maniére suivante :

X1 2 4 6 X1

AV (x] =3 8 13 x| =[5 |=p"
X3 2 9 18 X3 11
X1 1 2 3 X1

Al =0 2 4 | =1 2]=p?
X3 0 5 12 X3 9
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Interprétation matricielle

On peut interpréter les différentes étapes de I'élimination de Gauss dans |'exemple
précédent de la maniére suivante :

X1 2 4 6 X1 2
AVl =13 8 13 |[x]|=|5]|=s"
x3 2 9 18 x3 11
X1 1 2 3 X1 1
A (%] =0 2 a | = 2|=p?
X3 0 5 12 X3 9
X1 1 2 3 X1 1
AP x| =1 o 1 2 | = 1| =s%
X3 0 0 2 X3 4
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inversible M telle que la matrice MA soit triangulaire supérieure ;

On peut ainsi décrire la méthode de Gauss en trois étapes :
© Elimination successive des inconnues; ce qui équivaut a trouver une matrice
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Méthode de Gauss

On peut ainsi décrire la méthode de Gauss en trois étapes :

@ Elimination successive des inconnues; ce qui équivaut a trouver une matrice
inversible M telle que la matrice MA soit triangulaire supérieure ;

@ calcul simultané du vecteur Mb;
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Méthode de Gauss

On peut ainsi décrire la méthode de Gauss en trois étapes :

@ Elimination successive des inconnues; ce qui équivaut a trouver une matrice
inversible M telle que la matrice MA soit triangulaire supérieure ;

@ calcul simultané du vecteur Mb;

@ résolution du systeme linéaire MAx = Mb.
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Notons al(jl) o
1¢ étape : On suppose aﬁ) # 0.
)

2
a 8%) aﬁ) . bg |
2
0 3?2) ag) a§2n) o bg |
2 2 |
0 -1, 351_)1,n_1 2,
0 ) S
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Notons a:(jl) s
1% étape : On suppose aﬂ) Lo
1

2
3522) a%) e 38,) X1 b;(l )
2
0 ag) ag? . a§2n) X2 bé )
2 2 |
0 -1, 351_)1,n_1 2,
0 anz,% an2,,)., “ b$12)
avec (1)
1
a® — 2y 52) ) £
v 1) 1
agl) agl)
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(1)

Notons aj;

= ajj.

1% étape : On suppose aﬁ) # 0.

1 (2) (2)

a a3
(2) (2)
0 axn a3
2
0 2,5
2)
0 a5
avec
(2) _
1j

2 1 1) (2
aij) _ aij) _ aEd) agj),

1
A

ROk

11

2
A\ (Y
2
I
2
an—l,n
ah Xn b2
1
(2) _ £
1 (1)
11

bf) — bil) _ 35(11) b§2) k = 2, sy n
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kéme étape :

On Suppose as(;;() # o

X
0 X
0 0
Al — 0
: 0
O 0

«— k& |igne
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Supposons que tous les pivots sont non nuls. L'élimination de Gauss a permis de
construire une suite de matrices :
AL = A

AP — E2?) o) — E(?) A

Al — gln) pln—1)

— g(n) glr=1) g(n—2)
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Factorisation LU

Supposons que tous les pivots sont non nuls. L'élimination de Gauss a permis de
construire une suite de matrices :

>
)
[
m
o
>
m
>

A(:”) _ E(n)A(:n 1)
— g(n glr=1) g(n=2)  £(2) A1)

Comme les matrices E(kk)’sont triangulaires inférieures, la matrice
E( =1 g(n=2) " E() est triangulaire inférieure. Donc

L — (E(n) E(H 1) E(n 2) E(Z))—l

est triangulaire inférieure.
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Factorisation LU

Supposons que tous les pivots sont non nuls. L'élimination de Gauss a permis de
construire une suite de matrices :

>
)
[
m
o
>
m
>

A(:”) _ E(n)A(:n 1)
— g(n glr=1) g(n=2)  £(2) A1)

Comme les matrices E(kk)’sont triangulaires inférieures, la matrice
EM gD EM=2) EP) est triangulaire inférieure. Donc
L = (E(n) E(rr 1) E(n 2) o E(Q))_l

est triangulaire inférieure.
Donc A= LU ot U= A",
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On obtient ainsi la décomposition ou factorisation de A :

A=LU
ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.
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On obtient ainsi la décomposition ou factorisation de A :

A=LU

ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.
Le systeme linéaire Ax = b s'écrit donc L U x = b.
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On obtient ainsi la décomposition ou factorisation de A :

A=LU
ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.
Le systeme linéaire Ax = b s'écrit donc L U x = b.

Soit y = U x. Pour résoudre le systéme linéaire :

o On détermine L et U tels que A= L U.

P
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On obtient ainsi la décomposition ou factorisation de A :

Le systeme linéaire Ax = b s'écrit donc L U x = b.

A=LU
ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.
Soit y = U x. Pour résoudre le systéme linéaire :

o On détermine L et U tels que A= LU.

@ On résoud le systéme triangulaire inférieur (Descente) Ly = b.

[m]

= = =
Systemes linéaires : Méthodes directes
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On obtient ainsi la décomposition ou factorisation de A :

Le systeme linéaire Ax = b s'écrit donc L U x = b.

A=LU
ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.
Soit y = U x. Pour résoudre le systéme linéaire :

o On détermine L et U tels que A= LU.

@ On résoud le systéme triangulaire inférieur (Descente) Ly = b.

@ On résoud le systéme triangulaire supérieur (Remontée) Ux = y.

[m]

= = =
Systemes linéaires : Méthodes directes
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Existence d’un factorisation LU

Pour tout k = 1,2,...,n, la matrice
anl

ai soo aik
ani ano oo ank
Ay =
akl a2 coo Ak
est appelée sous—matrice principale de A d'ordre k.

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Existence d’un factorisation LU

Pour tout k = 1,2,...,n, la matrice

ail

ai soo aik
a1 ax ... ax
Ay =
akl a2 coo Ak
est appelée sous—matrice principale de A d'ordre k.
Ainsi, on a
a1 an ail a2 a3
Ar=(an), D= , Dz=laxn ax axs|,
a1 ax
asr  a

as3

POLYTECH"
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une matrice triangulaire supérieure U telles que

Soit A une n X n—matrice ou toutes les sous—matrices principales sont inversibles.
Alors, il existe une matrice triangulaire inférieure L = (£;) avec £;; =1, 1 < i< net

A=LU.
De plus, une telle factorisation est unique.
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
-1
On écrit

i1 U1
1 1 0 ux»

u11 u12
o1y Larutn + ux
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Considérons le systeme linéaire

On écrit

( 1 —1) < 1 0) <U11 U12> ( u11 u12
-1 5 oy 1 0 un) \lorm loruns + ux
D’'ou

up =1
upp = —1
loruy; = —1

lo1u12 + U =5
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Considérons le systeme linéaire

On écrit

( 1 —1) < 1 0) <U11 U12> ( u11 u12 )
-1 5/ \tn 1 0 un) \lorm loruns + ux
D’'ou

up =1

upp = —1

lryup; = —1 = ly=-1
loruip + upp =5
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Considérons le systeme linéaire

On écrit

( 1 —1) < 1 0) <U11 U12> ( u11 u12 )
-1 5/ \tn 1 0 un) \lorm loruns + ux
D’'ou

up =1
upp = —1
lryup; = —1 = fy =-1

boiuig +un =5 = wup=5-1=4
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Ainsi
1 0 o
L = L
1 )

oPoLY
(o Fr «
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Ainsi
1 0 o
L= L
—1 )
Vérification :
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Ainsi
Vérification :

Résolution :

On résout Ly = b :
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Ainsi
Vérification :

Résolution :

On résout Ly = b :
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Ainsi
Vérification :

Résolution :

On résout Ly = b :

On résout Ux = y :

' POLYTECH"
CLERMONT-FERRAND

=} = = E 9DaAe



Ainsi

Vérification :

Résolution :

On résout Ly = b :

On résout Ux = y :
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Combien colite une élimination de Gauss?
On s'intéresse aux opérations sur la matrice.
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Combien colite une élimination de Gauss?
On s'intéresse aux opérations sur la matrice.
Ecrivons une étape k de I'élimination :
Pour i =k+1,...,n faire

5= a,(,f)/a

e
Pour j=k,...,n+1 faire
a,(.jk+1) = a,g.k) —S% a%f)
fin j
fin i.
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Combien colite une élimination de Gauss?
On s'intéresse aux opérations sur la matrice.
Ecrivons une étape k de I'élimination

Pour i=k+1,...,n faire (n — k) fois
s:=al)/alk) 1 division
Pour j=k,...,n+1 faire

agjk"'l) = ol

(n — k + 2) fois
K
i —s*af(j)

1 multiplication
fin j

fin J.
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Combien colite une élimination de Gauss?
On s'intéresse aux opérations sur la matrice.
Ecrivons une étape k de I'élimination

Pour i =k+1,...,n faire

(n — k) fois
s:=al)/alk) 1 division
Pour j=k,...,n+1 faire (n— k 4 2) fois
a,(.jk+1) = af.jk) — S a%f) 1 multiplication
fin j
fin i.

Donc, on a (n— k)(n — k + 3) opérations.
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Combien colite une élimination de Gauss?
On s'intéresse aux opérations sur la matrice.
Ecrivons une étape k de I'élimination :
Pour i =k+1,...,n faire

5= a,(,f)/a

(n — k) fois
(k) 1 division
Pour j=k,...,n+1 faire (n— k 4 2) fois
a,(.jk+1) = af.jk) — S a%f) 1 multiplication
fin j
fin /.
Donc, on a (n— k)(n — k + 3) opérations.
On somme pour k =1,...,n— 1 pour obtenir
n—1

d(n—k)(n—k+3)=
k=1

3 &
% + O(nz) = O(%) opérations
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Matrices symétriques définies positives

xTAx >0

Une matrice carrée A symétrique est dite définie positive si on a

pour tout x # 0.

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Matrices symétriques définies positives

Une matrice carrée A symétrique est dite définie positive si on a
xTAx >0

pour tout x # 0.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice A soit symétrique et définie
A=LLT
est unique.

(Factorisation de Cholesky)

positive est qu'il existe une matrice L inversible triangulaire inférieure telle que
Si les éléments diagonaux /;; de L sont choisis strictement positifs, la décomposition
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Comment déterminer L7
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Comment déterminer L? Ona A= LL", donc
n min(i.j)
aj =Y lulie= > Lyl
k=1 k=1

1<ij<n

.POLY
» 4T > <«

CH"
CLERMONT-FERRAND

A2 N G4
20




Comment déterminer L? Ona A= L LT, donc
n min(i.j)
aj =Y lulie= > Lyl
k=1 k=1
On a

1<i,j<n.
d'oll

i i—1
2 2 2
ai =y Go=0G+> 6, i=1,...,n
k=1 k=1
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Pour1<i<j<n:

i i—1
aj = Ll = Y Liclj + Lirkji
k=1 k=1
D'ou

'POLYTEC
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Pour1<i<j<n:

i i—1
aj =Y Ll = > ki + Liilji.
k=1

k=1

U =3k

i—1
i — E :Z:?k
k=1

1 i—1
7 a,-j — Zeikljk
ii k=1

Ces deux relations ont un sens d'apres le théoreme précédent. De plus, la condition
£ji > 0 permet de choisir la valeur positive de la racine.

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Les coefficients de L se calculent dans I'ordre suivant :

axn — 3,
i.e., ligne par ligne.
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Les coefficients de L se calculent dans I'ordre suivant :

l11 = /a1,

_ 2
by = , U = y/axn — {5,
1
i.e., ligne par ligne.

On montre que le coiit de I'algorithme de Cholesky est O(n®/6), soit la moitié du
nombre d'opérations pour une factorisation L U.
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
-1 5
On a

l11 =& =1
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
-1 5
On a

'POLY
» 4T > <«
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
-1
On a

lay =

ap—0B,=vV5—-1=2
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Considérons le systeme linéaire
1 -1 X1
-1
On a

lay =
Vérification

11
ap—0B,=vV5—-1=2

Lol o))

5
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Ly=b LTx=y.

. POLYTECH"
CLERMONT-FERRAND




e
Ly = b, LTX .
ou encore
D’'ol

OPOLY
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Ly =b, LTx:y.

ou encore
1 0 i 0
1 2)\pn) \a
D’ou
<o>
y:
2
Ensuite
1 -1 X1 0
0 2)\x/ \2
D'ou
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